1 Konfidenzbereiche

Ziel: Einer Beobachtung x € X soll nun ein Bereich C(x) C © zugeordnet werden, so
dass der wahre Parameter ¢ mit groSer Wahrscheinlichkeit in C(x) enthalten ist.

Definition 1.1. Sei M = (X, (Py)scp ein statistisches Modell, 2. eine beliebige Menge
und 7 : § — X die zu ermittelnde Kenngrofe.
Eine Abbildung

C: X — pX),

die jedem Beobachtungsergebnis x € X eine Menge C(x) C X zuordnet, heifit Konfidenzbereich
fiir T zum (Irrtums-)Niveau a € (0,1), falls

V8 e®:Py(C(X)31(8)>1—ua 1)
gilt. Insbesondere fordert man, dass {x € X : C(x) > 7(9)} ein Ereignis ist (V9 € 6).

Bemerkung 1.2. i) Falls 2 = R und C(x) ein Intervall ist, dann sprechen wir von
Konfidenzintervall.

i) C(x) =%, x € X, erfiillt (1), ist aber vollig nutzlos. Gesucht wird ein moglichst
kleiner Konfidenzbereich.

iii) Nicht ¢ variiert zufallig, sondern x und damit C(x).

Konstruktion von Konfidenzbereichen fiir T = id

Die Angabe der Abbildung C : X — ©(0) ist &quivalent mit der Angabe der Menge
C={(x,9) exXx0:9€C(x)}

und damit dquivalent mit der Angabe aller , Schnitte”

Co={xeX:(x,0)eCt={xeX:0cC(x)}

Geeignete Mengen Cy sind haufig leicht zu bestimmen und man gelangt von hier zu
den Konfidenzbereichen mittels

C(x)={8€6:xecCy}.

D.h. Cy (¢ € ©) sind die Schnitte von C entlang der X'-Achse und C(x) (x € X)) sind
die Schnitte von C entlang der @-Achse. Aufgrund der Aquivalenz

x€Cye e C(x)

gilt
Py(C(X) > 8) = Py(X € Cy)

und wir wéhlen fiir jedes ¢ € © eine moglichst kleine Menge Cy mit

Py(X € Cy) >1—a.



Bemerkung 1.3. Wir wéhlen haufig eine Menge der Form
Co={x € X:po(x) > ko}

fiir eine geeignete Konstante ky > 0. Hat man Cy fiir alle ¢ spezifiziert, so gelangt
man zur Abbildung x — C(x) mittels

C(x)={0€b:xeCy}.
Beispiel 1.4. o Gegeben 10 Heizkraftwerke

e n = 4 zufillig ausgewihlte Heizkraftwerke sollen auf schidliche Emissionen
untersucht werden.
Ziel: Angabe eines Konfidenzbereichs fiir die Zahl ¢ der Kraftwerke mit schddlichen
Emissionen zum Niveau o« = 0.2.

Statistisches Modell:

M = (X,(Ps)sco = ({0/12/ 3,4}, Hyp(4,9,10 — 19)@6{0,---/10})

% (10—0
dh. po(x) = Po(X = x) = ) (9 € {0, 10}, x € {0, ,4})
4
Nun konstruieren wir Mengen Cy mit Py(X € Cp) > 1—a = 0.8 = % fir alle 9.
Dies liefert eine Menge C und die ®@-Schnitte definieren die Konfidenzbereiche:

Diagramm

c(0) = {0,1,2}
C(1) = {1,2,3,4,5}
c2) = {3,---,7}
C(?’) = {5, T ,9}
C(4) = {8,910}

Obiger Zugang ist universell anwendbar. Hiufig kann man aber durch geeignete Sta-
tistiken eleganter Konfidenzbereiche definieren!

1.1 Konstruktion von Konfidenzbereichen mittels geeigneter
Statistiken

Ziel: Konstruktion eines Konfidenzbereichs fiir eine Kenngréfle T : ® — X in einem
statistischen Modell M = (X, (Py)gco)-

Definition 1.5. Eine Familie von Statistiken S, : X — ¥/ (z € ) (in einen beliebigen
messbaren Raum X’) heiit pivotall fiir T, wenn fiir alle ¢ € © die Verteilung von S )
unter Py die gleiche ist, sagen wir Q.



Mittels einer universellen Familie von Statistiken (S;),cy fiir T lassen sich einfach
Konfidenzbereiche fiir T generieren: Fiir ein gegebenes Konfidenzniveau & € (0,1)
wihlt man U C ¥/ mit Q(U) > 1 — a. Dann definiert

C(x) == {0 € O: Sy9)(x) € U} (xe X) ()
ein Konfidenzbereich zum Niveau « fiir 7, da fir 9 € ©
Po(C(X) 2 8) = Py(Sy(s) (X) € U) = Q(U) > 1~ .
D.h. man erhélt Konfidenzbereiche durch folgendes Vorgehen:
i) Konstruktion einer universellen Familie (S;)
ii) Wahlvon U C ¥ mitQ(U) > 1—u«
iii) Berechnung von C(x) mittels (2)

Wir nutzen diese Rangehensweise zur Konstruktion von Konfidenzbereichen im Gauf3-
modell.

Konfidenbzereiche fiir den Erwartungswert im Gaullmodell mit bekannter Varianz

Statistisches Modell

M = (X, (Py)seco)
(R", (N (1,0)*") er)

wobei die Varianz v > 0 fest vorgegeben ist.

Ziel: Konfidenzbereich fiir den Erwartungswert, d.h. T = id.
Zundchst miissen wir in Schritt (i) universelle Statistiken angeben.

Lemma 1.6. Fiir y € R ist

Sy =

V%i(xj—m (neR)
L

unter Py, standardnormaloverteilt, d.h. (S,) is eine universelle standardnormalverteilte Fami-
lie fiir T = id.

Beweis. Seien Yi, - - - , Y;; unabhéngig N (0, 1)-verteilte ZV. Dann gilt

\/5Y1 +u 1 i
ﬁYn +u \/ﬁ j=1
~——
(0,n-1)



Da \/vY] + 1, ..., /vy + p unabhéngig N (i, v)-verteilt sind, folgt

1 n
PySu(X)<t)=P|—=) Yi<t)]| =d(t)
HAZH \/ﬁ ]; J
und S, (bzw. S;, (X)) ist unter P, (0, 1)-verteilt. 0
Definition 1.7. Fiir « € (0,1) und eine Verteilung Q auf R heifit 4 € R a-Quantil,

wenn
e Q((—o0,t]) > aund

e Q((—o00,t)) <«
Bemerkung 1.8. :
e Jede reelle Verteilung Q besitzt fiir jedes & € (0,1) ein a-Quantil.

e Hat Q keine Atome, d.h. Vt € R gilt Q({t}) = 0, soist g € R ein a-Quantil
genau dann wenn

Fo(q) := Q((=c0,q]) = &
e Istdie Verteilungsfunktion strikt wachsend, so gibt es zujedem « € (0, 1) genau
ein a-Quantil.

Fiir gegebenes Signifikanzniveau a € (0,1) wihlen wir nun

(D) U= [qas2 G1-a/2] = [=G1-a/2/1-a/2],
wobei allgemein gg fur § € (0,1) das B-Quantil von N(0,1) bezeichne, d.-h. g5 =
®~1(B). Dann gilt

44 44

QU) =@(q1-3) —P(gg) =1-5 -5 =1-a

Alternative Moglichkeiten fiir die Wahl von U:

(II) U = (—00,q1—y] oder (III) U = [qa,0).

Wir fithren nun die Bestimmung des zugehorigen Konfidenzintervalls durch (Schritt
(iii)): Fiir die Wahl (I) erhalten wir

Cx) = {peR:S,(x)ec U}
1 n
= . — < P — < «
{neRr qlfff\/ﬂ];(xj w) < g}
v 1 ¢ v
- {MGIRi—\/;fh—gSnjng—ﬂﬁ\/;‘h—g}
——
=M(x)



(symmetrisches Konfidenzintervall)

In den Fillen (II) und (III) erhdlt man die Konfidenzintervalle

@) €)= (M)~ | Za1-sv00) bawcl) = (oo, )+ 1

(einseitige Konfidenzintervalle)

Satz 1.9. Im Gaufimodell mit bekannter Varianz v > 0 und Stichprobengrofie n € IN erhiilt
man als Konfidenzintervalle zum Niveau o € (0,1) das symmetrische Intervall

[ [
- oo o

und die einseitigen Intervalle

v v
(—oo,M + \/;’115] und {M — \/;qlg,oo> ,
wobei qg = ¢~ (B) das p-Quantil von N'(0,1) bezeichne.

Konfidenzbereiche fiir den Erwartungswert und die Varianz im allgemeinen
GauBmodell

Statistisches Modell:

M = (X, (Py)ges) = (R", (N (1,0)*") R 0>0) (n>2)

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert:
Hierzu nutzt man, dass die Statistiken

unter Py, Student-t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden sind. Hierbei bezeichne

=1 j=1
t, wird auch t-Statistik genannt. Wir zeigen lediglich, dass die Verteilung nicht von
der Wahl von i und v abhéngt.

Lemma 1.10. Die Verteilung von t, unter Py, hingt nicht von der Wahl von p € R und
v > 0ab.



Beweis. Wie zuvor: Seien Y3, - - -, Y;, unabhéngig N (0, 1)-verteilte ZV. Dann gilt

vﬁyﬁ4-ﬂ Y
t]/l — to “ e
NG Yn +u Y,
Da /oY1 + i,...,+/vYy + p unabhéngig N (i, v)-verteilt sind, folgt
Puo(tu(X) <t) =P(to(Y) < t).
Dies beweist die Aussage, da die rechte Seite nicht von y und v abhangt. O

Obige Argumentation fithrt nun zu den folgenden Konfidenzintervallen fiir das all-
gemeine Gaufsmodell:

Satz 1.11. Im allgemeinen Gaufimodell mit Stichprobengrifie n > 2 erhiilt man als Konfi-
denzintervalle fiir den Erwartungswert y zum Niveau « € (0,1) das symmetrische Intervall

e o]

und die einseitigen Intervalle

[V [V
(—oo,M—i— nql_g] und [M— nql_g,oo>,

wobei qp das B-Quantil der Student-t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden bezeichne (kurz
t,_1-Verteilung).

Konfidenzintervalle fiir die Varianz
Zur Bestimmung von Konfidenzintervallen fiir die Varianz nutzt man die Statistiken

B i (X — M)? _ (n—1)V*

v =

v v
Analog zu obiger Rechnung zeigt man, dass deren Verteilung unter Py, , nicht von der
Wahl von y und v abhingt. Die entsprechende Verteilung Q ist in diesem Falle die
X2-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Es ist die Verteilung der Summe von n — 1
unabhédngigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen. Das gleiche vorgehen von
zuvor liefert nun folgenden Satz:

Satz 1.12. Im allgemeinen GaufSmodell mit Stichprobengrofie n > 2 erhilt man als Konfi-
denzintervalle fiir die Varianz v zum Niveau « € (0,1) das beidseitige Intervall

n—1 v o 1
q1-4 qs

V*

C(x) = l

n—

und die einseitigen Intervalle
1 -1
C(x) = (O, V*] und C(x) = [n V*,oo).
I1—a

Hierbei bezeichne allgemein qg das B-Quantil der X 2_Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Gu



2 Hypothesentests

2.1 Einfiihrung

Wir betrachten ein statistisches Modell M = (X, (Py)gce) und teilen den Parameter-
bereich © in zwei Halften

e die Hypothese H C ® und
e die Alternative A = H* C ®

Ziel ist es nun aufgrund der Beobachtung zu entscheiden, ob der wahre Parameter in
H oder A liegt. In einem Hypothesentest teilen wir X in zwei Hélften

o den Akzeptanzbereich H C X und
e den Verwerfungsbereich A = H°
und wir
e akzeptieren die Hypothese H, wenn wir eine Realisierung in H beobachten und
e verwerfen die Hypothese H, wenn wir eine Realisierung in A beobachten.
Hierbei konnen zwei Fehler auftreten:

e Bei wahrem Parameter ¢ € H beobachten wir eine Realisierung in .4 und ver-
werfen die Hypothese (Fehler erster Art).

e Bei wahrem Parameter ¢ € A beobachten wir eine Realisierung in H und ak-
zeptieren die Hypothese (Fehler zweiter Art).

Wir bezeichnen mit
B(8) :=Py(X € A) (0 €0)

die Verwerfungswahrscheinlichkeit und bemerken, dass bei wahrem Parameter ¢ <
H ein Fehler erster Art mit Wahrscheinlichkeit () eintritt. Ferner tritt bei wahrem
Parameter & € A ein Fehler zweiter Art mit Wahrscheinlichkeit 1 — f(¢) ein. In der
Praxis ist es meist nicht moglich Fehler 1. und 2. Art auszuschlielen und beim Hypo-
thesentest einigt man sich auf die Konvention den Fehler 1. Art klein zu halten und
sich im Zweifel fiir die Hypothese zu entscheiden.

Wir nennen den Test der Hypothese H mit Akzeptanzbereich H vom Niveau a €
(0,1), wenn

sup B(8) < «
9eH

gilt. Hiermit wird sichergestellt, dass fiir jede Wahl des Parameters ¢ € H ein Fehler
erster Art mit Wahrscheinlichkeit kleiner gleich « eintritt. Ferner heifst

inf B(9)

v9eA

Giite oder Power des Tests.



Beispiel 2.1. Es soll tiberpriift werden, ob ein neues Medikament besser als das al-
te (mit einem Behandlungserfolg in 60% der Félle) wirkt. In einer Studie wird die
Wirksamkeit des Mediaments an n Personen getestet und die Zahl der Behandlungs-
erfolge ermittelt.

Statistisches Modell: ({0, ..., n}, (Bin(n, #))ge(o1))

Es ist ein Hypothesentest der Hypothese H = [0,0.6] durchzufiithren. Wir machen
den Ansatz

H={0,...,m—1} und A={m,...,n},

wobei m noch in Abhingigkeit vom spezifizierten Signifikanzniveau « € (0, 1) geeig-
net zu wiahlen ist. Wir wihlen das minimale m mit

Voe H:B(0) =DPy(X>m) <a.

Wegen der Monotonie der Wahrscheinlichkeit in ¢, ist dies das minimale m mit Py (X >
m) < a. Wir nutzen den zentralen Grenzwertsatz um m zuapproximieren:

1 X —3n m—z—3n m—z—3n
Pos(X > m) = Pog(X > m — ) = P~ 20 v e M),

>
2 V0604~ [e, 60

Approximativ kann nun m als die minimale ganze Zahl mit

_1_3
m—3 5"

2n
S >0 1(1-a)
/6
il

gewdhlt werden.

2.2 Hypothesentests und Konfidenzbereiche

Sei T : © — X die Kenngrofle eines statistischen Modells und betrachte die Hypothe-
se
H={8e€®:1(8) € H'}

fiir eine Menge H' C X.

Satz 2.2. Ist C: X — P(X) ein Konfidenzbereich fiir T zum Niveau a, so definiert
A={xeX:C(x)NH =0}

den Verwerfungsbereich eines Hypothesentests fiir obiges H zum Niveau .

Beweis. Fiir ¢ € H gilt

& > Py(C(X) Z 1(8)) = Py(C(X) N H' = D) = Py(A) = B(9).



Wir benutzen nun exemplarisch ein Konfidenzintervall im Gaufimodell zur Kon-
struktion eines Hypothesentests. Wir betrachten das

Statistisches Modell: (R", (N (i, v)“") er 0>0) fiir einn > 2

Ziel: Konstruktion eines Hypothesentests fiir
H: 4 < pp, d-h. H = (—o0, 1] x (0,00), bzw. T(p,v) = pund H' = (—o0, ug]
fiir einen fest spezifizierten Wert yop € R.

Erinnerung: Sei q;_, das 1 — a-Quantil der t,,_;-Verteilung. Die Menge

V*(x)

Clx) = [M(x) =/ —

q1—ar Oo)

definiert ein Konfidenzintervall fiir T zum Niveau a.

Der ensprechende Verwerfungsbereich ist nun

A={xeX:C(x)N(~c0,up) =@} = {x € X: ,/V*L(X)(M(x) — o) > q1_a}

Alle Konfidenzintervalle von zuvor liefern Hypothesentests:

Satz 2.3. Im Gaufsmodell erhilt man fiir ein gegebenes Niveau o € (0,1) folgende Verwer-
fungsbereiche:

i) Fiir die Hypothese H : y < yg erhilt man

A= e X [ (M) = o) > g1}

und fiir die Hypothese H : u = o

n

A={xe X: V@) [M(x) — po| > lh—g},

wobei die Quantile g von der t,,_1-Verteilung stammen.

ii) Fiir die Hypothese H : v < vy erhilt man

A=f{xex: ;;_1V*(x) > 90},
1—ua
und fiir H : v = vy
A={xrex: "Ly, "Lvex] 3 o),

q1- gy

N2
N2

wobei die Quantile q von der X?_,-Verteilung stammen.



2.3 Der Neyman-Pearson-Test (NP-Test)

Wir betrachten nun den Spezialfall einer einelementigen Hypothese und Alternative.
Sei M = (X, (Pg)scq,,0,}) ein statistisches Standardmodell und betrachte

e die Hypothese H = {6y} und
e die Alternative A = {6, }.

Wir betrachten eine ganze Familie von Tests, die sogennaten Neyman-Pearson-Tests
(indexiert durch ¢ > 0), die durch die Verwerfungsbereiche

Ac ={x € X :cpg(x) < po,(x)}

beschrieben werden. Die Signifikanzniveaus der Tests sind

g,(x)dx wenn M ein stetiges Modell ist
A Péo g
Yoxea, Po,(x)  sonst.

a(c) := Be(bo) = {

Satz 2.4. Fiir jedes ¢ > 0 ist der Neyman-Pearson-Test mit Verwerfungsbereich A, der Test
mit maximaler Giite unter allen Tests zum Niveau a(c).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall in dem M ein diskretes Standardmodell ist. Wir
halten ¢ > 0 fest und setzen A = A.. Sei A der Verwerfungsbereich eines weiteren
Tests zum Niveau «(c). Dann gilt

afc) =} po(x) = ) po(x)+ Y pe,(x) und

xeA xe ANA xcA\A
a(c) > ) po,(x) = ), pa(x)+ Y pay(x)
xeA x€ANA xe A\ A

sodass Y. 4\ 4 Pe, (x) <X, A\A Pog (x). Ferner gilt fiir die Giite des zweiten Tests

B61) =) po,(x)= Y po,(x)+ Y po(x)

xe A xe ANA re A\A

Wir bemerken, dass in der letzten Summe fiir alle Summanden pg, (x) < cpg,(x) gilt
und wir folgern

Yo ope(x)<c Y pe,(x)<c Y pe,(x) < Y. pe (%)

xe A\ A xe A\ A xeA\A xeA\A

Insgesamt gilt also

B(61) < Y. po,(x)+ Y po(x)=B(61).

xeANA xeA\A
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Beispiel 2.5. Wir betrachten das statistische Modell mit X' = [0, 00), Py, = Exp(1)
und Py, = Exp(2). Dann gilt fiir x > 0

Po,(x) =e " und pg, (x) = 207 %%,

Die Neyman-Pearson Verwerfungsbereiche sind nun von der Form
As = [0,0] (6>0).

Fiir gegebenes Signifikanzniveau « ist 6 so zu wahlen, dass

5
n= Bs(6o) :/ e ¥dx=1—¢"°
0

gilt. Dies liefert die Giite
6 .
Bs(61) = / 2e Py =1—eP=1-(1-a)
0

2.4 Der p-Wert

Wir haben in den letzten zwei Unterkapiteln explizite Hypothesentests kennenge-
lernt. De Facto handelt es sich hierbei um Familien von Hypothesentests: bei den
Neyman-Pearson-Tests sind die Tests durch den Paramter ¢ und bei den Hypothesen-
tests im Gaufimodell durch den Parameter a indiziert. Man kann leicht nachpriifen,
dass die Tests hierarchisch angeordnet sind: Die Akzeptanz der Hypothese im NP-
Test mit Parameter ¢ impliziert die Akzeptanz fiir alle grofieren Parameter. Ferner
impliziert die Akzeptanz der Hypothese im Gaufimodell zum Parameter « die Ak-
zeptanz fiir alle kleineren Parameter. Der p-Wert einer Realisierung ist nun das Signi-
fikanzniveaus des kritischen Tests, der gerade noch zur Akzeptanz bzw. Verwerfung
der Hypothese fiihrt.

Definition 2.6. Wir nennen eine Familie von Hypothesentests hierarchisch, wenn

e die Tests durch eine monoton fallende Familie von Verwerfungsbereichen A,
(c € I) beschrieben werden, wobei I C IR eine abgeschlossene Menge bezeichne,
d.h.

Vey, 0 € Imitey <o Aey D Ay,

o die Familie der Verwerfungsbereiche rechtsstetig ist d.h. wenn fiir jede fallende
konvergente Folge (¢, ) ey mitcy, | ¢

Ac - U Acn

nelN
gilt und
L d ﬂcel Ac=@.
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Seien im folgenden (A¢).c; die Verwerfungsbereiche einer hierarchischen Familie
von Hypothesentests. Wir bezeichnen mit

a(c) :=sup Bc(0) (cel)
0cH

die entsprechenden Signifikanzniveaus. Die Abbildung a« : I — [0,1] ist mono-
ton fallend und wegen der Rechtsstetigkeit der Familie (A¢) auch rechtsseitig stetig
(Ubungsaufgabe).

Satz 2.7. Fiir x € X gibt es einen minimalen Index c(x) € I sodass fiir ¢ € I
x€Hei=Af & c(x) <c.

D.h. ¢(x) ist der minimale Index, der fiir die Realisierung x zur Akzeptanz der Hypothese
fiihrt. Das entsprechende Signifikanzniveau

p(x) = a(c(x))

heift p-Wert von x bzgl. der Familie (A.). Der p-Wert hiingt nich von der Parametrisierung
der Familie ab.

Viele Tests, die wir bisher betrachtet haben, haben Verwerfungsbereiche der Form
ci={xeX:T(x) >c} (ceR),

wobei T eine Statistik ist, die unter der Hypothese H immer die gleiche Verteilung
hat, sagen wir mit Verteilungsfunktion F. Man sieht leicht, dass die Mengen (\Ac).cr
eine hierarchische Familie von Tests beschreiben und es stellt sich die Frage nach den
p-Werten.

Fiir gegebene Realisierung x € X ist c(x) = T(x) der minimale Index der zur Akzep-
tanz der Hyposthese fithrt und wir erhalten als p-Wert

p(x) = a(c(x)) = a(T(x)) = Po(T(X) > T(x)) =1 = F(T(x)).

Beispiel 2.8. Sei yigp € R. Wahlt man zum Beispiel im Gaufimodell

1) =\ gy (M00) — o)

und T(x) := |t(x)| so erhilt man die Verwerfungsbereiche aus Satz[2.3|fiir die Hypo-
these H : i = yp. Der entsprechende p-Wert einer Realisierung x € &’ ist

p(x) =1 = Fr(T(x)) = Puo(T(X) > T(x)) = Puyp(t(X) & [=T(x), T(x)])-

Die Statistik ¢ ist unter Py, t,_1-verteilt und der p-Wert einer Realisierung x kann
nun aus der Verteilungstabelle abgelesen werden.
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Lemma 2.9. Ist F die stetige Verteilungsfunktion einer Statistik T : X — R unter der
Hypothese H, so ist die Abildung

p: X =101, x—1—F(T(x))

unter der Hypothese auf [0, 1] uniform verteilt. Ferner ist der Verwerfungsbereich der zuge-
horigen Familie von Hypothesentests zum Niveau « € (0,1)

{x e X:p(x) <a}.

Bemerkung 2.10. Die meisten gidngigen Hypothesentests sind in Form von hierar-
schischen Tests darstellbar und Statistikprogramme geben die entsprecheden p-Werte
aus. Der Wert erlaubt einen Riickschluss darauf wie ,, unwahrscheinlich” eine Hypo-
these ist und zu welchem Signifikanzniveau sie verworfen werden kann.
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