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7. Ubungsblatt
,» Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik*

Hausaufgaben

1. Hausaufgabe: * 5 Punkte
Wir definieren fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in R (bzw. Ny) die charakteristische Funk-
tion von X, yx : R — C durch

vx (t) == E [exp(itX)].
Hierbei héngt vx nur von der Verteilung von X ab. Zwei gleich verteilte Zufallsvariablen haben
also die gleiche charakteristische Funktion.

(a) Bestimmen Sie die charakteristische Funktion einer N (0, 1)-verteilten Zufallsvariable.

(b) Bestimmen Sie die charakteristische Funktion der Summe S := X +Y zweier unabhéingigen
und N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen X, Y.

2. Hausaufgabe: * 5 Punkte

(a) Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
mit Werten in Z und Gewichten

px(k) =P ({X =k}),py(k) =P ({Y =k}) Vk € Z.

Bestimmen Sie unter Annahme der Unabhéngigkeit von X und Y eine allgemeine Formel
fiir die Gewichte der Zufallsvariable S := X + Y.

(b) Fiir Ay > 0 und A2 > 0 seien X und Y zwei unabhéngig Poisson(A1)- bzw. Poisson(Az)-
verteilte Zufallsvariablen. Berechen Sie die Verteilung (Gewichte) von S := X + Y.

3. Hausaufgabe: 5 Punkte
Es seien X1, X, ... unabhéngig und identisch verteilte diskrete Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit Werten in E. Sie erfiillen die Bedingung — log, p(X1) € £2.
Thre Entropie ist gegeben durch
H(X1) = —px, (x)logy px, (2).
zeE
Es seien (Cp)neny Mengen mit C, C E™ und |C,| < 2"(H(X1)=) fiir ein £ > 0. Zeigen Sie, dass gilt

n—aoo

P((X1,...,Xn) €Cp) =5 0.



4. Hausaufgabe: * 5 Punkte
Seien X7, Xo,... unabhingige Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P). Sei ferner S,, := X1 + ... + X,, die Summe der ersten n der X; und
Y, :=exp(a-Sy) mit a > 0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir ein ¢ € [0, 1] gilt:

P(S, > ng) < E00] _ Elexp(ash)]

eang eang

(b) Fiir welches ¢ € [0,1] ist die obige Ungleichung aus (a) am stérksten, also der rechte Term
am kleinsten. Finden Sie dieses ¢ indem Sie das entsprechende Extremwertproblem 16sen.

5. Hausaufgabe: L 5 Punkte
Es seien Xi,..., X, eine Folge von unabhéingig und identisch verteilten Zufallsvariablen. Die
sog. empirische Verteilungsfunktion F, dieser Zufallsvariablen ist dann definiert durch

Fo(z) = (1/n)) 1aoy(Xi), z€R.
=1

Zeigen Sie mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung, dass die empirische Verteilungsfunktion in
Wahrscheinlichkeit gegen die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X; konvergiert, d.h.

F,(z) 5 Fx,(z), xz€R.

Studierende des Lehramts, die nach der neuen Studienordnung studieren, bearbei-
ten die mit 'L’ gekennzeichnete Aufgabe und zusitzlich 3 der ersten vier Aufgaben.
Ihnen wird empfohlen, die mit * gekennzeichneten Aufgaben zu bearbeiten. Studie-
rende aller anderen Studienginge bearbeiten die ersten vier Aufgaben eines jeden
Ubungsblatts.



