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11. Ubungsblatt
,» Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik“

Hausaufgaben
1. Hausaufgabe: * 10 Punkte
Ein Experiment liefert unabh. Exp(\)-verteilte Werte mit unbekanntem Parameter A = 1/9 > 0.
(i) Geben Sie das Statistische Modell in diesem Beispiel an.
(ii) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer Ty, fiir 9.

(iii) Ist Ty, erwartungstreu?

)
)
)
(iv) Bestimmen Sie Vary(Twr).
(v) Berechnen Sie den MSE von Ty,
(vi) Bestimmen Sie die Fisher-Information.
(vii) Erreicht der Schétzer Thr, die Cramér-Rao-Schranke?

Hinweis: Eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable X hat Dichte fx(z) = X exp(—Az)1;>03-

2. Hausaufgabe: 5 Punkte
Ein Experiment liefert unabh. Poisson-verteilte Werte mit unbekanntem Parameter ¥ > 0.

(i) Geben Sie das Statistische Modell in diesem Beispiel an.
(ii) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer Tiy, fiir .
(iii) Ist Ty, erwartungstreu?
(iv) Bestimmen Sie Vary(Twmr,).
(v) Berechnen Sie die Fisher-Information.

)

(vi) Erreicht der Schitzer Ty, die Cramér-Rao-Schranke?

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis nutzen: Fiir X ~ Pois(A), A > 0, gilt EX = Var(X) = .



3. Hausaufgabe: * 5 Punkte

Ein Experiment liefert unabh. identisch verteilte Werte X1, ..., X,, mit positiven, endlichen
zweiten Momenten. Ferner seien die Gewichte aq,...,an, € Rmit Y " | o = 1 gegeben. Zeigen
Sie:

(i) Fiir jede Wahl der oy, ..., a, ist

Tn = OtiXi
=1

ein erwartungstreuer Schétzer fiir p = E[X;].

(ii) Fiir die Wahl aj = -+ =, = % erhalten wir den Schétzer, der von allen oben beschrie-
benen die kleinste Varianz hat (varianzminimaler Schétzer).

4. Hausaufgabe: L 5 Punkte
Um bei Umfragen zu heiklen Themen (,Nehmen Sie harte Drogen?“) die Privatspihre der be-
fragten Person zu schiitzen und zuverlissige Antworten zu bekommen, wurde das folgende , Un-
related Question“-Befragungsmodell vorgeschlagen: Ein Stapel Fragekarten ist genau zur Hilfte
mit der heiklen Frage A und zur anderen Héilfte mit der einer harmlosen Frage B beschriftet,
welche mit Frage A nichts zu tun hat (,, Waren Sie im letzten Monat im Kino?*). Der Interviewer
ldsst den Befragten die Karten mischen, eine Karte verdeckt ziehen und die darauf gestellte Fra-
ge beantworten. Anschliefend notiert sich der Interviewer die Antwort (J='Ja’ oder N="Nein’)
und liasst den Befragten die gezogene Karte wieder untermischen. Es handelt sich also um ein
sogenanntes zweistufiges Zufallsexperiment. Die erste zufillige Grofe ist die gezogene Frage, die
zweite die darauf gegebene Antwort. Es werden n Personen unabhingig befragt. Ferner sind
folgende Parameter bekannt:

e P(Antwort 'Ja’|Frage B) = 2/3
e P(Frage B) =1/2

Gesucht ist die Grofe ¥ := P(Antwort *Ja’|Frage A). Modellieren Sie die Befragung durch ein
statistisches Modell M = (X, (Py)ge(0,1))- Wie soll X und Py explizit gewéhlt werden? Geben
Sie ferner einen Schitzer T}, fiir 9 an und iiberpriifen Sie, ob dieser erwartungstreu ist.
Hinweis: X entspricht der Beobachtung und Py kann mithilfe der Wahrscheinlichkeitsgewichte
angegeben werden.

Studierende des Lehramts, die nach der neuen Studienordnung studieren, bearbei-
ten die mit ’L’ gekennzeichnete Aufgabe und zuséitzlich die mit * gekennzeichneten
Aufgaben. Studierende aller anderen Studienginge bearbeiten die ersten drei Auf-
gaben des Ubungsblatts.



