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Aufgabe 47 (4 Punkte)

Seien X eine integrierbare Zufallsvariable auf dem W-Raum (Ω,A, P ) und B1, . . . , Bn eine
disjunkte Zerlegung von Ω.

(i) Zeigen Sie, dass

B := σ(B1, . . . , Bn) =
{⋃

i∈I Bi | I ⊂ {1, . . . , n}
}
.

(ii) Bestimmen Sie E(X|B).

Aufgabe 48 (4 Punkte)

Seien X und Y integrierbare Zufallsvariable auf einem W-Raum (Ω,A, P ). Zeigen sie, dass Y
für jede Teil-σ-Algebra F ⊂ A genau dann eine Version der bedingten Erwartung E(X|F) ist,
wenn Y F -B(R)-messbar ist sowie für einen ∩-stabilen Erzeuger E ⊂ A von F mit Ω ∈ E gilt∫

E

Y dP =

∫
E

X dP , E ∈ E .

Aufgabe 49 (4 Punkte)

Seien X und Y Zufallsvariable auf einem W-Raum (Ω,A, P ) mit E(|Y |) < ∞, E(|XY |) < ∞
und sei X messbar bzgl. einer Teil-σ-Algebra F ⊂ A. Zeigen Sie, dass dann

E(XY |F) = XE(Y |F) .

Aufgabe 50 (4 Punkte)

Wir betrachten den W-Raum (R,B(R), N(0, 1)) sowie die darauf definierten Zufallsvariablen
X, Y gemäß X(ω) = ω und Y (ω) = (cos(ω), sin(ω)). Zeigen Sie:

(i) Jede σ(Y )-messbare Funktion f : R→ R besitzt die Periode 2π, d.h. für alle x ∈ R und
z ∈ Z ist f(x+ 2πz) = f(x).



(ii) Bezeichnet ϕ die Dichte der Standardnormalverteilung, so gilt

E(X|Y )(x) =

∑
z∈Z(x+ 2πz)ϕ(x+ 2πz)∑

z∈Z ϕ(x+ 2πz)
.


