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Aufgabe 51 (4 Punkte)

Seien Xi, Xs,... unabhédngige, quadratisch integrierbare Zufallsvariable auf einem W-Raum
(Q, A, P) mit E(X;) =0, k€ N, sowie S, = X1+ ...+ X, und F, = o(Xy,...,X,), n € N.

(i) Zeigen Sie, dass (S?), ein (F,)-Submartingal ist.

(ii) Bestimmen Sie die Doob-Zerlegung von (S52),, und vereinfachen Sie diese.

Aufgabe 52 (4 Punkte)
Seien X7, Xs,... u.i.v. Zufallsvariable mit Verteilung pu sowie h : R™ — R eine messbare
und symmetrische Funktion, d.h. fiir alle x € R™ und Permutationen 7 von {1,...,m} ist

h(z1,...,%m) = hZra), - -, Trgmy). Weiter sei E(Jh(Xy, ..., X,,)|) < oo und
E(h(l’l, ce ,l’m_th)) =0
fiir alle x4, ..., 2,1 € R. Zeigen Sie, dass mit

Sa(h)= > h(Xy.....X;,) . neN

1<i1 <. <im<n

der Prozess (S, (h)), ein (FX)-Martingal ist.

Aufgabe 53 (4 Punkte)

Sei (2, A, (Fpn)nen, P) ein filtrierter W-Raum und darauf (X,,), und (Y},), zwei Submartingale
sowie NN eine Stoppzeit mit Xy < Yy. Weiter sei

Zn = ]-(Nzn)Xn + ]-(N<n)Yn , nE N.

(i) Zeigen Sie, dass 1(n>y) préavisibel ist.

(ii) Folgern Sie damit, dass auch (Z,,), ein Submartingal ist.



Aufgabe 54 (4 Punkte)

Zu einem quadratisch integrierbaren (F,)-Martingal X = (X, )nen definiert man dessen qua-
dratischen Variationsprozess (X)) geméf

(X)n = ZE((Xi ~ X, )4 Fis1) . neN.

(i) Begriinden Sie anhand der Doob-Zerlegung des Prozesses (X?2),, dass (X2 — (X),), ein
Martingal ist.

(i) Zeigen Sie, dass fiir jede beschriankte Stoppzeit 7 gilt

E((X);) = B((X; — X1)*) .



