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Aufgabe 55 (8 Punkte)

Seien &1,&, ... unabhéngige Zufallsvariable auf einem W-Raum (Q, A, P) mit P(§ = 1) =
P& = —1) =1/2, k € N, und damit X,, = & + ... + &, die einfache symmetrische Irrfahrt.
Fiir feste a,b € IN betrachten wir die Stoppzeit 7(q,_py = inf{n € N | X,, =a vV X,, = —b}.

(i) Zeigen Sie, dass (M,), mit M, = X2 —n ein (F3)-Martingal ist.
(ii) Folgern Sie E(MT{aﬁb},\n) = 0 und damit E(MT{a,—b}) =0.

(iii) Zeigen Sie, dass andererseits fast sicher gilt
2 2
Moy = Chixey, =) T =)~ Tlab)
und folgern Sie damit und (ii) schliefslich

E(T{(L_b}) = azP(X = a) + b2P(XT{a7_b} = b) =ab.

T{a,—b}

(iv) Finden sie Konstanten 71,72 € R, so dass Y,, = X! — 6nX? + ~1n? + y9n ein Martingal
ist und berechnen Sie damit V(74 _a})-

(v) Seir, =inf{n € N | X,, = a}. Zeigen Sie mit (iii), dass E(7,) = co.

Aufgabe 56 (6 Punkte)

Seien (2, A, (Fy,)n, P) ein filtrierter W-Raum und X = (X,,)nc_n, €in (F,)-adaptiertes Riick-
wartsmartingal, d.h.
E(Xpn|F) =X, , n=-1-2..

Weiter sei F_o = (), 2y Fn und fir feste a,b € R, a < b bezeichne analog zur Vorlesung
Ux(a,b, N) die Anzahl der Upcrossings des Invervalls [a, b] der Folge Xy, X_1, X_5, ... bis zum
Zeitpunkt N. Zeigen Sie:

(i) Die Folge (E(Ux(a,b, N)))NG]N ist gleichméfig beschrankt.

Hinweis: Wenden Sie hierfiir die Doob’sche Upcrossingungleichung auf das Martingal
X_N,...,Xo an.



(ii) Es existiert eine F_-messbare Zufallsvariable X_,, fiir die fast sicher gilt

lim X, = X_.

n—oo

(iii) Ist die Folge (X,), sogar gleichméfig beschrankt, so ist

E(Xo|F_oe) = X_oo.

Hinweis

Die auf diesem Blatt erzielten Punkte gehen als Bonuspunkte in die Gesamtwertung ein.



