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Aufgabe 42) [Nichtsymmetrische Irrfahrt] (2+4 Punkte)

Fiir 7 € IN seien Q = {—1,1}7, P die Laplace-Verteilung auf Q sowie fiir ein p* € (0, 1) die Vertei-
lung P* gegeben durch

Lo, A YL 1,
P*({0}) = (p ) =11 I (1—-p )ZJ 1 Hoj=—1} (1)
Weiter seien Z1,...,Z7 : Q — R definiert durch Z, = th:l o; und sei My = max{Z,...,Zr}.

a) Zeigen sie, dass fiir o € Q gilt

Zr () T—Zr(®

T+ " T(®)
P({o})=2"(p") * (1-p) * PH{o}).
b) Folgern Sie, unter Verwendung von Aufgabe 16, dass fiir j > O und i < j gilt
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bzw. wegen der Symmetrie P(Zy = i) = P(Zy = —i) auch

*

P
l—p

Pr(Mr > j,zr =i) = *>jP*(ZT:i—2j).

Aufgabe 43) [Barrier Option] (2+2+2 Punkte)

Es sei (S;)/—o,..7 der Werteprozess einer Aktie bei zugrundeliegendem Binomialmodell, d.h. es
existieren a,b € R, a < b, und unabhingige Zufallsvariable X),...,X7 mit Werten in {—1,1}, so

dass
b‘Stfla XI:17
= =1,....,T.
K {a'Szla X, =—1, ! Y
Es bezeichne Z; = X + ...+ X;,t = 1,...,T. Wir betrachten eine up-and-in Call Option mit strike
price K, ein Beispiel einer Barrier Option, die dann in Kraft tritt, wenn der Wert S; zu irgendeinem
Zeitpunkt t = 1,...,T eine vorgegebene Schranke B > max{Sy,K} iiberschreitet. Der Wert dieser
Call Option ist also
Ccall_ (ST_K)-Fﬂ maX{S17"'7ST}ZB7
udi 0, sonst,



und der faire Preis, dhnlich wie bei einer gewohnlichen Call Option, ist gegeben durch
(140 TE (G

wobei r die Rendite der risikolosen Anlage ist und E* den Erwartungswert bzgl. des risikoneutralen
Males P*, welches wegen der Unabhingigkeit der Zuwéchse von der Form (1) ist, beschreibt.

a) Begriinden Sie, dass gilt

E* (Cl(iz]’,ll) =E’ ((ST - K)+ l{max{51 ,....,ST}ZB})
=E*((Sr — K)+ 1ys,5p)) +E*((S7 — K) 4 Vmax(s,....5;}>B.57<B} ) -

b) Nehmen Sie an, dass die Schranke B eine erreichbare Forderung ist, also ein kg < T existiert mit
b*Sy = B, und dass gilt a = 1/b. Zeigen Sie, dass in dem Fall gilt

E* ((ST - K)+ l{max{51,.‘.,ST}EB,ST<B}) = Z E* ((ST - K)+ l{max{21 ,...,ZT}ZkO,ZT:i}) .

i<ko
¢) Folgern Sie, unter Verwendung von Aufgabe 42, dass unter den Voraussetzungen von b) gilt

* ki
E* (Cﬁ?glll) =E* ((ST _K)+ I{STZB}> + (#) 0b2k0 E* ((ST _I(/b2k())+ I{ST<B/b2kO}) .

Aufgabe 44) (4 Punkte, *)

Die Anzahl der in einer Telefonzentrale innerhalb eines Zeitintervalls der Linge T eingehenden
Gespriche sei Poisson-verteilt mit Parameter A7 fiir ein A > 0. Fiir zwei disjunkte Zeitintervalle
seien diese stochastisch unabhingig. Bezeichne weiter fiir zwei feste Zeitpunkte 0 < #; < f, die
Zufallsvariable X; die jeweilige Anzahl eingehender Gespriche im Zeitintervall [0,;]. Bestimmen
Sie die bedingte Verteilung von X gegeben X, = n fiir n € IN.

Aufgabe 45) (4+2 Punkte, L)
Seien X ~ Poi(A;) und Y ~ Poi(A,) unabhingige Zufallsvariable und Z =X +Y.

a) Bestimmen Sie die bedingte Erwartung E(X|Z) sowie die bedingte Varianz Var(X|Z) von X
gegeben Z.

b) Uberpriifen Sie damit beispielhaft die aus der Vorlesung bekannte Formel
VarX = E(Var(X|Z)) + Var(E(X|Z)) .

Aufgabe 46) (2+4 Punkte, L)
Seien X und Y Zufallsvariable mit gleicher Verteilung und gelte EX? < oo,
a) Berechnen Sie die Kovarianz von X +Y und X — Y.

b) Zeigen Sie damit anhand eines Beispiels, dass zwei unkorrelierte Zufallsvariable im Allgemeinen
nicht unabhéngig sind.



