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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen auf einem W-Raum (2, A, P) . Wir definieren

X, o0 PAos. <= P ({w €Q: le Xn(w) = oo}) =1

und

X,— > (P) <= V C>0: P(X,<C)—0firn— occ.

Zeigen Sie:
X, —» 00 Pfs. = X,—>o0 (P)

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien (2,4, P) ein W-Raum und f,, : Q@ — R™, n € N, eine Folge messbarer Abbildungen.
Zeigen Sie, dass f, genau dann in P-Wahrscheinlichkeit gegen ein f : 2 — R™ konvergiert,
wenn die einzelnen Komponenten f,(lk), k=1,...,m, gegen f%* in P-Wahrscheinlichkeit
konvergieren.

Hinweis: Fir u,v > 0ist {u+v>¢e} C{u>¢e/2} U{v>¢e/2} C{u+v >¢e/2}.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei T : (0,1] — {0,1}*° definiert durch z = > >, dgﬁf) — (dn(x))n>1, wobei wir die

Notation fiir die Bindrdarstellung aus der Vorlesung verwenden.
a) Fir n € N sei
7™ {0,13°° = {0,1}",  (ai)ien — (a1, ..., ay)
die Projektion auf die ersten n Komponenten. Wir erkléren auf {0, 1}°° die o-Algebra
A::a(w(") :nEN),

also die kleinste o-Algebra auf {0,1}°°, so dass alle Projektionen auf endlich viele
Komponenten messbar sind. Zeigen Sie, dass die Abbildung T" B(g ;) —.A messbar ist.

b) Das von T in {0, 1}*° auf A induzierte Ma$ p erfiillt die Bedingung
Iu o) ﬂ-(n)*l = ®?:1B€7"1/27

d.h. auf den endlichen Produktraumen bekommen wir ein Produkt von Bernoulli-
Verteilungen mit Parameter 1/2.



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Wir erinnern an die Quantilfunktion einer Verteilungsfunktion F definiert durch

F7l(u) ;== inf{z:u < F(z)}

mit der Eigenschaft

Flu)<z <= u<F(x).
Ferner verwenden wir fiir den linksseitigen Limes der Verteilungsfunktion an der Stelle x
die Notation

F(z—) :=1lm F(y).
ylz
a) Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger, streng monoton wachsender Verteilungsfunk-
tion F. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariable F(X) gleichverteilt ist auf dem Einheits-
intervall, d.h. es gilt: P(F(X) < u) =u V¥ 0 < u < 1. Den Ubergang von X zu F(X)
nennt man Wahrscheinlichkeits- Transformation.

b) Zeigen Sie, dass fiir die Quantilfunktion F~1 gilt: F(F~1(u)-) < u < F(F~(u))
und im Falle einer stetigen (nicht notwendig streng monoton steigenden) Verteilungs-
funktion F gilt: F(F~1(u))=u V 0<u<1.

c) Zeigen Sie: P(F(X) < u) = F(F~!(u)—) und dass daher das Resultat in a) bereits
fiir ein stetiges F gilt.



