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Aufgabe 1 (4 Punkte + 2 Zusatzpunkte)

Seien X1, Xo, ... w.i.v. Zufallsvariablen. Sei K ¢ R? kompakt und A : R x K — R derart,
dass

(i) V2 € Rist h(x, ) : K — R stetig.
(ii) V¥ € K ist h(-,¥) : R — R messbar.
(iii) 3H : R — [0, 00) messbar mit EH(X;) < oo und

|h(z,9)| < H(x) YVzeR, vekK.

Zeigen Sie:
a) p(v) := Eh(X1,9) existiert fiir alle ¥ € K und p: K — R ist stetig.
b) P(lim SUD,,_y00 SUPgek = Doiq (R(X;,9) — p(¥)) < 0> = 1. Dazu betrachte man

9(z,9, p) = sup|gr_yg| <, (M(2,9") — p(9')) und die zugehérigen Erwartungswerte. Wei-
ter nutze man ein endliches Uberdeckungsargument und das starke Gesetz.

c) Folgere durch Betrachten von h(x,d) und —h(z,?) aus Teil b)

P( lim sup lzn: (h(X;,9) — ,u(ﬂ))’ = 0) =1.
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Wir betrachten den W-Raum ((0, 1], B(g 1], A(0,1]) und fiir jedes w € (0, 1] dessen eindeutige
Binérdarstellung

w=Y 14,(w)/2",
n=1
wobei
Ap = (1/2™,2/2" U (3/2™,4/2" U --- U ((2" — 1) /2", 1].

Fiir n € N bezeichne SY(w) die Anzahl aller Nullen sowie S} (w) die Anzahl aller Einsen
in der Bin&rdarstellung von w bis zur n-ten Nachkommastelle. Wir nennen eine Zahl w
normal, falls fiir kK = 0,1 gilt
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Zeigen Sie, dass A (g j)-fast alle Zahlen in (0, 1] normal sind.



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien (€2, A, P) ein W-Raum und X, X1, Xo,--- :  — 7Z ganzzahlige Zufallsvariablen.
Zeigen Sie, dass die Folge (X, )nen genau dann schwach gegen X konvergiert, wenn fiir
alle z € Z gilt:

lim P(X,, =2z2)=P(X = 2).
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Fiir die Verteilungsfunktionen F' und G auf R definiert man die Lévy-Metrik p durch
p(F,G):=inf{e >0 | F(x —¢) —e < G(z) < F(z+¢)+e VazeR}
Zeigen Sie:
a) Durch p wird tatséchlich eine Metrik definiert.

b) Sind F, Fy, Fs, ... Verteilungsfunktionen, so konvergiert (F),),en bzgl. p genau dann
gegen F', wenn F,, = F'.



