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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien (Nt)t>0 und (N ′t)t>0 zwei Poisson Prozesse mit Intensitäten λ, λ′ > 0. Die Prozesse
seien unabhänig, d.h. σ(Nt : t > 0) und σ(N ′t : t > 0) sind unabhängig. Zeigen Sie:
Die Familie (Nt +N ′t)t>0 ist wieder ein Poisson Prozess mit Intensität λ+ λ′.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei (Nt)t>0 ein Poisson Prozess auf einem W-Raum (Ω,A, P ) sowie f : R → R definiert
durch

f(t) =

{
t, t ∈ Q
0, t ∈ R \Q.

Weiter seien X : Ω→ R eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilung und

Mt(ω) = Nt(ω) + f(t+X(ω)), ω ∈ Ω, t > 0.

Zeigen Sie:

a) Die Familie (Mt)t>0 ist kein Poisson Prozess, denn sie erfüllt keine der drei geforder-
ten Pfadeigenschaften.

b) Die Prozesse (Mt)t>0 und (Nt)t>0 besitzen die gleichen endlich-dimensionalen Ver-
teilungen, da für beliebiges t > 0 gilt: P (Mt = Nt) = 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (Nt)t>0 ein Poisson Prozess mit Intensität λ. Zeigen Sie:
Für jedes s > 0 ist (Ns+t − Ns)t>0 wieder ein Poisson Prozess mit Intensität λ und
unabhängig von σ(Nr; r 6 s).

Aufgabe 4 (4 Punkte + 2 Zusatzpunkte)

Sei X eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parameter λ > 0, also

P (X = k) = e−λ
λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Es seien Y1, Y2, . . . u.i.v. und von X unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung

P (Yi = 0) = 1− p, P (Yi = 1) = p für ein p ∈ (0, 1).



Betrachte die Zufallsvariable Z mit

Z =

{
Y1 + Y2 + · · ·+ Yn, falls X = n

0, falls X = 0.

a) Geben Sie die bedingte Verteilung von Z gegeben X = n an.

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, dass Z ∼ Poi(pλ).

c) Seien (Wn)n>1 unabhängige, Exp(λ)-verteilte Zufallsvariablen und

Tn = W1 +W2 + · · ·+Wn.

Nach Vorlesung ist durch die Konstruktion

Nt =
∞∑
n=1

1{Tn6t}

die Familie (Nt)t>0 ein Poisson Prozess. Zeigen Sie unter Verwendung von b), dass
der ausgedünnte Prozess (Ñt)t>0 definiert durch

Ñt =
∞∑
n=1

Yn1{Tn6t}

ein Poisson Prozess zum Parameter pλ ist.


