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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei X = (X, )nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen und (F;, )en die vom Prozess
X erzeugte Filtration, d.h. 7, := o(X1,...,X,), und es sei M, = [[;; X; (n € N).
Welche Eigenschaften muss die Folge (X,,) erfiillen, damit (M,,) ein (F,)-Martingal ist?
Hinweis: Beriicksichtigen Sie auch, dass der Erwartungswert wohldefiniert sein muss, d.h.
dass M, integrierbar sein muss.

Aufgabe 2 (4 Punkte 4+ 2 Zusatzpunkte)

Seien £1,&s,... unabhingig mit P(§ = 1) = p und P(§ = —1) = 1 — p = ¢ fiir ein
p € (0,1), p#1/2und X,, = & +--- + &,. Fiir a,b € N betrachten wir die Stoppzeit
T(q,—p}, also

Tig—py =inf{n >1:X,, =a oder X, =-b}.

Man iiberzeuge sich davon (ohne es aufzuschreiben), dass wie bei der symmetrischen Irr-
fahrt wiederum
P(T{%_b} < OO) =1

gilt.

Xn

a) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 1, dass M, := (¢/p)”" ein Martingal ist.

b) Folgern Sie mit Hilfe von Optional Stopping und majorisierter Konvergenz, dass gilt

(a/p)’ — 1
P(XT bt — a) = p .
o (a/p) ™ =1
c) Wir betrachten die Stoppzeit

T,=inf{n > 1: X, = a}.

Schlieflen Sie aus b):
PT,<o0)=1 fir g<p

und
P(T, <) =(p/q)* <1 fir q>p.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (22, A, (Fn)nen, P) ein filtrierter W-Raum und darauf (X,,) und (Y;,) zwei Submartin-
gale sowie N eine Stoppzeit mit Xy < Yy. Weiter sei

Ly = ]—(N>n)Xn + 1(N<n)Yn7 n € N.



a) Zeigen Sie, dass 1y, prévisibel ist.

b) Folgern Sie damit, dass auch (Z,,) ein Submartingal ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Zu einem quadratisch integrierbaren (F,)-Martingal X = (X,,)nen definiert man dessen
quadratischen Variationsprozess (X) geméf

(X), =) BE((Xi—X;1)*|Fir1), neN
=2

a) Begriinden Sie anhand der Doob-Zerlegung des Prozesses (X2), dass (X2 — (X),)
ein Martingal ist.

b) Zeigen Sie, dass fiir jede beschrinkte Stoppzeit 7 gilt

E((X),) = E (X, - X1)?).



