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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (X,,) ein prévisibles (F,)-Martingal und X; fast sicher konstant. Man beweise oder
widerlege, dass dann (X,,) f.s. konstant ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (X,,) ein Martingal mit X; = 0 und EX2 < oo. Zeigen Sie fiir A > 0
P ( max X, > /\> < EXZ/(EXE+\2).
1<m<n

Hinweis: Nutzen Sie die Tatsache, dass (X, +¢)? ein Submartingal ist und optimieren Sie
iiber c.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (X,,) ein Martingal mit sup,cy EX2 < oco. Zeigen Sie:
Es existiert eine JF-messbare Zufallsvariable X, mit FX,, < oo, so dass

X, > X& fs.undin Lo.

Schreiben Sie dazu & := X1 und &, := X,,— X,,_1 fiir n > 2, also X,, = {1+ - -+&,. Nutzen
Sie nun die Orthogonalitédt dieser Inkremente und verwenden Sie die Vollsténdigkeit der
Lo-Norm.

Aufgabe 4 (4 Punkte 4+ 2 Zusatzpunkte)
Seien (2, A, (Fp)n, P) ein filtrierter W-Raum und (X,,)ne_n, ein (F,)-adaptiertes Riickwérts-
martingal, d.h.

E(Xps1|Fo) = Xn, n=-1,-2,...

Weiter sei F_oo = (1,2 und fiir feste a,b € R,a < b bezeichne analog zur Vorlesung
Ux(a,b,—N) die Anzahl der Upcrossings des Intervalls [a,b] der Folge Xy, X_1,... bis
zum Zeitpunkt —N. Zeigen Sie:

a) Die Folge (E(Ux(a,b,—N))) yep ist gleichméBig beschrankt. Wenden Sie hierfiir die
Doob’sche Upcrossingungleichung auf das Martingal X _y, ..., Xo an.

b) Es existiert eine F_,-messbare Zufallsvariable X_ ., fiir die fast sicher gilt

lim X,, = X_.

n—oo
c) Ist die Folge (X,,) sogar gleichméfig beschrinkt, so ist
E(Xo|F-x) = X co-



