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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Gegeben sei eine Brownsche Bewegung (Bt):>0. Diese besitzt nach Definition fast sicher
stetige Pfade. Man konstruiere daraus eine Brownsche Bewegung (B;);>0 mit ausschlieflich
stetigen Pfaden.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei (By)i=0 eine Brownsche Bewegung. Der Ornstein- Uhlenbeck Prozess ist definiert durch
X, =e'B(e*) fir tcR.
Zeigen Sie:

a) (Xi)ter ist ein stationérer GauBprozess, d.h. ein GauBprozess so dass fiir alle n € N
und t; < ...t, mit t; € R und h € R gilt:

d
(Xers s Xt ) = (Xiyhs oo, Xoypn)-

b) Der Prozess (X¢)ier ist reversibel in der Zeit, d.h. die endlich-dimensionalen Rand-
verteilungen von (Xy)ier und (X_4)¢cr sind gleich.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Beweisen Sie, dass fiir eine Brownsche Bewegung B = (By);>0, die Prozesse

1
<exp {Bt — 2t}> und (B} = 3tBy) .,
t>0

Martingale bzgl. der von B erzeugten Filtration sind.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei B = (By)¢>0 eine Brownsche Bewegung mit ausschlieflich stetigen Pfaden und By = 0.
Fiir relle Zahlen a,b > 0 reelle Zahlen definieren wir Tj, _p : © — [0, 0o] durch

To—p:=1inf{t > 0| B; = a oder B; = —b}.

a) Zeigen Sie

{To— <t} = {max B, > a} U{ min B, < —b}

und folgern Sie hieraus, dass T}, _j eine numerische Zufallsvariable ist.

b) Zeigen Sie, dass die beiden numerischen Zufallsvariablen 7, _; und bQTa/b7_1 die
gleiche Verteilung haben.



