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Aufgabe 28 (4 Punkte). Eine Kaffeeverpackungsmaschine produziert mit einer Wahrscheinlich-
keit von p = 0.01 eine undichte Verpackung. Berechnen Sie den exakten Wert und die Poisson-
Approximation der Wahrscheinlichkeiten, dass sich in einer Partie von (i) 30 und (ii) 100 Verpa-
ckungen k£ =0, 1,2, 3 undichte Verpackungen befinden.

Aufgabe 29 (4 Punkte). Man definiert die momenterzeugende Funktion mz : R — R einer
Zufallsvariable Z als den Erwartungswert der Zufallsvariable e*Z,

mz(t) = E(e'?).
a. Zeigen Sie mit Hilfe der Transformationsformel fiir Erwartungswerte, dass fiir X ~ Bin(n,p)
und Y ~ Pois()) gilt

mx(t) = (L+ple — 1), my(t) =MD,

b. Fiir n € IN seien X,, ~ Bin(n,p, ), wobei gelte np, — A > 0 fiir n — oo. Folgern Sie

li_>m mx, (t) = my(t), teR.

Aufgabe 30 (4 Punkte). Fir n € WN seien X,, ~ Hyp(n,R,,N,), wobei gelte N, > n und
R, /N, =:p, = p€ (0,1) fiir n — oo.

a. Berechnen Sie die Varianz von X,,. Verwenden Sie dafiir Bsp. 3.2.2 aus der Vorlesung.
b. Beweisen Sie fiir ¢ > 0 die Abschétzung

pn(l _pn) N, —n
ne? N, -1’

P(|Xn/n_pn‘ > 5) <

c. Folgern Sie
lim P(|X,/n—p|>¢) =0, e>0.
n—oo

Aufgabe 31 (4 Punkte). Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A4, C
Q beliebige Ereignisse.

a. Zeigen Sie, dass fir k =1,...,n gilt

Z(_l)jik Z 1a;,n.na;, 20.

=k 1<i1 <...<i;<n

b. Folgern Sie, dass fir k = 1,...,n die folgenden Abschétzungen fiir die Einschluss-Ausschluss-
Formel gelten:

p(UA)

k

; falls k ungerade
E Jj+1 § : ) .
4 (=1) P(din...nAy) falls k gerade
j=1 1<i1<...<i;<n

IV IA



Aufgabe 32 (8 Punkte, L). Eine Miinze wird so lange geworfen, bis zweimal hintereinander Zahl
gefallen ist.

a. Berechnen Sie mit elementaren Mitteln die Wahrscheinlichkeit pj dafiir, dass der Erfolg mit
dem k-ten Wurf eintritt, und zwar fiir £k = 2 bis k = 6.

b. Da Berechnungen wie in a fiir grofere k£ sehr uniibersichtlich werden, soll pi nun rekursiv
bestimmt werden. Dazu unterscheidet man die folgenden Ereignisse:

FE;: Die Kette endet nach k¥ Wiirfen mit zweimal ’Zahl’ hintereinander.
Ay: Die Kette endet nach k¥ Wiirfen mit 'Bild’ im vorletzten und 'Zahl’ im letzten Wurf.
By.: Die Kette endet nach k¥ Wiirfen mit 'Bild’ als letztem Wurf.

(In den Féllen Ay und By muss die Kette fiir einen Erfolg noch fortgesetzt werden.) Die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten seien py, a; und bg. Begriinden Sie schiileraddquat, dass fiir £ € IN dann die
folgenden Rekursionsformeln gelten:

pe = 0.5ar (1)
ar = 0.5 bk,l (2)
b = 0.5(ag—1+bg—1) (3)
Zeigen Sie mit (1) - (3) schliefslich
Pr+2 = 0.5 pry1 + 0.25 py, k €N, (4)

oder geben Sie eine andere Begriindung fiir deren Giiltigkeit. Berechnen Sie mit Hilfe von (4) die
Werte pi bis k& = 16. Berechnen Sie auferdem die Summe 2,166:2 pr und beschreiben Sie deren
Bedeutung.

c. Gesucht ist jetzt die mittlere Wartezeit p bis zum Erfolg. Ermitteln Sie als Néherungswerte

zunéchst
n
>_k-pi
k=2
fiir n = 12 bis n = 16. Beweisen Sie dann die hier giiltige Mittelwert-Regel
pw=025-2405-(1+pu)+0.25-(2+ p)

und bestimmen Sie x4 damit exakt.

e. (Zum Weiterdenken, ohne Bepunktung): Wie dndert sich die Mittelwert-Regel aus Teil ¢ und
damit auch p, wenn ...

e fiir einen Erfolg dreimal (oder sogar viermal) hintereinander 'Zahl’ fallen muss,
e Dbei einer gefdlschten Miinze die Wahrscheinlichkeit fiir *Zahl’ nur 0,4 betréigt.

Losen Sie die Rekursionsformel (4) aus b in eine explizite Gleichung fiir p(k) auf.

Hinweis

Bachelor- und Masterstudenten bearbeiten die Aufgaben 28-31. Lehramtsstudenten bearbeiten die
mit 'L’ gekennzeichnete Aufgabe sowie zwei weitere Aufgaben nach Wahl.



