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Aufgabe 38 (4 Punkte). Gegeben sind zwei Urnen mit je N Kugeln, wobei die Kugeln in Urne
1 in L sowie die Kugeln in Urne 2 in R unterscheidbare Gruppen unterteilt werden können. Die
Anzahl der Kugeln in den jeweiligen Gruppen sei l1, . . . , lL bzw. r1, . . . , rR. Sie ziehen n Mal ohne
Rücklegen je eine Kugeln aus jeder Urne.

a. Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen

Xi,j : Ωn,N
II × Ωn,N

II → N0, i = 1, . . . L, j = 1, . . . , R,

die zählen, wie oft bei den n Durchgängen eine Kugel aus Gruppe i zusammen mit einer Kugel aus
Gruppe j gezogen wurde.

b. Zeigen Sie insbesondere, dass im Fall n = N für xij ∈ N0 mit
∑

i,j xij = n gilt

P
(⋂L

i=1

⋂R
j=1{Xi,j = xi,j}

)
=

(
N

r1 . . . rR

)−1 L∏
i=1

(
li

xi1 . . . xiR

)
.

Aufgabe 39 (4 Punkte, L). Seien X und Y Zufallsvariablen mit EX2,EY 2 <∞.

a. Lösen Sie das Optimierungsproblem

arg min
a∈R

E
(
(Y − aX)2

)
.

b. Folgern Sie (
E(XY )

)2 ≤ E(X2)E(Y 2),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn ein a ∈ R existiert mit P(Y = aX) = 1.

Aufgabe 40 (4 Punkte). SeienM = {1, . . . ,m} ein endliches Alphabet sowie X und Y Zufalls-
variablen aufM mit gemeinsamer Verteilung p und Randverteilungen p1 und p2, d.h.

P(X = x, Y = y) = p(x, y), P(X = x) = p1(x), P(Y = y) = p2(y), x, y ∈M.

Die gegenseitige Information von X und Y ist definiert als

I(X,Y ) =
∑

x,y∈M
p(x, y) log

p(x, y)

p1(x)p2(y)
.

Zeigen Sie: I(X,Y ) ist nichtnegativ und genau dann Null, wenn X und Y unabhängig sind.



Aufgabe 41 (4 Punkte). Wir betrachten die AlphabeteMk = {1, . . . , k}.

a. Für welche k ∈ N existiert ein Präfix-Code C aufMk mit lC(x) = x?

b. Konstruieren Sie einen Präfix-Code C auf

• M5 mit lC(1) = 2, lC(2) = 3, lC(3) = 4 und lC(4) = lC(5) = 2.

• M6 mit lC(x) = 3 für alle x ∈M6.

c. Beschreiben Sie ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion eines Präfix-Codes bei vorgegebenen
Codelängen lC , die die Kraft-Ungleichung erfüllen.

Aufgabe 42 (3 Punkte, L). Wie oft muss man im Mittel mit einem fairen Würfel würfeln, bis
man alle sechs möglichen Augenzahlen erhalten hat?

Aufgabe 43 (5 Punkte, L). In dem Schulbuch ’Neue Wege - Arbeitsbuch für Gymnasien, Stochas-
tik’ (Schroedel-Verlag, 2012) findet man als sogenanntes Basiswissen eine Anleitung zur Anpassung
von Geraden an gegebene Daten (siehe unten). Als Übung erscheint zwei Seiten später folgendes
Beispiel:

a. Führen Sie für dieses Beispiel folgende Schritte aus der o.g. Anleitung durch:

• Streudiagramm zeichnen
Erproben Sie dabei die Wirkung von mindestens zwei verschiedenen Skalierungen der Achsen.

• Methode nach Augenmaß
Bestimmen Sie anschließend die Gleichung der gewählten Gerade durch Ablesen.

• Methode der Kleinsten Quadrate
Nutzen Sie die Ergebnisse von Aufgabe 36.

• Residuendiagramm

b. Quasi als Fortsetzung des letzten Schrittes aus Teil a soll die Korrelation qualitativ beurteilt
werden. Berechnen Sie dazu den folgenden sog. empirischen Korrelationskoeffizienten

r =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
∑n

i=1(yi − ȳ)2
,

wobei x̄ und ȳ die empirischen Mittel der Daten xi und yi seien.

Faustregel: Je näher |r| an 1 liegt, umso stärker ist der lineare Zusammenhang.



Hinweis

Bachelor- und Masterstudenten bearbeiten die Aufgaben 38-41. Lehramtsstudenten bearbeiten die
drei mit ’L’ gekennzeichneten Aufgaben sowie eine weitere Aufgaben nach Wahl.


