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(Abgabe der Losungen: bis 30. Januar 2014, 12:00 Uhr)

Prisenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Sei p das Wiener-Maf$ auf dem messbaren Raum (C([0,1]),B¢) und sei X ein Zufallselement (,,sto-
chastischer Prozess*) mit Verteilung u.

Zeigen Sie, dass X unabhéngige Zuwéchse besitzt, i.e. die Zufallsvariablen

HtQ(X)intl(X)7 Hts(X)fﬂtz(X% SERE) 11 (X)i]:[t'n,—l(X)

n

sind unabhéngig, wobei II;(X) = X(¢) fir t € [0,1] und 0 < ¢; < t3 < -+ < t,, < 1 eine beliebige
Zerlegung des Einheitsintervalls ist.

Prisenzaufgabe 2. (0 Punkte)

Sei X ein Wiener Prozess auf [0,1] und sei P, == {0 =ty < t; < --- < t,, = 1} eine Zerlegung des
Einheitsintervalls mit Feinheit
$(Py) = | max (ty — to—1)-

=1,...,n
Fiir p > 0 definieren wir die Variation des Wiener Prozesses X auf P, durch

n

V(Pnava) = Z |Htk(X) - Htk—l(X)|p'
k=1

Zeigen Sie, dass fiir eine Folge (P, )nen von Zerlegungen von [0, 1] mit s(P,) — 0 fiir n — oo gilt:

0 p<2
V(Pup, X) 541 p=2
0 p>2.



Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei pu das Wiener-Maf auf (C([0,1]), B¢) und sei X ein Zufallselement mit Verteilung .
Zeigen Sie:

a) X ist fast sicher auf keinem Intervall monoton.

b) X ist fast sicher auf keinem Intervall Lipschitz stetig.

Hinweis: Argumentieren Sie iiber die Variation von X.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) mit endlicher Varianz und
F C A eine Teil-o-Algebra von A.

Wir definieren die bedingte Varianz von X gegeben F durch Var(X|F) :== E(X?|F) — (E(X|f))2.

Zeigen Sie, dass
Var(X) = E(Var(X|F)) 4 Var(E(X|F)).

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum ([O7 1], Bjo,1), )\[0’1]), wobei Ajg 1 das auf das Einheitsin-
tervall eingeschrinkte Lebesgue-Maf3 bezeichne, und definieren eine Abbildung S durch

SZ B[O,l] — [0, 1]

B sup(B) falls B# @
0 falls B = @.

Zeigen Sie fiir die Funktionen

Qli [O, 1] X B[O,l] —R
(w, B) — 1p(w)

und

QQZ [0, ].] X B[O,l] — R
(w, B) = 1p(w) + 1ys(B)} (W)

die folgenden Eigenschaften:

a) Die Abbildung w — Q;(w, B) (fiir j = 1,2) stimmt fiir jedes B € Bjg,1] Ajp,1j-fast sicher mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit (g 1)(B|Bjo,1)) tiberein.

b) Q1 induziert vermége B+ Q1(w, B) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf By qj fiir jedes w € [0, 1].

c) Fiir @y gilt die entsprechende Aussage zu b) allerdings nicht: Es gibt keine Ajg)-Nullmenge
N € Bjp,1}, so dass B — Qa(w, B) fiir jedes w € [0,1] \ N ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf Bjg 1
ist.



Aufgabe 4. (4 Punkte)

Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und sei F C A eine Teil-o-
Algebra von A.

Zeigen Sie:
a) Falls ¢: R — R eine konvexe Funktion ist und E((X)) < oo, dann gilt P-fast sicher

E(p(X)|F) > ¢(E(X|F)).

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fiir jedes = € R eine Folge von Punkten ((an, bn)) n

neN 1
R? existiert mit

o(x) = sup{anx + by }.
neN
Argumentieren Sie anschlieffend mit Lemma 8.5!

b) Falls E(|X|P) < oo fur ein p > 1, so gilt:

ECXIF)||, < X1,



