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Prisenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Formulieren Sie in der Situation des Beispiels von Aufgabe 3 mit eigenen Worten, welche Information
Sie aus dem Wissen um F,, (fiir ein n € N) ziehen!

Prisenzaufgabe 2. (0 Punkte)

Berechnen Sie fiir die Zufallsvariable T" aus Aufgabe 4 die Wahrscheinlichkeit P({T > k}) fiir k € N.
Was konnen Sie iiber den Grenzwert dieser Wahrscheinlichkeit fiir & — oo aussagen?

Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C A eine Teil-o-Algebra von A.

Zeigen Sie, dass fiir eine Folge von reellen Zufallsvariablen (X, ),eny auf , die fast sicher gegen
eine Zufallsvariable X konvergiert und deren Folgenglieder dominiert werden durch eine integrierbare
nicht-negative Zufallsvariable V, also |X,,| <V fiir alle n € N mit E(V) < oo, gilt, dass

lim E(X,|F) = E(X|F).

n—oo

Hinweis: Argumentieren Sie iiber die monoton fallende Folge (Y;,)nen definiert durch
Y, =sup|Xy — X| firneN.
k>n
Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei X = (X;)o<i<1 ein Wiener Prozess auf C ([0, 1]) und F; := o(X,: s < t) die kanonische Filtration.
Fiir eine Folge reeller Zahlen (tg)geny mit 0 < ¢; < to < -+ und limg_, tx = 1 definieren wir

Mk = exp(th - tk/2)

Zeigen Sie, dass (M})ren ein nicht-negatives Martingal beziiglich (F;, )ren ist!



Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei (X, )nen ein Martingal beziiglich (F,,)nen. Die Ungleichung

sup IE(\X”D < IE( sup |Xn|)
neN neN

impliziert, dass jedes L!-dominierte Martingal (i.e. das Martingal ist dominiert durch eine integrierbare
Zufallsvariable) L!-beschriinkt ist.

Tllustrieren Sie anhand des folgenden Beispiels, dass die Umkehrung der Aussage nicht gilt:
Sei @ =Nund P({w}) =1 — %ﬂ fiir w € Q, sowie fiir n € N

Fn=0({1},{2},....{n},NN[n+1,00))

und
X, = Xn(w) = (TL + 1)1[n+1,oo)(w)'

Zeigen Sie, dass (X, )nen ein nicht-negatives Martingal beziiglich (F,)nen ist, welches zwar L!-
beschrankt, aber nicht L'-dominiert ist.

Aufgabe 4. (4 Punkte)

Sei (Yi)ren eine Folge unabhiéngiger Zufallsvariablen mit P({Yk =2k _ 1}) = 27% und P({(Y;c =
—1}) = 1—27% und eine Filtration (F)xen definiert durch F,, :== o(Y,...,Y,) fiir n € N. AuBerdem
sel T erklért durch T := inf{k € N: Y}, # —1}.

a) Zeigen Sie zunéchst, dass T eine (Fy)ren-Stoppzeit ist und dass P({T = oo}) > 0 gilt!

Hinweis: Sie diirfen das Resultat aus Prasenzaufgabe 2 benutzen!

b) Betrachten Sie dann die Folge (X,,)nen definiert durch
Xy = Z(*l)kl{Tzk}Yka
i=1

fiir n € N. Begriinden Sie, dass (X,,)nen beziiglich (F,)nen ein Martingal ist!
c) Beweisen Sie, dass supycy | X«| fast sicher endlich ist, indem Sie die Wahrscheinlichkeit
P({sup | X5 | > 2”})
keN
geeignet abschétzen!

d) Zeigen Sie mit Verweis auf Aufgabenteil a), dass das Martingal (X, ),en dennoch nicht fast sicher
konvergiert!



