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Präsenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Laut Rechenregeln 1.35 gilt für quadratintegrierbare Zufallsvariablen X,Y, Z und α, β ∈ R:

• Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

• Cov(αX + βY, Z) = αCov(X,Z) + βCov(Y,Z)

• Cov(X,αY + βZ) = αCov(X,Y ) + βCov(X,Z).

Zeigen Sie die folgende Abschätzung:∣∣Cov(X,Y )
∣∣ ≤ Var(X)1/2 ·Var(Y )1/2.

Präsenzaufgabe 2. (0 Punkte)

Seien (Ωi,Ai, µi), i = 1, 2, zwei σ-endliche Maßräume und sei die Funktion f : Ω1 × Ω2 → [0,∞]

A1 ⊗A2 − B-messbar.

Was besagt der Satz von Fubini für eine solche Funktion f?

Aufgabe 1. (4 Punkte)

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : Ω→ [0,∞) eine nicht-negative Zufallsvariable.

Zeigen Sie die folgende Äquivalenz:

E(X) <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

P (X ≥ n) <∞.
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Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : Ω → [0,∞) eine nicht-negative Zufallsvariable

mit 0 < E(X2) <∞.

Zeigen Sie die Abschätzung

P (X > 0) ≥
(
E(X)

)2
E(X2)

.

Aufgabe 3. (8 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die folgende Gleichheit gilt:∫ 1

0

(∫ 1

−1
(1 + xy)−1 dx

)
dy = 2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

Hinweis: Benutzen Sie die folgende bekannte Darstellung der geometrischen Reihe:

1

1− t
=

∞∑
ν=0

tν für |t| < 1.

Begründen Sie formal, dass man bei der Berechnung des Ausdrucks die Reihenfolge von
∫

und∑
vertauschen kann!

b) Bestimmen Sie den Wert der Reihe in Aufgabenteil a), indem Sie das Doppelintegral berechnen!

Hinweis: Substituieren Sie

z = z(x) := x+
1

2
y(x2 − 1).

Warum kann hier die Integrationsreihenfolge vertauscht werden? Sie dürfen verwenden, dass

u 7→ 2√
−D

arctan

(
2au+ b√
−D

)
eine Stammfunktion zu

u 7→ 1

au2 + bu+ c

ist, falls D := b2 − 4ac < 0.
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