Fachbereich Mathematik und Informatik Wintersemester 2013/14
Philipps-Universitit Marburg
Prof. Dr. M. Vetter, M. Eulert

Aufgabenblatt 6

zur Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie

(Abgabe der Losungen: bis 5. Dezember 2013, 12:00 Uhr)

Prisenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Der Satz von Scheffé besagt, dass aus der fast sicheren Konvergenz einer Folge von Wahrscheinlich-
keitsdichten bereits die gleichméflige Konvergenz der Verteilungen folgt. Gilt auch die Umkehrung
dieses Satzes?

a) Betrachten Sie die in Aufgabe 4 genannten Wahrscheinlichkeitsdichten (f,)nen und skizzieren
Sie deren Graphen fiir n = 2, 3.

b) Zeigen Sie, dass keine Teilfolge von (fy)nen fast iiberall gegen fy = 1j9 1) konvergiert.

Prisenzaufgabe 2. (0 Punkte)
Fiir Verteilungsfunktionen F' und G auf R definiert man die Lévy-Metrik pr durch
pL(F,G) :=inf{e>0: F(z —¢) — e < G(z) < F(z + €) + ¢ fiir alle z € R}.
a) Machen Sie sich klar, dass es sich bei py, tatséchlich um eine Metrik handelt!

b) Bestimmen Sie pr,(F}, F»), wobei F; und F5 die Verteilungsfunktionen von Bernoulli verteilten
Zufallsvariablen sind mit Parameter p; = 3/4 baw. py = 1/2.



Aufgabe 1. (4 Punkte)

Sei X gleichverteilt auf [0, 1] und X, fiir n € N die diskrete Gleichverteilung auf der Menge

{0,1/n,...,(n—1)/n}.

Zeigen Sie:
a) Fiir die zugehorige Folge von Verteilungsfunktionen (F,)pen gilt:

lim F,(z) = Fyo(zr) fir alle x € R.

n—oo
b) Die entsprechende Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien (i, )nen erfiillt:

lim 41, (Q) # p0(Q).

n—o0

¢) Warum ist b) kein Widerspruch zu a)?

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Zeigen Sie: Sind Fy, F1, Fy, ... Verteilungsfunktionen, so konvergiert (F,),en beziiglich der Lévy-
Metrik p; genau dann gegen Fj, wenn F,, punktweise fiir alle Stetigkeitspunkte von Fj gegen Fj
konvergiert,.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie durch Widerspruch, dass fast sichere Konvergenz
nicht metrisierbar ist, also dass keine Metrik dy auf einer Menge von Zufallsvariablen existiert, so dass
lim,, 00 do (X, X) = 0 genau dann, wenn die Folge von Zufallsvariablen (X, ),cn fast sicher gegen X
konvergiert.



Aufgabe 4. (4 Punkte)

Seien fiir n € N Wahrscheinlichkeitsdichten f,, auf R definiert durch

1+ sin(27nz) falls z € [0, 1]
fa(z) =
0 sonst,
und fo(z) = 1p,1j(x).
Zeigen Sie:

a) Fir die zugehorigen Verteilungsfunktionen gilt:

lim F,(z) = / fo(t)dt fiir alle z € R.
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Bemerkung: Man kann beweisen, dass diese Konvergenz sogar gleichmiiflig (in x) ist.
b) Fiir die zugehsrigen Wahrscheinlichkeitsmafie u,, bzw. pg gilt sogar:

lm p,(B) = po(B) fir alle B € B.

n— oo

Hinweis: Es geniigt in diesem Fall, die Aussage fiir einen durchschnittstabilen Erzeuger von B

zu beweisen.
c¢) Die Konvergenz in b) ist nicht gleichméfig (in B), also

lim inf sup |pn(B) — po(B)| > 0.
n—o0 BeB



