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Aufgabenblatt 7

zur Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie

(Abgabe der Losungen: bis 12. Dezember 2013, 12:00 Uhr)

Prisenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Berechnen Sie die charakteristische Funktion der Gleichverteilung auf dem Intervall [0, s] fiir s > 0.

Prisenzaufgabe 2. (0 Punkte)

Sei F' eine Verteilungsfunktion auf R mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen a;, 1 < i < k, so dass
F eingeschriinkt auf die Intervalle (a;, a;4+1) fiir ¢ € {1,2,...,k — 1} sowie auf (—o0,a1) und (ax, o)
absolut stetig ist.

F definiert ein Lebesgue-Stieltjes-Maff Ap via Ap((a,b]) == F(b) — F(a) fiir b > a.

Zeigen Sie, dass fiir eine stetige Funktion g gilt, dass

k
/ o(z) F(dz) = / g(2) Ap(d) = / 9(2)F' () Adz) + 3 g(as) (Flas) — Flai-)),

i=1

wobei F' die fast iiberall definierte Ableitung von F und A das Lebesgue-Maf} ist!

Aufgabe 1. (4 Punkte)

Seien Y7,Y5, ... unabhéingig identisch verteilte Zufallsvariablen, die gleichverteilt sind auf der Menge
{0,1,...,9}. Wir betrachten die Folge (X, )nen, die fiir n € N erklért ist durch

X, = iyj 1077,
j=1

a) Zeigen Sie, dass (X, )nen fast sicher gegen eine Zufallsvariable X konvergiert!

b) Beweisen Sie, dass X eine auf dem Einheitsintervall gleichverteilte Zufallsvariable ist!

Hinweis: Argumentieren Sie iiber charakteristische Funktionen!



Aufgabe 2. (4 Punkte)

Zeigen Sie am Beispiel der Folge (Z,)nen von Zufallsvariablen, welche fiir n € N erklirt ist durch
Zn ~ N(0,n), dass die Stetigkeitsbedingung in Korollar 5.29 wesentlich ist!

Bemerkung: Zeigen Sie, dass sowohl die Folge der charakteristischen Funktionen konvergiert als auch
die Folge der Verteilungsfunktionen! Was ist das Besondere an den jeweiligen Grenzfunktionen?

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Wir betrachten die Dichte der Standardnormalverteilung

¢(z) = exp(—1?/2)

1
V2T
und die zugehorige charakteristische Funktion

wo(t) = exp(—t?/2).
Nun definieren wir eine Folge von Wahrscheinlichkeitsdichten (f,)nen durch

1 — cos(nx)

ful@) = fi’(@m'

a) Was sind die zugehorigen charakteristischen Funktionen zu (fy,)nen?
Hinweis: Stellen Sie den Kosinusausdruck mithilfe der Eulerschen Identitit dar!
b) Zeigen Sie, dass die in a) gefundenen Funktionen fiir n — oo punktweise gegen (g konvergieren!

c¢) Zeigen Sie weiter, dass die Folge der Wahrscheinlichkeitsdichten (f,,)nen nicht fast iberall gegen
die Funktion ¢ konvergiert!

Aufgabe 4. (4 Punkte)

Sei F,, die Verteilungsfunktion einer auf dem Intervall [0,n] gleichverteilten Zufallsvariable U,, und
sei G die Verteilungsfunktion der degenerierten Zufallsvariable W = 0. Wir definieren fiir n € N die
Verteilungsfunktion G,, auf R durch

n

Go(z) = 2Py () + <1 - i) Go(2).

a) Zeigen Sie, dass G, fiir n — oo punktweise gegen Gy auf allen Stetigkeitspunkten von Gy
konvergiert!

b) Zeigen Sie, dass die Momente von G, fiir n — oo nicht gegen die Momente von G konvergieren!

Hinweis: Die Momente (my)ren einer Verteilungsfunktion F sind gegeben durch

my = /xk Ar(dz).



