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Prisenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Sei (Xnk)f;él """ " ein Dreiecksschema von unabhiingigen, quadratintegrierbaren Zufallsvariablen auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P), so dass alle Zufallsvariablen ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit zentriert sind. Wir definieren S,, = X,;1 + X2+ -+ Xy, und s2 := Var(X,,;) + Var(X,,2) +
-+ + Var(X,,,) fiir n € N. Es sei s2 > 0 fiir alle n € N.

=1,...,

Wir sagen, dass fiir (X,,Lk)f;eN’ " die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes (ZGS) gilt, falls

lim P({S./sn <y}) = &)

n—oo

fir alle y € R gilt, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichne.
Rekapitulieren Sie die folgenden beiden Zentralen Grenzwertsétze (mit ihren Voraussetzungen!):
e Lindeberg-Theorem (Satz 6.1 in Vorlesung),

e Lindeberg—Feller-Theorem (s. etwa: Klenke, 2008, Wahrscheinlichkeitstheorie, Satz 15.43).

Prisenzaufgabe 2. (0 Punkte)

Die Quantilsfunktion einer Verteilungsfunktion F' ist die verallgemeinerte Inverse F~1: (0,1) — R
gegeben durch
F~(p) = inf {z € R: F(z) > p}.

Man kann zeigen, dass F'~! eine linksstetige Funktion ist, deren Wertebereich mit dem Triger von F

(i.e. die kleinste abgeschlossene Menge A C R, deren Komplement eine Ap-Nullmenge ist) {ibereinstimmt,
und die daher oft unbeschrankt ist.

Beweisen Sie: Sei F eine Verteilungsfunktion auf R und F~! ihre Quantilsfunktion. Dann gilt fiir jedes
0<p<1undalle xz € R:
Flp) <o < p< F(a).



Aufgabe 1. (4 Punkte)

Zeigen Sie:

2)

Aus der punktweisen Konvergenz (auf allen Stetigkeitspunkten von F') einer Folge von Ver-
teilungsfunktionen (F,),cn gegen die Verteilungsfunktion F folgt, dass die zugehorige Folge
von Quantilsfunktionen (F,!),cn punktweise (auf allen Stetigkeitspunkten von F~1) gegen die
Quantilsfunktion F~1 der Grenzverteilung konvergiert!

Hinweis: Betrachten Sie F},(Z), wobei Z eine normalverteilte Zufallsvariable ist und begriinden
Sie zunichst, dass F,(Z) schwach konvergiert! Geben Sie mithilfe von Prisenzaufgabe 2 die
Verteilungsfunktion der Grenzverteilung an! An welchen Stellen ist diese insbesondere stetig?

Falls eine Folge von (reellwertigen) Zufallsvariablen (X,,),cn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) schwach konvergiert, so existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (', A’, P') und eine
Folge von Zufallsvariablen (X/ )nen auf €, so dass X, fiir alle n € N die gleiche Verteilung
besitzt wie X,, und so dass (X ),en sogar fast sicher konvergiert.

Hinweis: Verwenden Sie fiir die Konstruktion eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable!

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei Y7, Ys, ... eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen definiert durch

P({Yi=1}) = P({Yi = —1}) =

und fir k > 2

P(Yi=+1)) =1, P({Vi=%k)) = g3, P({vi=0}) =1

Zeigen Sie:

2)
b)

Die Folge (Y;,)nen erfiillt die Lindeberg-Bedingung nicht.

Fiir (Yy)nen gilt nicht die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes.

Hinweis: Sie diirfen das Lindeberg—Feller-Theorem benutzen.



Aufgabe 3. (4 Punkte)

Wir betrachten erneut die Folge (Y;,)nen aus Aufgabe 2 und definieren fiir n € N das Dreiecksschema

(Ynk)ﬁzé;’" mittels Trunkierung als

i {Yk falls |Yy| < v
Ynk =

0  sonst,
sowie S’n = an 4+ Ynn fir n € N.
Zeigen Sie:

a) Das Dreiecksschema (V) " erfiillt die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes.

neN
b) Die summierten Folgen (S, )nen und (S, )nen sind ,dquivalent in dem folgenden Sinn:

lim P({S, # Sa}) = 0.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunéchst, wann , trunkiert® wird!

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Finden Sie eine Folge (Z,,)nen von unabhingigen Zufallsvariablen, so dass

a) fiir (Z,)nen die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes gilt,

b) (Z,)nen aber nicht die Lindeberg-Bedingung erfiillt.

Hinweis: Summen unabhéngiger normalverteilter Zufallsvariablen sind ebenfalls normalverteilt.



