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Prisenzaufgabe 1. (0 Punkte)

Sei f: R — R eine stetige Abbildung und (X,,),en eine Folge von Zufallsvariablen, die in Verteilung
gegen die Zufallsvariable X konvergiert.

Zeigen Sie: Falls die Folge ( f (X”))n N gleichgradig integrierbar ist, so gilt

lim E(f(X,)) =E(f(X)).

n—oo

Hinweis: Argumentieren Sie mithilfe der folgenden Abschitzung:

|E(Y,) —E(Y)| < |E(Ya) —E(Yo Ar)| + [E(Ya Ar) —E(Y Ar)| + |E(Y Ar) —E(Y)

)

wobei r >0, Y, = f(X,) firn € Nund Y := f(X).

Aufgabe 1. (4 Punkte)

Konstruieren Sie eine mind map, in der Sie die folgenden 24 Begriffe sinnvoll durch verbindende Pfeile
und kurze Kommentare miteinander verkniipfen:

1) Borel-Cantelli-Lemma

2) charakteristische Funktion

3) Dreiecksschema

4) fast sichere Konvergenz

5) Feller-Bedingung

6) gleichgradige Integrierbarkeit

7) Kolmogorov-Ungleichung

8) Konvergenz in Verteilung

9) Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

10) £P-Konvergenz



11) Lindeberg-Bedingung

12) Normalverteilung

13) Null-Eins-Gesetz

14) relative Kompaktheit

15) Satz von Cramér-Wold

16) Satz von Prohorov

17) schwache Konvergenz

18) Schwaches Gesetz der grofien Zahlen
19) Starkes Gesetz der groen Zahlen
20) Stetigkeitssatz von Lévy

21) Straftheit

22) terminale o-Algebra

23) Unabhéngigkeit

24) Zentraler Grenzwertsatz

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Betrachten Sie die beiden Folgen (Xn)neN und (X, )nen unabhiingiger Zufallsvariablen, so dass fiir
alle n € N gilt:

P({Ry=51}) = ;1 —n2), P({X,=4n}) = gn
und P({X, = £1}) = 4.
Wir verwenden fiir n € N die Schreibweise

Sp=Xi+Xo+ +Xn, Sp=Xi+Xo+ - +Xp.

a) Zeigen Sie zuniichst, dass (S, /v/7)nen sich asymptotisch wie (S, /v/7)nen verhiilt, also fiir jedes
€ > 0 gilt, dass

Jim P({15, /v = S,/ Vil > €}) =0,

und schlieflen Sie daraus, dass fiir (S, /v/7)nen die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes gilt!

Hinweis: Konstruieren Sie zunéchst aus der Folge (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen, die
die genannten Eigenschaften der Folge (X, )nen erfiillt! Trunkieren Sie anschlieBend die Glieder
der Folge (X, )nen geeignet!

b) Welchen Grenzwert erwarten Sie fiir die jeweilige Folge der zugehdrigen Varianzen von (S, /v/7)nen
und (S, /v/7)nen? Berechnen Sie diese beiden Werte explizit!



Aufgabe 3. (4 Punkte)

Sei (X, )nen eine Folge von unabhingigen, quadratintegrierbaren Zufallsvariablen, die die Aussage
des Zentralen Grenzwertsatzes erfiillt: Wir bezeichnen fiir n € N mit F,, die Verteilungsfunktion von

(Sn — E(Sn))/(Var(S,))"/?, wobei S, = X1 + X + - + X,.

Die Konvergenz F,,(z) — ®(z), € R, fiir n — oo gilt wegen der Stetigkeit von ® sogar gleichméfig
auf R. Das impliziert, dass

1 =1
oo ®(z)
gleichmiBig in x € [a,b], wobei —0o < a < b < 0.
Zeigen Sie am Beispiel von unabhéngigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X, X, ... mit Para-

meter 0 < p < 1, dass nicht fiir beliebige Folgen (an )nen, (bn)nen mit lim, oo —a, = lim, o by = 00
gilt, dass

F,
lim  sup (z) — 1‘ =0.
=00 glan,bn] (13(.73)
Hinweis: Berechnen Sie F,(z) fiir z € R.
Aufgabe 4. (4 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Sei (X,)nen eine Folge von Zufallsvariablen, die in Verteilung gegen eine Zufallsvariable X
konvergiert und limsup,,_, o, E(|X,,|P) < oo fiir ein p > 0 erfiillt. Dann gilt:

lim E(XF) =E(X") fiir alle 0 < k < p.

n—oo
Hinweis: Benutzen Sie Prisenzaufgabe 1.

b) Seien X, (fiir alle n € N) und X Zufallsvariablen, so dass lim,,_, ., E(XE) = E(X?) < oo fiir jedes
p € N. Falls die Verteilung von X eindeutig durch ihre Momente bestimmt ist, so konvergiert
die Folge (X, )nen in Verteilung gegen X.

Hinweis: Begriinden Sie zunichst die Straffheit der Folge (X, )nen! Argumentieren Sie dann
mit a), dass die schwache Grenze jeder Teilfolge von (X,,),en eindeutig festgelegt ist!



