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In dieser Arbeit geht es um den Begriff der bedingten Unabhingigkeit von Zufallsva-
riablen und eine Moglichkeit der Verbindung derselben mit der Graphentheorie.

Die Arbeit gibt einen Uberblick iiber die grundlegenden Begriffe und Eigenschaften
graphischer Modelle; besonderer Wert wird auf die Herleitung zugrunde liegender Aus-
sagen und Anschaulichkeit der Probleme gelegt.

Generell basiert diese Ausarbeitung auf [SS09], wobei viele hinfithrende Aussagen er-
ginzt und vorhandene ausfiihrlicher besprochen werden.

Die Grundidee bei graphischen Modellen ist eine graphische Faktorisierung von Wahr-
scheinlichkeitsmodellen, worauf zum Beispiel auch die Bayes’sche Statistik aufbaut. Im
Endeffekt stellt dies eine Mischung aus Graphen- und Wahrscheinlichkeitstheorie dar
und ist eine mogliche Antwort auf die Frage, wie bestimmte Wahrscheinlichkeitsmodelle
kompakt reprasentiert werden kénnen.

Es hat sich herausgestellt, dass diese Herangehensweise einen sehr natiirlichen Zugang
zum Umgang mit Unsicherheit in vielen Problemfeldern bietet. Die Anwendungen er-
strecken sich iiber viele Gebiete, die a priori nichts mit Mathematik zu tun haben, wie
beispielsweise Mustererkennungen (Bioinformatik), Diagnosen in der Medizin bis hin zu
Hilfeassistenten in Betriebssystemen.

Von besonderem Interesse bei den Verteilungen, die den graphischen Modellen zu-
grunde gelegt werden, sind der diskrete Fall und der Fall, in dem eine Normalverteilung
betrachtet wird.

Diese Fille kommen héufig zur Anwendung und bediirfen daher eines tiefgreifenden
Verstédndnisses, weswegen wir immer wieder darauf zuriickkommen. Praktisch daran ist,
dass die bedingten Unabhéngigkeitsbedingungen in beiden Fillen in dquivalente Bedin-
gungen iibersetzt“ werden konnen: Einerseits in quadratische Polynomgleichungen und
andererseits in eine Bedingung an die Kovarianzmatrix. Diese Bedingungen sind alge-
braischer Natur, wofiir eine eigene Theorie zur Verfiigung steht.

Es existieren noch weitere Zusammenhinge zwischen der Algebra und dem hier be-
handelten Thema, insbesondere in Bezug auf eine mégliche Parametrisierung der Wahr-
scheinlichkeitsmodelle. Hierauf wollen wir in dieser Arbeit aber nicht weiter eingehen,
da eine fundierte Einfilhrung den Rahmen sprengen wiirde und verweisen daher nur auf
Kapitel 3.3 aus [SS09].
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Kapitel 1 beschiftigt sich mit — flir unsere Zwecke — niitzlichen Elementen der linearen
Algebra, der Stochastik und der Graphentheorie. Unser Hauptaugenmerk liegt hierbei
im Schaffen einer Basis, mit der spétere Fragen fundiert beantwortet werden kénnen.

Einen Teil davon widmen wir der Betrachtung des Schur-Komplements einer Matrix,
welches uns bei normalverteilten Zufallsvektoren — erstmals bei bedingter Normalvertei-
lung, spéter erneut — begegnen wird.

In [SS09] werden die benttigten Aussagen iiber das Schur-Komplement als bekannt vor-
ausgesetzt, da dieses Thema aber von besonderem Interesse ist, werden wir sie detailliert
beweisen. Vor allem geht es dabei um die Bestimmung des Rangs und der Determinante
einer (gegebenenfalls quadratischen) Matrix mithilfe des Schur-Komplements. Die Be-
rechnung der Determinante folgt unmittelbar aus der Herleitung des Schur-Komplements,
wohingegen die Berechnung des Rangs mehr Theorie erfordert. Die Uberlegungen fiihren
auf die ,Rank Additivity Formula®“, welche den Rang der betrachteten Matrix in zwei
Summanden aufteilt: Den Rang des Schur-Komplements und den Rang einer gewissen
Untermatrix.

Nach einem Blick auf die Adjunkte einer Matrix, von der nur kurz eine Verbindung
zu der Inversen hergestellt werden soll, wenden wir uns ausgewéhlten Elementen der
Stochastik zu. Wir wiederholen dort die Definition eines normalverteilten Zufallsvektors
und was wir unter stochastischer Unabhéngigkeit sowie bedingten Verteilungen verstehen.

Weiter wird ein Ausblick auf den Zusammenhang zwischen bedingter Unabhéngigkeit
und Polynomgleichungen gegeben, indem fiir diskret verteilte Zufallsvektoren ein alge-
braisches Kriterium fiir stochastische Unabhéngigkeit bewiesen wird. Wie sich herausstel-
len wird, bilden die oben erwidhnten Polynomgleichungen fiir bedingte Unabhingigkeit
eine Erweiterung der hier betrachteten Gleichungen.

Der néchste Teil der Vorbetrachtungen behandelt die Graphentheorie, wo sowohl un-
gerichtete als auch gerichtete Graphen eingefiihrt werden.

Von besonderem Interesse sind hierbei Zusammenhangseigenschaften der Graphen, wel-
che wir mit den bedingten Unabhéngigkeitsbedingungen der korrespondierenden Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen verkniipfen.

Diese sind im ungerichteten Fall anschaulich zu handhaben, in gerichteten Graphen
aber weitaus komplizierter. Daher verwenden wir einen grofsen Teil auf die Einfithrung
der d-Separation in gerichteten Graphen, insbesondere wie diese Eigenschaft ,abgele-
sen“ werden kann. Unser Ziel ist dabei, eine Verbindung zu den leichteren Zusammen-
hangseigenschaften in ungerichteten Graphen herzustellen. Die Uberlegungen dazu gip-
feln im Beweis von ,Pearl’s Separation Criterion, welches wir im Hauptteil mafgeblich
nutzen werden.

Der Hauptteil der Arbeit startet mit einer allgemeinen Einfiithrung der bedingten Un-
abhingigkeit und der Herleitung erster Eigenschaften derselben, den Graphoid-Axiomen.
Hier werden wir die algebraischen Bedingungen fiir bedingte Unabhéngigkeit an normal-
und diskret verteilte Zufallsvektoren ausfiihrlich beweisen.
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Im Abschnitt {iber graphische Modelle werden wir unsere Uberlegungen dann aus-
schlieklich auf den Graphoid-Axiomen aufbauen.

Zunichst werden wir dabei ungerichtete graphische Modelle, die Markov-Felder, ge-
nauer verstehen. Die Hauptaussage in diesem Teil wird die Aquivalenz zwischen den
ungerichteten, paarweisen und den ungerichteten, globalen Markov-Eigenschaften sein.

Wir kommen danach zu einer intensiveren Betrachtung der gerichteten graphischen
Modelle, den Bayes’schen Netzen. Hier werden wir die d-Separation nutzen, um mehr
Informationen aus einem gerichteten Graphen ablesen zu kénnen. Dazu besprechen wir
ein ausfiihrliches Beispiel, welches die Intuition hinter der Verbindung der d-Separation
mit bedingter Unabhéngigkeit erklaren soll.

Die zweite Hauptaussage dieses Teils der Arbeit wird die Aquivalenz der gerichteten,
lokalen und der gerichteten, globalen Markov-Eigenschaft eines Graphen darstellen. Diese
Bezichung ist meiner Meinung nach erstaunlich, da die genannten Eigenschaften auf den
ersten Blick wenig gemeinsam haben.

Als Abschluss des Kapitels und dieser Arbeit gehen wir kurz auf eine spezifische Ei-
genschaft gerichteter Graphen ein: Die Markov-Aquivalenz behandelt die Frage, ob zwei
gerichtete Graphen die gleichen Markov-Eigenschaften besitzen kénnen.



Kapitel 1.
Vorbetrachtungen

In diesem Kapitel wollen wir einige Definitionen, Lemmata und S&tze vorwegnehmen,
um spitere Beweise kiirzer gestalten zu kénnen. Notationen, die hier eingefiithrt werden,
werden wir im kompletten Text weiter nutzen.

Wir beginnen mit Ergebnissen der linearen Algebra in Abschnitt 1.1, welche uns in
den nachfolgenden Abschnitten beim Arbeiten mit Varianz-Matrizen helfen werden.

Daraufhin wenden wir uns der Stochastik zu: In Abschnitt 1.2 wiederholen wir einige
Aussagen und Definitionen der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie. Hier gehen wir
besonders auf normalverteilte Zufallsvektoren und die Unabhéngigkeit von Zufallsvaria-
blen ein.

Als letzten Teil der Vorbetrachtungen geben wir in Abschnitt 1.3 einen Uberblick
iiber Graphentheorie, eingeteilt in ungerichtete und gerichtete Graphen(Abschnitt 1.3.1
beziehungsweise Abschnitt 1.3.2).

1.1. Das Schur-Komplement und die Adjunkte einer Matrix

Das Schur-Komplement und die Adjunkte zu einer gegebenen Matrix sind Ergebnisse der
linearen Algebra; diese befasst sich insbesondere mit der Theorie der Vektorrdume und
linearen Abbildungen zwischen diesen. Wir machen uns hier die Ergebnisse im Hinblick
auf die Theorie der Matrizen zunutze.

Dazu bezeichne in der gesamten Arbeit M, (R) die n x n-Matrizen mit Eintrégen in
R, also M, (R) := R™" und GL,(R) C M, (R) die invertierbaren Matrizen in M, (R).

Einige der folgenden Aussagen sind auf Grundlage von [NN11] entstanden; da dort
eine strengere Definition des Schur-Komplements genutzt wird, mussten die Aussagen
verallgemeinert und die Beweise geringfiigig angepasst werden.

Betrachten wir nun eine nicht notwendigerweise quadratische Matrix M, die sich wie

folgt partitionieren l&sst:
A B
v=(e )

mit A € RP** D e R B e RP*! und C € R™** p, k,q,1 € N.
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Fir spatere Fragestellungen wird es hilfreich sein, Aussagen iiber die Determinante —
falls M quadratisch ist — und den Rang einer solchen Matrix zu treffen. Wir bendtigen
dazu allerdings eine Diagonalgestalt von M und nehmen daher eine Faktorisierung der
Matrix vor:

Ist D invertierbar (insbesondere [ = ¢), so konnen wir M schreiben als

_(E, BDY [A-BD'C 0\/[ E 0\ _
w3 ) (e e

Falls A invertierbar ist (insbesondere k = p), konnen wir analog diese Faktorisierung

vornehmen:
([ E, 0) (A 0 E, A'B
M= (CA—1 Eq) <0 D — CA—lB> (0 E, > ' (12)

Das gibt Anlass zu folgender

Definition 1.1.1. Gegeben sei eine Matrix M € R"™*" die sich wie oben partitionieren
lasst (m,n entsprechend gewéhlt).
Ist I = g und D invertierbar, so ist das Schur-Komplement von D in M die p x k-Matrix

M|D=A-BD™'C.
Wenn k£ = p gilt und A invertierbar ist, heiftt die ¢ x I-Matrix
M|A=D—-CA™'B
das Schur-Komplement von A in M.

Die nachfolgenden Ausfithrungen iiber das Schur-Komplement beziehen sich jeweils auf
M| A und M|D, falls A~ beziehungsweise D~! existiert.

Auferdem sind die Dimensionen von Vektorrdumen, soweit nicht anders angegeben,
iiber R zu betrachten.

Die in (1.1) und (1.2) vorgestellte Faktorisierung ist die sogenannte AITKEN-Block-
Diagonalisierung; aus dieser ergibt sich:

Folgerung 1.1.2. Sei M quadratisch und partitioniert wie oben.
Dann gilt
det(M) = det (M|D) det(D) = det(A) det (M]A).

Beweis.  Ausnutzen der Multiplikativitit der Determinante und Anwendung des Kist-
chensatzes (siehe Anhang) in der AITKEN-Block-Diagonalisierung liefert das Ergebnis. [
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Aus dieser Gleichheit schlieken wir, dass das Schur-Komplement einer quadratischen
Matrix genau dann invertierbar ist, wenn M und D oder M und A invertierbar sind.

Neben der Determinante wollen wir noch etwas tiber den Rang der Matrix M aussagen,
unser Ziel ist folgendes Lemma, manchmal bezeichnet als ,Rank Additivity Formula®.

Lemma 1.1.3. Fir M partitioniert wie oben, nicht notwendigerweise quadratisch, ist

rank(M) = q + rank(M|D) = p 4 rank(M|A).

Dazu beachten wir die Tatsache, dass wir eine Matrix M € R™*™ als lineare Abbildung
far i R™ - R™ far(x) = Mz betrachten kénnen.

In diesem Zusammenhang kann der Rang einer Matrix als Dimension des Bildes der
zugehorigen linearen Abbildung aufgefasst werden, also

rank(M) = dim(bild(fas)).

Eine invertierbare Matrix hat dann nach dem Dimensionssatz (siche Anhang) vollen
Rang.

Sind M € R™" N € R"™™ " so gilt, wie leicht einzusehen ist, fiir deren zugehorige
lineare Abbildungen fyn = far o fv und die Beziehung bild(fan) = bild(fas|bia(fy))-

Damit kénnen wir eine der Sylvester’schen Ungleichungen beweisen:

Lemma 1.1.4. Fir zwei Matrizen M € R™*" N € R™*" gilt

rank(M N) < min(rank(M), rank(N)).

Sind insbesondere G € GL,(R) und G' € GL,,,(R) invertierbar, so ist

rank(MG) = rank(G' M) = rank(M). (1.3)

Beweis.  Es ist offensichtlich bild(fasn) C bild(far), also rank(MN) < rank(M). Wenn
wir die Dimensionsformel auf fas|piia(s,) anwenden, so folgt nach Umstellen

dim (bild(fas[pitac py))) = dim(bild(fx)) — dim(ker(far|piacpa)))
< dim(bild(fx))
= rank(NV).

Wie oben bemerkt, ist aber dim(bild(fas|viia(fy))) = dim(bild(farn)) = rank(MN), also
rank(MN) < rank(N).
Zusammenfassen der beiden Ungleichungen beweist die Behauptung.

Sei G nun invertierbar. Wir wissen, dass rank(M) < min(m,n) gelten muss (wegen der
Gleichheit von Zeilen- und Spaltenrang); das werden wir nun zusitzlich ausnutzen, denn
damit und der eben bewiesenen Aussage folgt:
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rank(MG) < min(rank(M), n)
= rank(M)
=rank (MG)G™)
< min(rank(MG),n)

= rank(MG),

in dem Fall gilt also Gleichheit.
Die andere Gleichheit folgt analog. O

Jetzt haben wir das Werkzeug um Lemma 1.1.3 zu beweisen:

Beweis von Lemma 1.1.3.  Sei M = Q'TQ mit Q',T,Q wie in der Faktorisierung (1.1) auf
Seite 7 angegeben. Der Beweis fiir Faktorisierung (1.2) funktioniert analog.

Q' und @ sind invertierbar, da det(Q’) = det(Q) = 1 nach Anwendung des Késtchensatzes
gilt.

Dann ist mit zweimaliger Anwendung des vorigen Lemmas

rank(M) = rank((Q'T)Q) = rank(Q'T) = rank(T).

Da T neben den quadratischen Matrizen auf der Hauptdiagonalen nur Nullen als Eintrége
besitzt, ist rank(T') = rank(M|D) + rank(D), beziehungsweise in der anderen Faktorisierung
rank(7T") = rank(M|A) + rank(A), was insgesamt die Behauptung zeigt. O

Wir wissen mittlerweile, wie das Schur-Komplement mit der Invertierbarkeit einer Ma-
trix zusammenhéngt. Es stellt sich die Frage, ob die Inverse einer Matrix mit Hilfe des
Schur-Komplements angegeben werden kann. Wir kommen auf nachstehendes Ergebnis.

Lemma 1.1.5. Sei M invertierbar und partitioniert wie oben, dann ist

_ AV ATIB(MA)TICATY —ATIB(My)T!
M 1 = ( _(MA)—ch?A—l (MA)—IA )
_ (Mp)~! —(Mp)~'BD!
N <D—1C(MD)—1 D1 +D—1C(MD)—1BD—1> ’

Hierbei seien Mp := M|D und M4 := M|A.

Beweis.
Mit der AITKEN-Block-Diagonalisierung (1.2) folgt

w0 B (e 26 G )
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E, A'B\"'(A 0\ [ E, 0\ "
0 B 0 My cA-'!  E,

E, —A"!B\ (A~ 0 E, 0
0 E; 0 (MA)fl —CA™! Eq
A7l —ATIB(My)7! E, 0

0 (My)~ —CA™'  E,

AL ATIB(MA) I CATY — AT B(My)!
—(]\/IA)_ch_l (Z\/IA)_l

Die zweite Identitét folgt analog aus der anderen Diagonalisierung (1.1). O

Das soll unsere Einfiihrungen beziiglich des Schur-Komplements beenden.

Kommen wir jetzt noch zu der sogenannten adjunkten oder komplementdren Matriz
einer Matrix G. Die Adjunkte von G existiert nur, wenn G quadratisch ist; sie beinhaltet
die sogenannten Kofaktoren von G.

Mithilfe der Adjunkten ldsst sich das Inverse einer invertierbaren Matrix berechnen,
worauf wir auch letztendlich hinaus wollen.

Definition 1.1.6. Sei G € M, (R). Definiere G;; € M,_1(R) fir 4,5 € {1,...,n} als
die Matrix, die aus G durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Darauf
aufbauend seien o

gij = (=1)"" det(Gjq).
die Kofaktoren von G.

_ Die komplementdre oder adjunkte Matriz oder einfach Adjunkte von G ist die Matrix
G:= (gzj)?:’]n:l

Die Adjunkte zu einer gegebenen Matrix fasst also die (vozeichenbehafteten) Minoren
der Matrix zusammen; sie wird manchmal auch mit adj(G) bezeichnet.

Wir vereinbaren hier noch Folgendes:

Falls wir auf einzelne Eintrége einer Matrix verweisen wollen, werden wir Kleinbuchsta-
ben benutzen, um nicht fiir zwei verschiedene Dinge die gleiche Schreibweise zu nutzen.
Genauer, ist M € R™*" eine Matrix, so bezeichnet m;; den Eintrag von M in der i-ten
Zeile und j-ten Spalte; M;; nutzen wir als die Matrix, die durch das eben beschriebene
Streichen von Zeile ¢ und Spalte j entsteht.

Befinden wir uns in der Situation, in der Teilmengen A C {1,...,m} und
B C {1,...,n} gegeben sind, wollen wir mit M, p die Matrix

Ma B := (Mij)icA,jcB

10
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bezeichnen. In Worten ist M4 p die Matrix, die die Zeilen und Spalten enthélt, die von
A und B indiziert werden.

Betrachten wir wieder die adjunkte Matrix einer Matrix G. Die Struktur der Spalten

von G lisst einen Zusammenhang zwischen ihr und der Determinante von G vermuten;
tatsédchlich gilt

Lemma 1.1.7. Fir eine Matriz G € M, (R) gilt

GG = det(G)E,.

Wenn G invertierbar ist, ergibt sich insbesondere die Inverse von G als

1 -
-1 _
 det(G) ¢

Beweis.  Fiir 4,5 € {1,...,n} muss Y ;_, Gikgr; = det(G)d;; gelten (&;; bezeichnet das
Kronecker-Delta').

FallT) i=j

n

D Gimgr = (=1 det(Gri)gri = det(G)
k=1

k=1

nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz.

Fall IT) ¢ # 5
Sei H die Matrix, die aus G durch Ersetzen der i-ten durch die j-te Spalte entsteht.
Da die Determinante alternierend ist, gilt

0=det(H) =Y hgi(—1)""" det(Hy,)
k=1
= gkj(—1)"" det(Gri)
k=1
= Gikgrs»
k=1

was die Behauptung zeigt, wobei die letzte Gleichheit aus der Definition der Kofaktoren
folgt. O

15, — 1 fallsi=3j
7710 fallsi#j

11
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1.2. Elemente der Stochastik

Die Stochastik beschéftigt sich mit der Beschreibung und Analyse von Zufallsprozessen.
Sie stellt die Methoden bereit, die bendtigt werden, um vom Zufall beeinflusste Vorgénge
und Zusammenhénge vertieft zu verstehen. Wichtige Anwendungen finden sich beispiels-
weise in der Wirtschaft bei der Berechnung von Optionspreisen und der Medizin beim
Test neuer Medikamente.

Zu den bekanntesten Problemen der Stochastik zdhlen das ,Ziegenproblem® und das
,Teilungsproblem®, welches oft als Ursprung der Theorie angefiithrt wird.

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz auf die Definition eines normalverteilten Zu-
fallsvektors eingehen und einige grundlegende Aussagen aus der elementaren Stochastik
angeben. Aufterdem legen wir wieder Notationen fiir spatere Nutzung fest.

Es seien stets n € N, X = (X3,...,X,,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Werten
in X = [[’_; &, wobei die (&;, ;) messbare Réume sind (jede Zufallsvariable X; nimmt
also Werte in A; an; die ¥; sind o-Algebren).

Zur Verkiirzung der Schreibweise definieren wir [n] := {1,...,n} und fiir jedes A C [n]
den Vektor X4 als den von A € [n] indizierten Teilvektor von X — also X4 := (X4 )acA-

Weiter sei f(z) = f(z1,...,2,) : X — [0,00) die Dichtefunktion von X bezogen
auf ein Produktmaf v auf X. Dabei ist ein Produktmaf ein Mak (vq,...,v,) = v :
As (X1 % ... x 3y) = [0, 00], das fiir alle messbaren S} x ... x S,, € X die Gleichheit

I/(Sl X ... X Sn) = V1(S1) I/n(Sn)

erfiillt (A, (31 x...x3%,) ist die kleinste o-Algebra, die 31 x...x %, enthilt). Ein solches
Produktmafk existiert nach der Mafs- und Integrationstheorie fiir messbare Rdume immer
und ist sogar eindeutig bestimmt (siehe |Agrl2]).

Zusétzlich fordern wir die Stetigkeit von f auf &

Beispiel 1.2.1. 1. Sei X = R"”, dann ist die geforderte Stetigkeit die aus der Analysis
bekannte Stetigkeit und v = py das Lebesgue-Mak.

2. Ist X endlich, ist die Stetigkeitsbedingung immer erfiillt (da jede Funktion in einem
isolierten Punkt stetig ist).

(Mit diesen beiden Fallen werden wir uns auch im Hauptteil intensiv beschéftigen.)

Wie gewohnt werden wir mit f4 die marginale Dichte von X 4 bezeichnen; diese ist fiir
T4 € X4 Uber

fa(za) :=/ f (A, ppa) dvpap a (T a)
A4

12
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definiert (nach Umsortieren). Fiir [n]\ A = {i1,...,ik} , kK < n, lasst sich mit Anwendung
des Produktmalkes und nach dem Satz von Fubini der Ausdruck umformen zu

/Xik /2(71 @y, an)dv, (i) - dvg (@iy,).

Ebenfalls wie gewohnt sei fiir disjunkte A, B C [n] die bedingte Dichte von X 4 gegeben
Xp mit fqp bezeichnet, nach Definition also

Beachte, dass f4|p offensichtlich nur fiir x4 € Xa, zp € Xp mit fp(rp) > 0 wohldefi-
niert ist.

Des Weiteren: Sind Xy, ..., X, Zufallsvariablen mit Werten in [ri],...,[ry], ; € N,
und P als gemeinsame Verteilung, definieren wir p;, ;. = P(X1 = i1,..., Xy = in),
wobei i; € [r;]. In diesem Fall ist die marginale Dichte von X7, ..., Xp_1, Xpy1,..., Xp,

k € [n], eine endliche Summe. Wir definieren

Tk
Diy,ig—1, kg1 in 2 E Piy,ig—1,0 k4150
=1

Sei wieder A C [n], [n] \ A = {i1,...,ix} fir ein k < n. Die marginale Verteilung von
X 4 notieren wir mit

Til nk

Poat =PXa=mza)=> > P(Xa=24Xi =j1,..., Xi, =)
=1 gp=1

fir x4 € [[;calri]- Diese Schreibweise deutet demnach an, dass iiber alle Indizes, die
nicht in A enthalten sind, summiert wird.

Hier halten wir ein kurzes Ergebnis {iber Unabhéngigkeit von diskreten Zufallsvariablen
fest, welches wir im weiteren Verlauf noch verallgemeinern werden. Als Schreibweise fiir
Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen nutzen wir ,,IL“.

Proposition 1.2.2. Seien X, Y Zufallsvariablen mit Werten in [r] bzw. [c] fir r,c € N.
Definiere p;j := P(X =14, Y = j) fir allei € [r], j € [c].

Dann sind X und 'Y genau dann unabhdngig, wenn die Matriz

M = (pij)T,C 1 € RTXC

ihj:

den Rang 1 hat.

13
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Beweis. =
Seien X und Y unabhingig. Nach Definition der Unabhangigkeit ist fiir alle ¢ € [r], j € [¢]
P(X =i, Y =j)=P(X =i)P(Y =j). Die Matrix P lésst sich also schreiben als

solche Matrizen haben immer Rang 1 (eine kurze Begriindung dazu befindet sich im An-
hang).

,7<:“:

Gelte rank(M) = 1, dann ist M = a’'b fiir zwei Zeilenvektoren a € R", b € R°. Da M
nur positive Eintrage besitzt, konnen 0.B.d.A. a und b ebenfalls mit nur positiven Eintrigen
gewihlt werden. Seien a4, by die Summe der Eintrége in a beziehungsweise b.

Es gilt P(X =1i) = a;by, P(Y = j) = a4b;, was sich aus der Matrix ablesen ldsst, und
ayby =11 >, axb; nach dem allgemeinen Distributivgesetz und >, _; >/ agb; =1
nach der Definition von M.

Dann aber ist P(X =4,Y = j) = m;; = a;b; = (a;b4)(asb;) = P(X =i)P(Y = j), also
sind X und Y unabhéngig. O

Die Aussage ist dquivalent dazu, dass alle 2-Minoren der Matrix M Determinante 0
haben, was uns zu einer algebraischen Bedingung (in Form von Polynomgleichungen) fiir
Unabhéngigkeit fiihrt:

X, Y unabhéingig & My Mg o — My o Mgy = 0

fiir alle il,ig S [T],jl,jg S [C] mat 11 7é ig,jl 7& jg.

Eine in der Stochastik grundlegende Definition ist die eines normalverteilten Zufalls-
vektors. Die Normalverteilung spielt unter anderem eine grofe Rolle fiir den zentralen
Grenzwertsatz. Die Normalverteilung wird bei uns im Weiteren ebenfalls besondere Auf-
merksamkeit erhalten, dazu die folgende

Definition 1.2.3. Seien p € R", ¥ € M, (R) symmetrisch und positiv definit. Ein R"-
wertiger Zufallsvektor X heift normalverteilt mit den Parametern ¥ und p, wenn die
Funktion f:R"™ — R,

—;ex —1:1:— Ty Yz —
) = g e (3 - WS e =)

die zugehdrige Dichte ist.

Fiir einen normalverteilten Zufallsvektor X schreiben wir wie iiblich X ~ A (u, X).

Wie der Titel der Arbeit nahelegt, werden wir meist mit bedingten Verteilungen ar-
beiten. Im néichsten Satz sehen wir auch direkt ein Beispiel fiir die Anwendung des
besprochenen Schur-Komplements.
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Satz 1.2.4. Seien Y ~ N (p1,%1), Z ~ N (u2,32) und
_ (Y 1 )} Y12\ _.
2= (5) (o) (e 20))=¥em

mit pp € R, g € R, 8, € R™". 3 € RM=r)x(n=7) 4nd Yy € Rrx(n—r)

Dann 1st
(Y1Z = 2) ~ N (py|z=2,Z|Z2) ,

wobei py|z—, = p1 + L1255 ' (2 — pa).

Der Beweis ist aus [Holl1] entnommen, wobei unsere bisherigen Ergebnisse und Nota-

tionen genutzt werden.
Beweis. Nach Definition der bedingten Unabhiingigkeit ist mit z = (y7, 21)T
1 1 _
oyl = YA P sl T e )
Y|Zz\Y|Z) = -
| L oxp (—3(2 — p2)7%5 ' (2 — )

v/ det o (2m)n—"

exp (—5((z = W) Mo — ) — (2 = )55 (2 — ).

o det
deettZQ (2m)"

Uber das Schur-Komplement kénnen wir £~! berechnen, da ¥ positiv definit und somit

invertierbar ist. Es bezeichne Y| das Schur-Komplement von X5 in X.
Mit Folgerung 1.1.2 ist dann det(X) = det(X2) det(X]2) und mit Lemma 1.1.5 gilt

»t = 12|271 1 1 _§|51212E;11 1 -
=351 (Z12) 2l Sy 5 (B12) R B Ey

Betrachten wir den Ausdruck in dem Exponenten der exp-Funktion, gilt aufgrund dieser

Gleichheit
1 _ _
(=5 == = ) = = )75 ) )
T _ _ _
_ (y—ﬂl) < 2|21 _2|21212E21 ) (y—Ml)
z = i SN E)TEt S SN (E) T e )\ — e

— (2= n2) "5 (2 — p2),
was nach Ausmultiplizieren den Ausdruck

()= (=) = Y = m) = (2= 12) 551 (Z02) TSy — )
—(y =) B T eBy (2 = p2) + (2 = p2) T (B B (B02) TS5, ) (2 — p2)

— (2= p2)"E5 (2 — p2)
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ergibt; zweimaliges Anwenden des Distributivgesetztes liefert uns dann letztendlich

== ) S5y — 1 — 12355 (2 — p2))
— (2= p2) 2 (Z12) T2l ((y — 1) — B1235 ' (2 — )
=(y— 1 — 1255 (2 = p2)) Sl (y — 1 — T1255 (2 — )

= (¢ — py|z=2)" B3 (@ — py|z=2)-

Einsetzen der beiden Terme liefert die Behauptung. O

1.3. Graphentheorie

Nachfolgend sind einige grundlegende Definitionen aus der Graphentheorie aufgefiihrt,
die wir in Kapitel 2.2 brauchen werden.

Allgemein beschéftigt sich die Graphentheorie mit der Darstellung und Untersuchung
von Graphen (grob gesagt einer Struktur aus Knoten und Verbindungen zwischen diesen)
und deren Beziehungen zueinander; eine wichtige Anwendung findet sich beispielsweise
in der Informatik und der Netzwerktheorie.

Bekannte graphentheoretische Probleme sind zum Beispiel das des ,/Traveling Sales-
man“ - ein Handlungsreisender sucht eine moglichst optimale Route durch gewisse Punk-
te (Stadte) — und das ,Konigsberger Briickenproblem® — gibt es eine Route oder gar einen
Rundweg, so dass eine Person jede Briicke iiber den Pregel in Konigsberg genau einmal
nutzt?

Wir werden Graphen zur Darstellung von Abhéngigkeiten zwischen Zufallsvariablen
heranziehen und die teilweise sehr anschaulichen Beweistechniken dieser Theorie nutzen.
Sehr hilfreich ist hierbei die Tatsache, dass die von uns behandelten Graphen immer als
Bild bestehend aus Punkten und Verbindungslinien zwischen diesen dargestellt werden
kénnen.

,Unsere” Graphen kdnnen in gerichtete und ungerichtete Graphen eingeteilt werden;
den beiden Typen widmen wir jeweils einen kurzen Abschnitt?.

2 Allgemein gibt es neben den gerichteten und ungerichteten Graphen noch mehr Typen von Graphen,
mit denen wir uns nicht weiter beschéftigen wollen.

16



Kapitel 1. Vorbetrachtungen

1.3.1. Ungerichtete Graphen

Definition 1.3.1. Ein einfacher ungerichteter Graph G ist ein Paar (V, E) mit einer
beliebigen Menge V', genannt Knotenmenge, und einer Kantenmenge E mit

Ec {{i,j}i,j € V}.

Sei S C V. Der Graph Gg := (S, Eg), mit Eg := {{i,j} € Eli,j € S} heikt von S
induzierter Teil- oder Subgraph.

Eine Kante in einem ungerichteten Graphen heilst Schleife, falls i = j.

Per Definition sind die Kanten demnach im Fall einer Schleife ein-, sonst zweielementige
Mengen.

Die Kantenmenge kann auch als Teilmenge der direkten Summe V' x V betrachtet
werden — dann muss fiir jede Kante (i,7) € E auch (j,i) € E gelten. Im néchsten
Abschnitt werden wir Tupel der Form (i,5) € V x V gerichtete Kanten nennen. Dabei
ist zu beachten, dass eine ungerichtete Kante in der Darstellung eines Graphen meist
ohne Pfeilspitzen angegeben wird, was aber bei gerichteten Kanten — siche Beispiel 1.3.9
— eigentlich der Fall ist. Nach dieser Richtlinie wire eine ungerichtete Kante dann ein
Doppelpfeil; diese Notation wird allerdings selten genutzt, aufier bei gemischten Graphen,
in denen sowohl gerichtete als auch ungerichtete Kanten erlaubt sind.

Der induzierte Teilgraph entsteht aus einem Graphen durch Reduktion auf die Knoten
in § C V und weglassen der Kanten, die nicht beide Endpunkte in S haben.

Dazu zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 1.3.2. Folgende Abbildungen sind Darstellungen von ungerichteten Graphen:

a) b) c)

©e OO0 @{2%@
@ ofc!

Dabei kann, wie leicht zu sehen ist, der Graph in b) als Teilgraph von dem in ¢) mit
S ={1,2,3} betrachtet werden.

In ungerichteten Graphen besteht die Moglichkeit, mehrere Kanten zwischen densel-
ben Knoten zuzulassen und Kanten mit einem Gewicht zu versehen. Wir wollen spéter
ungerichtete, ungewichtete Graphen mit endlich vielen Knoten ohne Schleifen und ohne
Mehrfachkanten betrachten, daher wird darauf hier nicht ndher eingegangen.

Bis zum Ende dieses Abschnitts sei G = (V, E) stets ein ungerichteter Graph.
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Definition 1.3.3. Zwei Knoten ¢,j € V heifen adjazent oder benachbart, in Zeichen
i ~ 7, wenn sie durch eine Kante verbunden sind, also {i,j} € E.

Ein ungerichteter Pfad vom Knoten ¢ zum Knoten j ist eine endliche, nicht-leere Folge
™= {i,ig,...,ik_l,j} C V von Knoten mit ¢ =141 ~ig ~ ... ~ i = J.

Die Knoten ¢ und j heiffen Endknoten vom Pfad w, die Knoten 1i9,...,4;_1 heilen
Zwischenpunkte von m und |m| := k heifst Linge des Pfades.

Aufbauend auf dem Pfadbegriff definieren wir noch die nachfolgenden Begriffe, die
unter anderem die Notation erleichtern.

Definition 1.3.4. Sei m = {i,i2,...,ix-1,7} C V ein ungerichteter Pfad.
Mit 771 == (§,ik_1,...,i2,7) bezeichnen wir den zu 7 inversen Pfad.

Der Pfad (i, tm) = (i1, 841, - - -y im—1,1m) fir 1 <1 < m < k heit Teilpfad von =
zwischen i; und i,,.

Der Pfad 7w heiltt minimal, wenn kein anderer Pfad zwischen ¢ und j existiert, der
weniger Knoten enthilt, also kiirzer ist.

In obigem Beispiel gibt es in Fall a) offensichtlich keinen Pfad vom Knoten 1 zum
Knoten 2. Das Beispiel verallgemeinern wir und gelangen zu einem intuitiven graphen-
theoretischen Zusammenhangsbegrift:

Definition 1.3.5. G heifst zusammenhdngend, falls fiir je zwei Knoten i, j € V ein Pfad
von ¢ nach j existiert. Ist dies nicht der Fall, heifst der Graph nicht-zusammenhdngend.

Im weiteren Verlauf der Arbeit brauchen wir einen Trennungsbegriff in Bezug auf
Teilmengen der Kanten flir Graphen. Dieser kann im ungerichteten Fall auf dem Zusam-
menhang aufgebaut werden — im gerichteten Fall werden wir mehr Hilfsmittel brauchen.

Definition 1.3.6. Seien A, B,C C V paarweise disjunkt, A, B # ().

Falls der Graph Gy ¢ nicht-zusammenhéingend ist, so heiken die Mengen A und B
getrennt durch C.

Mit anderen Worten: Enthilt jeder Pfad von einem Knoten ¢ € A zu einem Knoten
j € B einen Knoten der Menge C', so trennt C die Menge A von der Menge B.
Im vorigen Beispiel sind die Graphen in b) und ¢) zusammenhéingend, der in a) nicht.

Als Abschluss der ungerichteten Graphen beweisen wir noch ein eher technisches Lem-
ma. Die Notwendigkeit dieser Aussage ist nicht sofort ersichtlich, wird aber im Hauptteil
unbedingt ben6tigt. Thematisch passt es hier gut in den Kontext und wir sehen eine erste
Anwendung des Trennungsbegriffs.
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Lemma 1.3.7. Seien A, B,C C V paarweise disjunkt, A,B # () und C trenne die
Mengen A und B. Weiter existiere von jedem Knoten v € V\(AUBUC) ein ungerichteter
Pfad zu einemue AUBUC.

Dann ezistieren Mengen A* O A und B* D B, die von C getrennt werden und A* U
B*UC =V erfiillen.

Beweis. Wegen der Existenz eines ungerichteten Pfades von v € V' zu einem u € AUBUC
und der Trennungseigenschaft von C, kann die globale Struktur von G wie in Abbildung 1.1
schematisch dargestellt werden.

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung von G im Fall von Lemma 1.3.7

Wie in Abbildung 1.1 angedeutet, wollen wir die Knoten, die nicht in AU BUC enthalten
sind, in die drei Mengen Vi, V5, V3 aufteilen. Vi und V3 werden zum Schluss zu A und V5 zu
B hinzugefiigt.

Dazu unterscheiden wir zwei Félle fiir v € V' \ (AU B U C), von denen mindestens einer
eintreten muss:

Fall I) Es existiert ein ungerichteter Pfad i, = {v,v2,...v5_1,w} zu einem Knoten
w € AU B, wobei v; ¢ C fir alle i € {2,...k — 1}.

Fall IT) Es existiert ein ungerichteter Pfad vy, = {v,uq,...,uj—1,u} zu einem u € C.
In beiden Féllen wihlen wir w und u so, dass (i, beziehungsweise v,,,, minimal sind.

Angenommen es gilt Fall T). Wir bemerken, dass fiir zwei verschiedene v,v* ¢ AUBUC
die Pfade fiyq,, und piy»q, keinen Knoten gemeinsam haben, wenn w; € A und we € B oder
umgekehrt gilt, denn: Es liefse sich sonst ein ungerichteter Pfad konstruieren, der A und B
verbindet und dabei C' umgeht.

Die ptyq konnen nach ihren Endpunkten aufgeteilt werden, damit konstruieren wir V3 und
Va:

Ist w € A, fiigen wir alle Punkte v,v1,...,v5—1 zu V7 hinzu; falls w € B fiigen wir
V,V1 ...,Vk_1 in Vo ein.

Wegen der Bemerkung eben, ist diese Zuordnung eindeutig.
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Gilt Fall T) nicht, muss Fall IT) gelten. Dann fiigen wir die Knoten v, uq,...,u;—1 zu V3
hinzu.

Die Mengen A* := AUV, U V3 und B* := B UV, werden in G noch immer durch C
getrennt, denn: Angenommen es existiert ein ungerichteter Pfad 7 von einem v* € A* zu
einem w* € B*, der keine Knoten von C enthélt. Wir wihlen 7 minimal, dann enthilt =
nur zwei Knoten v € A* und w € B*.

Wegen der Konstruktion von A* und B* existieren auch ungerichtete Pfade p,, und
lhww' VO v Zu einem v’ € A beziehungsweise von w zu einem w’ € B, die keine Knoten aus
C enthalten. Durch Konkatenation von fi,,/, 7 und fi,, erhalten wir einen Pfad, der von
v nach w verlduft, ohne C' zu schneiden, im Widerspruch zur Trennung von A und B durch

C.
Auferdem gilt A* U B* UC = V nach Konstruktion (da einer der Falle eintreten muss),
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Die Voraussetzung, dass fiir jedes v € V'\ (AU BUC) ein ungerichteter Pfad zu einem
u € AU B U C existiert, wird in dem Beweis nicht unbedingt bendtigt. Die Aussage
stimmt auch ohne diese zusétzliche Annahme (dann existieren ,jisolierte* Knoten, diese
konnen beliebig auf A* und B* verteilt werden; das letzte Argument {iber die Trennung
von A* und B* durch C muss geringfiigig angepasst werden).

Wir fiihren die Bedingung aber hier mit auf, weil in der spiteren Anwendung dieses
Lemmas genau dieser Fall betrachtet wird.
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1.3.2. Gerichtete Graphen

Nehmen wir an, unser ,/ Traveling Salesman® muss auf seiner Route einige Einbahnstrafen
durchqueren. Wie kann dies in einem Graphen verdeutlicht werden?

Definition 1.3.8. Ein Tupel G = (V, E) mit einer beliebigen Knotenmenge V' und
Kantenmenge E heifit gerichteter Graph, falls die Kantenmenge geordnete Tupel (i, j) €
V x V anstatt ungeordneter Mengen enthalt.

Sei S C V eine Teilmenge. Der Graph Gg := (S, Eg) mit Eg := {(i,j) € El|i,j € S}
heifst induzierter Teil- oder Subgraph.

Beziehungsweise wenn die alternative Definition von ungerichteten Kanten als Tupel
in V x V betrachtet wird, wird die Figenschaft vergessen, dass mit jeder Kante auch die
umgekehrte Kante in der Kantenmenge enthalten sein muss. Wie oben erwéhnt, wird in
der Darstellung eines gerichteten Graphen die Richtung/Orientierung einer Kante mit
einer Pfeilspitze angedeutet.

Beispiel 1.3.9. Durch Hinzufiigen einer Orientierung der Kanten werden aus den unge-
richteten Graphen von oben gerichtete Graphen:

a’) b’) c’)

®© 6 0O @@@
@@

Dabei ist anzumerken, dass die Darstellung der Kanten zwischen den Knoten 5 und 7
in ¢’) nicht zu ,<* zusammengefasst werden sollte. Eine solche Darstellung von Kanten
wird wie oben erwdhnt manchmal bei gemischten Graphen genutzt, wie in [Ric99].

Zwar ist bei der Darstellung gemischter Graphen unklar, ob eine ungerichtete Kante
zwischen zwei Knoten existiert oder eine Kante hin- und eine zurtickfiihrt, wenn ,,<>* als
Darstellung genutzt wird, dennoch hat die Nutzung von ,,<+ “ durchaus Vorteile, auf diese
gehen wir hier aber nicht weiter ein.

In diesem Abschnitt sei G = (V,FE) nun ein gerichteter Graph, falls nicht anders
vorausgesetzt.

Wir hatten einen Zusammenhangsbegriff fiir ungerichteten Graphen kennengelernt.
Wie sieht eine solche Beziehung fiir Teilmengen der Knotenmenge nun im Fall von gerich-
teten Graphen aus? Um diese Frage in der erforderlichen Tiefe beantworten zu kénnen,
bendtigen wir einige Vorbereitungen.

21



Kapitel 1. Vorbetrachtungen

Definition 1.3.10. Zwei Knoten i,j € V heiken adjazent, wenn sie durch eine Kante
verbunden sind, in Formeln (7, 5) € E oder (j,i) € E.

Ein Knoten ¢ € V und eine Kante (j, k) € E heiflen inzident, falls j = i oder k = i gilt.
Analog zum ungerichteten Fall benétigen wir einen Pfadbegriff.

Definition 1.3.11. Ein gerichteter Pfad von einem Knoten ¢ € V zu einem Kno-
ten j € V ist ein endliches, nicht-leeres Tupel 7 = (i = i1,42,...,0k_1,%% = Jj) mit
(i1,42), (i2,43), ..., (g1, i) € E.

Ignoriert man die Orientierung der Kanten, heift © wieder ungerichteter Pfad; dann
muss also (ij_1,4;) € EV (i;,14j—1) € E fir allel € {2,...,k} in 7 gelten.

Betrachten wir wieder obiges Beispiel, existiert in Beispiel ¢’) kein gerichteter Pfad von
Knoten 1 zu Knoten 7, da (3,5) ¢ V, aber es existiert ein ungerichteter Pfad zwischen
diesen Knoten. Des Weiteren existieren unter anderem gerichtete Pfade von den Knoten
1 und 7 zu Knoten 3.

Elemente von V mit gewissen Figenschaften fassen wir zu Mengen zusammen:
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Definition 1.3.12. Sei: € V.
Die Menge

de(i) := {j € V| es existiert ein gerichteter Pfad von ¢ nach j}

beinhaltet die Nachfolger von i und

nd(i) :=V \ ({i} Ude())

die Nichit-Nachfolger von i. Elemente der Menge
pa(i) := {j € V|(j,7) € E}
heifen FEltern oder direkte Vorginger von i. Fiir C' C V sei weiter
an(C) :={w e V| e C:v e de(w)};

diese Menge enthilt also die Knoten w € V, die Vorgéanger eines v € C sind. Des Weiteren
benotigen wir die Menge

AN(C) := CUan(C).

Fiir die Teilmenge C definieren wir zusétzlich

de(C) := | J de(i)
icC
und analog die Mengen nd(C) sowie pa(C').

Dabei kommen die Bezeichnungen jeweils von den englischen Ubersetzungen, wenn der
Graph als Stammbaum einer Familie gesehen wird: ,Eltern” (parents), ,Nachfolger* (de-
scendants), ,Nicht-Nachfolger (non-descendants) und ,Vorganger* (ancestors).

Ist (v, w) € E, so heift w auch manchmal Kind von v.

Da wir mit nur mit endlichen Graphen arbeiten, konnen wir hier die folgende Aussage
beweisen.

Lemma 1.3.13. Sei G ein Graph, in dem fir alle v € V keine gerichteten Pfade
(v,v1,...,Vk_1,V) existieren.

Dann ezistiert ein Knoten vy mit de(vg) = 0.

Beweis. Angenommen die Aussage stimmt nicht, es existiert also kein Knoten vg € V' mit
de(vg) = 0.

Wir wihlen ein beliebiges v € V. Weiter wihlen wir ein v; € de(v) (# 0 nach Vorausset-
zung) und definieren den gerichteten Pfad 7y := (v, vy).
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Iterativ wéhlen wir ein v;41 € de(v;) und fiigen den Knoten zu ;1 hinzu, sodass der
gerichtete Pfad m; = (v,v1,...,v;) entsteht. Die Menge der Knoten, die auf m; liegen, wird
mit jedem Schritt gréfer und das Verfahren endet nicht, da jeder Knoten Nachfolger besitzt.

Da |V| < oo, muss nach geniigend vielen Schritten ein Knoten v, existieren, sodass
(U, Umt1s - - - » Un,y U ) €in Teilpfad von einem 7r; ist, also insbesondere selbst gerichtet. Ein
solcher Teilpfad steht aber im Widerspruch zu den Voraussetzungen. O

Nach diesem kurzen Zwischenspiel kommen wir zuriick zu den Definitionen, die wir
aus der Graphentheorie benotigen.

Definition 1.3.14. Sei m = (i1,...,1x) ein ungerichteter oder gerichteter Pfad in G.
Die Knoten o, ..., 7,_1 heilsen Zwischenpunkte von .

Sei 7 nun ein ungerichteter Pfad. Ein ¢; heikt Kollisionspunkt (collider) von 7, wenn
die zu 7; inzidenten Kanten von der Form

sind (in Formeln: (4;_1,7%;), (i111,%) € E).

Wir ndhern uns einer genaueren Beschreibung des ,Zusammenhangs® in gerichteten
Graphen. Bevor wir zur formalen Definition dieses Begriffs kommen, entwickeln wir drei
Regeln dariiber, was wir unter Zusammenhang verstehen wollen und formalisieren diese
Regeln dann zu einer endgiiltigen Definition. Die Regeln selbst kénnen schon als eigene
Definitionen betrachtet werden. Wir lassen die Begriffe vorerst so stehen und konkreti-
sieren nur die benotigten Begriffe spater in formalen Definitionen.

Regel I) Zwei Knoten 4,7 € V heiken d-zusammenhingend®, falls ein ungerichteter
Pfad ohne Kollisionspunkte zwischen ¢ und j existiert.

Im folgenden Beispiel sind die Knoten 1,2, 3,4 paarweise d-zusammenhéngend, ebenso
die Knoten 4,5,6,7. Knoten 4 ist ein Kollisionspunkt auf jedem weiteren Pfad, also
ist kein Knoten der Menge {1,2,3} d-zusammenhéingend mit einem Knoten der Menge

{5,6,7}.
OO0 0R02020)

Einen ungerichteten Pfad ohne Kollisionspunkte nennen wir einen nichi-blockierten
Pfad.

Hier geben wir eine kurze Aussage an, die wir spéter in einem unserer wichtigsten
Ergebnisse nutzen werden.

3Das ,d“ kommt von ,directional
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Lemma 1.3.15. Ezistiere ein ungerichteter Pfad m = (i,1i2,...,ik—1,7) ohne Kollisions-
punkte zwischen v und j.

Dann ist entweder m selbst oder m=1 ein gerichteter Pfad oder es existiert ein ko €

{2,...,k— 1}, sodass 71 (ix,,) und m(ix,,j) gerichtete Pfade sind.

Es existiert mit anderen Worten ein kg, sodass die Kantenfolge des Pfades, der den
d-Zusammenhang garantiert, folgende Gestalt hat:

@ @@ @

Beweis.  Angenommen die Aussage stimmt nicht, also weder 7 noch 7~% noch 71 (i, %)
und 7 (ig,, j) sind gerichtete Pfade fiir beliebiges ko € {2,...,k — 1}.

Wir starten in ¢ und gehen den ungerichteten Pfad entlang.

Zeigt die erste Kante von ¢ weg, muss ein Knoten existieren, zu dem zwei Kanten von
7 zeigen, da m sonst auch ein gerichteter Pfad ist. Dieser Knoten ist nach Definition ein
Kollisionspunkt, was einen Widerspruch zum d-Zusammenhang von i und j liefert.

Daher zeigt die erste Kante von 7 auf . Es existiert ein i, € {ia,...,ix_2}, von dem
beide inzidenten Kanten auf m wegfiihren — sonst wire 7! ein gerichteter Pfad.

0.B.d.A. wihlen wir k; mit dieser Eigenschaft so, dass 7 (i, 4, ) minimal ist*. Dann kann
7(ik,,j) nach Voraussetzung kein gerichteter Pfad sein.

Da auferdem die erste Kante von 7(ix,,J) von ix, wegfiihrt, existiert auf m(iy,,j) ein
Kollisionspunkt und damit auch auf 7 selbst. Das ist ein Widerspruch zum d-Zusammenhang

von ¢ und j. O
Kommen wir zur zweiten Regel.

Regel 11) Zwei Knoten i,j € V heifen d-zusammenhdingend gegeben C C V\ {i,j},
falls ein nicht blockierter Pfad zwischen ¢ und j existiert, der kein Element
von C' enthilt. Existiert kein solcher Pfad, heifsen ¢ und j d-separiert
gegeben C.

OO0

Wie angedeutet sei C' = {2,6}. Dann sind die Knoten 4,5 d-separiert von Knoten 7
und die Knoten 3,4 von Knoten 1 gegeben C, da jeder ungerichtete Pfad iiber einen der
roten Punkte lduft. Die iibrigen Bezichungen bleiben erhalten.

Wir definieren als letztes fiir die Menge C eine ,befreiende Eigenschaft:

Regel IIT) Falls C' einen Kollisionspunkt 4; oder einen Nachfolger von diesem
enthélt, werden alle Pfade, die i; als Kollisionspunkt enthalten, als
nicht blockierte Pfade betrachtet.

*Wenn wir 7 (4,4, ) nicht minimal wihlen, existiert auf 7(i,ix,) ein Kollisionspunkt, ein Widerspruch
zum d-Zusammenhang von ¢ und j.
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@ H@H%;D&@H@

Hier wird nun die blockierende Figenschaft von Knoten 4 aufgehoben, sodass Knoten 3
nun mit jedem der Knoten 5,6,7,9, 10 d-zusammenhéngend ist. Die iibrigen Beziehungen
bleiben wieder bestehen.

Diese drei Regeln eignen sich durchaus als Definition des d-Zusammenhangs von zwei
Knoten; wir geben noch eine Definition an, die obige Entwicklung charakterisiert und
aus der sich die Regeln ableiten lassen.

Definition 1.3.16. Zwei Knoten ¢,5 € V sind d-zusammenhdngend gegeben
C c V\{i,j}, falls ein ungerichteter Pfad 7 von ¢ nach j existiert, sodass

I) alle Kollisionspunkte von 7 in C'Uan(C') [= AN(C)] sind und
IT) kein Nicht-Kollisionspunkt von 7 in C ist.

Ein solcher Pfad heift aktiv gegeben C oder nichi-blockiert von C.
Seien A, B,C' C V paarweise disjunkt, A, B # ().

C d-separiert die Mengen A und B, falls keine Knoten ¢ € A und j € B existieren,
sodass ¢ und j d-zusammenhingend gegeben C sind — also kein aktiver Pfad von einem
Knoten aus A zu einem Knoten aus B gegeben C' existiert.

Die Definition der d-Separation ist optimal auf unsere Bediirfnisse zugeschnitten. Sie
ist beim ersten Lesen uniibersichtlich, selbst mit obigen Regeln im Hinterkopf, es gibt
aber neben diesen Regeln noch eine schéne Charakterisierung der d-Separation.

Dazu definieren wir:

Definition 1.3.17. Der Moral-Graph von G ist der ungerichtete Graph G™ := (V, E™)
mit {i,j} € E™, i # j, falls

1. (i,7) € E oder
2. (j,1) € E oder
3. 7 und j besitzen ein gemeinsames Kind.

Die Kanten, die im Moral-Graph aus dem zweiten Fall entstehen, nennen wir hinzuge-
fiigte Kanten.

Wie der Name also andeutet, ist dieser Graph ein, in der allgemein bekannten Wortbe-
deutung, sehr moralischer Graph: Er entsteht aus G durch ,vergessen der Orientierung
und ,verheiraten“ von Eltern, die ein gemeinsames Kind haben und trotzdem (!) noch
nicht ,vermahlt* sind.
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Beispiel 1.3.18. Sei GG folgender gerichteter Graph:
®

Der zugehorige Moral-Graph ist dann
®

Das nachstehende Lemma, das sogenannte ,Pearl’s Separation Criterion”, fithrt die
Frage der d-Separation auf ungerichtete Graphen zuriick. Es ist ebenfalls ein Ergebnis,
was wir fiir eine unserer Hauptaussagen mafgeblich nutzen werden. Das Kriterium wird
oft zitiert und benutzt, dennoch paradoxerweise selten bewiesen.

Meistens wird auf Lemma 3.25 aus [Lau96] mit dem dort angegebenen, vergleichsweise
kurzen Beweis verwiesen. Wie der Autor aber nach Veréffentlichung selbst richtig stellt,
ist dieser wohl falsch, da er einen Fall unberiicksichtigt l4sst. Dennoch wird das Zitat
weiter genutzt und nicht weiter vertieft.

Inwieweit dieser fehlende Fall zum Tragen kommt, habe ich nicht herausfinden kénnen.
Auf eine entsprechende Frage an den Autor erhielt ich sinngemif die folgende Antwort:
Bei Existenz von ungerichteten Pfaden A——B und B——C kann es bei deren Zusammen-
fiigen zu dem ungerichteten Pfad A——B ——C vorkommen, dass dieser zusammengefiigte
Pfad einen Selbstschnitt enthélt. Das sei aber nicht erlaubt.

Warum diese Selbstschnitte ein Problem darstellen sollen, konnte ich bisher nicht end-
giiltig kldren; eine erste Betrachtung der dabei auftretenden Féille scheint keinen Wi-
derspruch zu liefern. Auch den Bezug zu dem Fehler in seinem Beweis habe ich nicht
herstellen kénnen.

Selbst nach weiterer intensiver Suche in mehreren Artikeln, die ein dhnliches Thema
behandeln und das genannte Kriterium nutzen, habe ich keinen Text gefunden, in dem
ein ,richtiger Beweis angegeben wurde, bis auf das Paper [Ric99]. Auch einem Paper von
Sadeghi und Lauritzen, auf das Professor Lauritzen in seiner Antwort auf obige Frage
explizit verweist, konnte ich keine Details entnehmen.

Daher bauen wir unseren Beweis auf [Ric99| auf. Dort wird ein allgemeinerer Fall von
Graphen (die erwihnten gemischten Graphen) betrachtet, unter denen die gerichteten,
azyklischen Graphen einen Spezialfall darstellen. Der Zusammenhangsbegriff, der dort
genutzt wird (die sogenannte m-Separation), wird bei der Einschrinkung auf gerichtete,
azyklische Graphen zu der von uns benétigten d-Separation.
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Lemma 1.3.19 (Pearl’s Separation Criterion). Seien A, B,C disjunkte Teilmengen von
V', A, B nicht-leer. Dann gilt:

A und B werden genau dann in G von C d-separiert, wenn A und B in (G an(auBuc))™
von C getrennt werden.

Beweis.  Wir zeigen hier jeweils die Negation.

”<:M:

Angenommen A und B sind d-zusammenhangend gegeben C. Dann existiert fiir zwei
Knoten i € Aund j € Bein Pfad © = (4,42, ...,4k-1, ), dessen Knoten alle in AN (AUBUC)
liegen, denn fiir einen Knoten v € 7 gilt:

Ist v ein Kollisionspunkt, so muss wegen des d-Zusammenhangs v € AN(C) gelten;
offensichtlich ist dann auch v € AN(AU BUC).

Falls v kein Kollisionspunkt ist, muss mindestens eine der inzidenten Kanten von v weg-
fiihren, diese Kante betrachten wir jetzt. Es kdnnen insgesamt vier Félle auftreten:

a) b)

O @ Al @ ORORO

(Die gepunkteten Kanten ohne Orientierung sollen andeuten, dass die Orientierung auf
diesem Teilpfad irrelevant fiir den weiteren Beweis ist; die gepunkteten Kanten mit Ori-
entierung deuten an, dass alle Kanten auf diesem Teilpfad die angegebene Orientierung
haben.)

Die zwei anderen Félle sind wie die bisher Dargestellten, wobei ¢ und j jeweils vertauscht

werden miissen:
a’) b’)

@ @ A © ORORO0

In Fall a) muss erneut wegen des d-Zusammenhangs iy, € AN(C) gelten, damit gilt
~v € AN(C') und schliefilich wieder v € AN(AU B U (). Analog im Fall a’).

In Fall b) ist v € AN({j}), wegen j € B also v € AN(B) und somit v € AN(AUBUC).
Betrachten wir noch den Fall b’), gilt analog zu voriger Uberlegung v € AN({i}). Damit
folgt auch hier y € AN(AUBUCQC).

Also ist 7 tatséchlich ein Pfad, der nur Knoten aus AN(AU B U C) enthilt.

Jeder Kollisionspunkt auf dem Pfad 7 lasst in dem Moral-Graph eine Kante zwischen den
Eltern entstehen (falls noch nicht vorhanden), wodurch in (GanauBuc))™ ein Pfad ent-
steht, der C' umgeht: Jede der neu entstandenen Kanten kann keinen Endpunkt in C haben,
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da sonst zwei Kollisionspunkte in 7 direkt aufeinander folgen wiirden, was in gerichteten,
azyklischen Graphen nicht mdglich ist.

=

Nehmen wir umgekehrt an, dass C' die Mengen A und B in (G sn(aupuc))™ nicht trennt;
es existiert also ein ungerichteter Pfad m = (i1,...4x) von 41 € A nach i, € B, der keine
Knoten von C enthélt. Wir wéhlen 7 minimal (siehe Definition 1.3.4).

Der Pfad 7 besitzt Kanten, die schon in G 4naupuc) vorkommen, und solche, die aus
einer ,Verméhlung® entstanden sind — in diesem Fall gibt es in G 4n(auBuc) einen Kollisi-
onspunkt .

Sei v die Folge von Kanten in G 4n(auBuc), die schon in 7 vorkommen, und den Kanten
(i1,7), (i141,7) € E (v =14, fiir gewisse [ € [n]). Die Kanten, die also nicht in G an(auBuC)
liegen, werden ,,umgangen“.

Jeder Nicht-Kollisionspunkt von v ist auch in 7 enthalten und somit nicht in C. Da alle
Knoten von v nach Konstruktion in AN(A U B U C) liegen, sind alle Kollisionspunkte in
AN(AUBUC). Aus dem néchsten Lemma folgt dann die Behauptung. O

Das nachstehende Lemma ist technischer Natur, es konstruiert unter bestimmten Vor-
aussetzungen einen Pfad, der den d-Zusammenhang von zwei Punkten garantiert.

Lemma 1.3.20. Seien A, B, C disjunkte Teilmengen von V, A, B nichi-leer.

Weiter seien u € A und v € B Knoten, die verbunden werden durch einen Pfad m mit
den Eigenschaften:

o kein Nicht-Kollisionspunkt ist in C und
o jeder Kollisionspunkt ist in AN(AUBUC).

Dann ezistieren Knoten u* € A und v* € B, die d-zusammenhdingend gegeben C' sind.

Beweis.  Sei 7 der vorausgesetzte Pfad. Wir starten in u und ,,gehen” diesen Pfad entlang.
Wir wéhlen d als den letzten Knoten auf m, der in AN(A) \ AN(C) liegt, falls dieser
existiert, sonst d = u.
Analog wihlen wir e als den ersten Knoten auf 7, der nach d in AN(B)\ AN(C) auftaucht,
falls dieser existiert, sonst e = v.
Seien die Knoten u* € A und v* € B so, dass d € AN(u*) und e € AN(v*) (diese
existieren nach Definition von d und e).
Wir halten fest:
a) Alle Zwischenpunkte von 7(d, e) liegen in AN(AU BUC).
b) Nach Definition von u* gibt es einen gerichteten Pfad v4,~ von d nach u*.

)

)

c) Nach Definition von v* gibt es einen gerichteten Pfad v,,» von e nach v*.

d) Kein Knoten von vg,» oder ve,« liegt in AN(C), insbesondere nicht in C.
)

e) Kein Knoten von v« ist ein Vorginger von u*.
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Den Fall a) wollen wir genauer herleiten, die tibrigen sind offensichtlich. Wir fiithren dazu
Induktion iiber die Anzahl n der Kollisionspunkte auf w(d,e) =: u

Fiir n = 0 sind d und e per Definition d-zusammenhingend und nach Lemma 1.3.15 tritt
einer der drei nachstehenden Félle auf:

Fall I) p ist ein gerichteter Pfad.

Dann sind alle Knoten auf p Elemente in AN(z) und somit in AN(AU BU C),
daz e AN(AUBUCQ).

Fall IT) p~! ist ein gerichteter Pfad.

Hier sind alle Knoten auf p Elemente in AN(d) und somit wieder in AN(AUBUC),
da d € AN(A).

Fall III) Es existiert ein Knoten v auf p, sodass u=!(vg,d) und u(vo,e) gerichtete Pfade
sind.

Nun sind alle Knoten auf ;~1(vg,d) Elemente in AN(d) und damit in AN(A U
BUC). Des Weiteren sind alle Knoten auf p(vg, e) Elemente in AN(e), also auch
in AN(AUBUQC).

Das zeigt den Induktionsanfang.

Habe p nun n+1 Kollisionspunkte und sei x der erste Kollisionspunkt auf ¢ nach d. Nach
Voraussetzung ist € AN(AU BUC).

Die Pfade u(d, ) und p(z,e) haben keinen beziehungsweise n — 1 Kollisionspunkte.

Fiir u(d, z) kann mit Lemma 1.3.15 analog zum Induktionsanfang gefolgert werden, dass
p(d, z) in AN(AU B U C) verlduft.

Fiir u(z, e) folgt mit dem Induktionsanfang, dass auch hier alle Knoten in AN(AUBUCQC)
liegen.

Damit liegen alle Knoten von y = w(d, e) in AN(AU BUC), was in a) behauptet wurde.

Betrachten wir die Aussage a) noch genauer. Sei dazu v ein Zwischenpunkt von 7(d, e),
also ist v insbesondere ein Knoten, der auf 7 nach d und vor e liegt.

Angenommen v ¢ AN(C). Dann muss v € AN(A U B) = AN(A) U AN(B) liegen. Gilt
v € AN(A), ist also v € AN(A) \ AN(C), was einen Widerspruch zur Maximalitit der Wahl
von d darstellt. Gilt andererseits v € AN(B), folgt v € AN(B) \ AN(C), in diesem Fall
erhalten wir einen Widerspruch zur Minimalitdt der Wahl von e.

Somit muss fiir alle Zwischenpunkte v von 7(d, e) sogar v € AN(C) gelten, diese Aussage
bezeichnen wir mit a’).

Mit 1.3.2 und b) folgt, dass m(d, €) und v4,~ nur den Knoten d gemeinsam haben. Analog
haben 7(d,e) und v, ,+ nur den Knoten e gemeinsam. Aus den Beobachtungen b) und e)
folgt, dass vgy+ und v, keinen Knoten gemeinsam haben.

Sei 1 der Pfad, der durch Konkatenation von vg,«,m(d,e) und ve,- entsteht.

Aus der Konstruktion dieses Pfades folgt nun:

Jeder Zwischenpunkt von vg,+« und ve, ist ein Nicht-Kollisionspunkt und nicht in C.
Jeder Kollisionspunkt auf p ist demnach auf 7(d,e) und wegen 1.3.2) somit in AN(C').
Weiter liegt kein Nicht-Kollisionspunkt von p in C' nach Voraussetzung. Aufierdem sind d
und e Nicht-Kollisionspunkte von g und nicht in C.

Demnach sind v* und v* d-zusammenhéngend via pu. O
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Damit haben wir ein gutes Verstdndnis des Begriffs ,d-Zusammenhang” erworben. Es
soll aber noch bemerkt werden, dass diese Charakterisierung in der Praxis einen Mehrauf-
wand bedeutet (da ein neuer Graph erstellt werden muss) und von daher beispielsweise
fiir eine programmiertechnische Umsetzung eher uninteressant ist.

Wir betrachten noch zwei Bespiele zur Festigung des Begriffs.

Beispiel 1.3.21. Im ersten Beispiel sind die Knoten 1 und 5 d-separiert gegeben Knoten
2, aber durch keine andere Teilmenge von {2,3,4}.

N

®

/

O—O6

Nachfolgend sind beispielsweise die Knoten 1 und 4, 4 und 5 sowie 2 und 7 d-separiert
gegeben Knoten 3; die Knoten 4 und 6 sowie 1 und 2 sind d-zusammenhéngend.

@\3 @

7N
® O

?

@

Diese Beispiele sollen die Vorbetrachtungen beenden.
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Bedingte Unabhingigkeitsbedingungen sind Einschrinkungen, die an die gemeinsamen
Verteilungen mehrerer Zufallsvariablen gestellt werden. Diese Eigenschaft driickt die Un-
abhéngigkeit zweier Ereignisse beziehungsweise Zufallsvariablen gegeben eines dritten
Ereignisses beziehungsweise einer dritten Zufallsvariable aus.

Als Modell bedingter Unabhéingigkeit werden wir eine Familie von Verteilungen be-
trachten, die gewissen bedingten Unabhéngigkeitsbedingungen geniigen.

2.1. Bedingte Unabhingigkeit

Hier wollen wir den Begriff der bedingten Unabhingigkeit allgemein einfithren. Als Mo-
tivation betrachten wir folgendes Szenario:

Beispiel 2.1.1. Gegeben seien die Ereignisse B, G und R mit der Wahrscheinlichkeits-
verteilung P, die in folgendem Bild dargestellt sind — wobei die blaue Fléche fiir P(B),
die griine Fliche fiir P(G) und die rote Flache fiir P(R) stehen soll (jeweils im Bezug
auf die Gesamtflache):

l

Abbildung 2.1.: Darstellung der Ereignisse B, G und R; die Ereignisse B und G sind
abhéngig.
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Beispielsweise gilt P(B) = 4 und P(B|R) = 3. Nun betrachten wir die stochastische
Abhéingigkeit von B und G. Es gilt:

76T

PB)P(G) = 35 36 = 216

1
# 2 =PBNG),

also sind B und G nicht unabhingig. Aus dem Bild I4sst sich aber ablesen, dass

1

P(B|R)P(G|R) = = 1= P(BNGIR).

N =
N | —

Wenn also R vorausgesetzt ist, sind die Ereignisse B und G unabhingig.

Das wollen wir verallgemeinern zu einer Definition iiber beliebige Zufallsvariablen.

Definition 2.1.2. Seien A, B, C C [n] paarweise disjunkt.

Der Zufallsvektor X 4 ist bedingt unabhingig von Xp gegeben/unter X¢o genau dann,
wenn

fauBic(za,zB|TC) = fajc(zalzc) fBIc(TB]2C)
fiir v-fast alle z4, 25 und z¢ mit fo(ze) > 0.
In Zeichen: X4 1 Xp| X, manchmal auch zu A 1L B|C' abgekiirzt.

Wiéhlen wir C' = (), ist diese Definition genau die der stochastischen Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen, wie in Kapitel 1 eingefiihrt.

Die Definition driickt den Umstand aus, dass, wenn die Wahrscheinlichkeit von X 4
gegeben X bekannt ist, dies keine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit von Xp zuldsst;
beziehungsweise, wenn X ¢ voraussetzt wird, ist X p irrelevant, um die Wahrscheinlichkeit
von X4 zu bestimmen. Es kann also die folgende dquivalente Definition genutzt werden:

XA AL XB‘XC = P(XA|XB,X0) = P(XA’X0>.

Geben wir mehr als eine Einschréinkung an Zufallsvariablen im Hinblick auf bedingte
Unabhéngigkeit vor, so sprechen wir von einem Modell fiir bedingte Unabhéngigkeit.

Die Familie von Verteilungen, die mit einem solchen Modell korrespondiert, geniigt
dann einer Menge von Einschrankungen C = {A; 1L B|Cy,..., 4; 1L By|C;}, wobei
A;,B; und C; fiir alle i € [I] paarweise disjunkt sein miissen.

Im obigen Beispiel hatten wir gesehen, dass zwei abhingige Zufallsvariablen bedingt
auf eine dritte Zufallsvariable unabhingig (gegeben der dritten Zufallsvariable) werden
kénnen. Nun stellt sich die Frage, ob zwei unabhéingige Zufallsvariablen bedingt auf
eine dritte unabhéngig (gegeben der dritten Zufallsvariable) bleiben. Das nachfolgende
Beispiel gibt darauf eine Antwort.
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Abbildung 2.2.: Darstellung der Ereignisse B, G und R; die Ereignisse werden bei Be-
dingung abhéngig

Beispiel 2.1.3. Ahnlich des einfithrenden Beispiels betrachten wir das Szenario aus
Abbildung 2.2:

Es ldsst sich nun analog zu Beispiel 2.1.1 nachrechnen, dass B 1L G aber B A G|R
gilt.

Zufallsvariablen kénnen ihr Verhalten in Bezug auf stochastische Unabhingigkeit dem-
nach bei Bedingung auf eine dritte Variable in beide Richtungen veréindern. Ahnliche Bei-
spiele lassen sich dafiir finden, dass sich die Un-/Abhéngigkeit von zwei Zufallsvariablen
bei Bedingung auf eine dritte Zufallsvariable nicht dndert.

Im weiteren Text seien stets A, B,C C [n] paarweise disjunkt, A, B # .

Um ein Gefiihl fiir die Arbeitsweise mit der bedingten Unabhéngigkeit zu erhalten,
beweisen wir einige — mehr oder weniger — direkte Folgerungen aus der Definition. Sie
stellen ein niitzliches Hilfsmittel dar.

Proposition 2.1.4. Fiir die bedingten Unabhdingigkeitsbedingungen gelten folgende Ei-
genschaften:

1) Symmetrie:
X4 1L XB‘XC = Xp AL XA|XC

1I) Dekomposition:
X4 1L XBUD’XC = X4 1L XB’XC

III) Schwache Vereinigung:

X4 I Xpup|Xe = Xa 1L Xg|Xcup
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1V) Kontraktion:

X4 A XB|XCUD und Xad XD‘XC = Xa A XBUD|XC

V) Schnittaziom: Falls f(x) > 0 fir alle x € X erfillt ist, gilt

XA J.LXB J.LXCUD und XA J.LX0|XBU[) :>XA J.LXBU0|XD

Beweis. Seien x¢ € X¢ stets so, dass fo(ze) > 0, und (falls nétig) xp € Xp so, dass
fCUD(xc,(Z?D) >0 gilt.
I) folgt aus der Kommutativitdt der Multiplikation in R, denn
Xa 1L Xp|Xc = fpuaic(Ts,zalrc)
= fau|c(Ta,rB|TC)
= fajc(zalze) fpio(rs|Xc)
= fpic(zB|Xc)fajc(zalre)
= Xp A1 XA|XC
H) Gelte X4 1L X(BUD)|XC: also

fausucup(@a,zB,2c,xp) _ fauc(@a,zc) fupuc(es,Tp,xC)

fo(zo) - felxze) folze)
Integration der linken Seite iiber Xp liefert
1

/fAuBUC’uD(«TAa3737550755D)dVD(=TD)
Xp

fo(zo)
_ fauBuc(Ta, B, 2C)

B fe(ze)

Integration der rechten Seite iiber Xp dann

faue(za,zc)
(fe(xe))?  Ja,
_ fauc(@a,zc)  fpuc(zs,zc)

fe(ze) fe(zc)

feupuc(zB,xp,xc)dvp(zp)

Insgesamt also X4 1L Xp|Xc.
I1I) Gelte wieder X4 1 X(p,p)|Xc, also (nach Multiplikation mit L@) und um-

feup(zc,xp
sortieren)

faubucup(za, 2B, xc,2p) _ [feuDUC(TB,TD,TC) fauc(za,zC)

fCUD(-’rCa-TD) B fCUD(-TC,IBD) fC(fL'C)
= fBICUD(xB|iEc,ID) . W
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Iv)

Es bleibt damit

fajcup(@alre,xp) = fajc(zalre)
zu zeigen, Einsetzen liefert dann die Behauptung.
Mit IT) gilt X4 1L Xp|Xc, das heifit

faupuc(®a,2p,2c) _ favc(za, o) fpuc(zp,zc)

fe(ze)  fe(ze) fe(ze)
faupuc(za,zp,xc) _ favc(xa,zc)
fouc(zp,zc) fe(ze)

was zu zeigen war.
Da X4 Il Xp|Xcup vorausgesetzt wird, ist nach Multiplizieren mit % die
Gleichheit

fausBup|c(za,zB,zplrc) = faupjc(®a,zplzc) fBIcUD(CB|TC, D)

erfiillt.

Wegen der zweiten Voraussetzung gilt

faupuc(za,zp,xc) _ fauc(za,zc) fouc(zp,zc)

folze) - fe(ze) felzo)

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit feo(z¢) und Einsetzen des Resultats in
obige Gleichung folgt dann die Behauptung.

Die beiden Voraussetzungen liefern
a) fAuB\CuD(JJA,JCB|$c,$D) = fA|0uD(JJA|’IC,HJD)fB|CuD($B|$C,ID)

b) fauciup(za,zcl|zB,*p) = faiBup(®alrB, *D)fo|BUD(TB|TC, TD)
Wir multiplizieren a) mit foup(zc,zp), b) mit feup(zp,zp) und erhalten
a’) fauBucup(za,rB,xc,2p) = fajcup(zalzc,zp)fBUCUD(TB, 20, TD)
b’) fauBucup(Ta,rp,zc,vp) = fapup(TalzB, D) fBUCUD(TB,2C, TD)

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke und Kiirzen von fpucup(zp, zc,zp) (das ist mog-
lich, da f(x) > 0 vorausgesetzt wurde) ergibt dann

fA|CUD(33A|1'C7 Tp) = fA\BUD($A|1'B; Tp).

Da die rechte Seite der Gleichung nicht von xz¢ abhéngt (z¢ taucht in dem Ausdruck
nicht auf), kénnen wir

fajcup(malre,zp) = fap(zalzD)
folgern.

Setzen wir dieses Ergebnis in a’) ein und teilen durch fp(xzp), haben wir die Behaup-
tung gezeigt. O
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In den Voraussetzungen dieser Proposition haben wir fiir das Schnittaxiom
f(x) > 0 gefordert, diese Forderung stellte sich im Verlauf des Beweises als zu stark
heraus. Schlimmstenfalls muss fpucup(zp,zc,zp) > 0 gelten. Die Bedingung kann
noch weiter abgeschwiicht werden, darauf wollen wir hier aber nicht ndher eingehen.

Wie in [HG90| kénnen diese Eigenschaften als Axiome betrachtet werden. Ein Unab-
héngigkeitsmodell, das den Eigenschaften I) bis IV) geniigt, wird dann Semi-Graphoid
genannt, falls Eigenschaft V) zusétzlich gilt heift das Modell Graphoid.

Ein Ergebnis iiber sogenannte diskrete Modelle halten wir hier fest:

Wir betrachten den Fall, dass X ein diskreter Zufallsvektor ist, der seine Werte wie in
den Vorbetrachtungen in X = [[}_, [r;] annimmt.

In dieser Situation lassen sich die bedingten Unabhingigkeitsbedingungen wie ange-
kiindigt in ein System von quadratischen Polynomgleichungen iiberfithren, welches eine
Erweiterung zu Proposition 1.2.2 darstellt.

Proposition 2.1.5. FEs gilt die Figenschaft X, 1L Xp|Xc genau dann, wenn

PiasigicAPiaisict — Piaipio+Piasisic,+ =0

fiir alle ia,ja € Xa,iB,jB € XB,ic € Xo gilt.

.

Beweis. ,,=“
Es gelte X4 1L Xp|Xe, also

P(X4y=ia,Xp=ip|Xc=tic)=P(Xa=ialXc=1ic) P(Xp=1ip|Xc =ic)

fir alle 14 € Xa,ip € XB,ic € Xo.
Nach Definition der bedingten Unabhéngigkeit und unter Ausnutzung der verkiirzten
Notation von diskreten Verteilungen ist diese Gleichung dquivalent zu

Piaig,ic,+ _ Piajic,+ . Pig,ic.+
Pic,+ Pic,+ Pic,+

fir alle 14 € Xa,ip € Xp,ic € X¢.
Fiir i4,j4 € Xa,ip,j5 € Xp,ic € Xo gilt dann
DPiajig,ic,+ . Pjajsic,+ _ Pijjic,+ . Pigic,+ . DPjajic,+ . Pjgic,+
Pic + Pic,+ Pic,+ Pic + Pic,+ Pic,+

Auf der rechten Seite kénnen wir wegen der bedingten Unabhéngigkeit von A und B den
ersten und vierten sowie den zweiten und dritten Term zusammenfassen, sodass

DPiajigiic,+ . Pjajsiic,+ _ Piajic,+ . Pjajip,ic,+
Pic,+ Pic,+ Pic,+ Pic,+

gilt; multiplizieren mit (pic,+)2 und umstellen der resultierenden Gleichung liefert die Be-
hauptung.
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”<:“:
Gelte nun
Piasinic+Piaisic+ — Piaisic,+Piajsic,+ =0

fiir alle 14,754 € X4, iB,jB € Xp, ic € Xc.

Seien iy € X4 und ig € Xp.

Des Weiteren seien s und t jeweils die Anzahl von verschiedenen Ausgéngen der Zufalls-
variable X 4 beziehungsweise Xpg.

Wir halten zunichst jp € A'p fest und addieren die Terme, die von X 4 indiziert werden:

s s
Pijjigjio+ - E PGia).ggric,+ — E PGa)isric,+ " Piajsiic,+ = 0
k=1 k=1

A Diasinict  Pisict — Pigjio+ " Piajpric+ =0
Addieren der Terme, die von X g indiziert werden, liefert

t t

Dijjigiic,+ - E P@s)yic,+ — Pipjic,+ * E :piAy(jB)lviCHr =0
=1 =1

< Piasigic+ " Pict — Pipjic+ *Piaic,+ = 0.

Wir dividieren letztendlich durch (pic7+)2, stellen die resultierende Gleichung wieder um
und beenden damit den Beweis. O

Fir C = () sind das genau die Gleichungen, die nach Proposition 1.2.2 aufgefiihrt
werder.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist der des multivariat normalverteilten Zufallsvek-
tors; auch hier zeigt sich, dass bedingte Unabhingigkeit eine algebraische Bedingung ist,
genauer eine Bedingung an die Kovarianzmatrix der Normalverteilung.

Im Fall 1-dimensionaler, unabhéngiger Zufallsvektoren ist bekannt, dass deren Korre-
lationskoeffizient 0 ist, insbesondere auch deren Kovarianz. Diese Aussage wollen wir fiir
die Normalverteilung in hohere Dimensionen verallgemeinern.

Lemma 2.1.6. Seien X € RP und Y € RY gemeinsam multivariat normalverteilte Zu-
fallsvariablen mit (X7, YT)T ~ N(u,X). Folgende Aussagen sind dquivalent:

)XY

/%x 0
H)z_<0 zy>

1) Cov(X;,Y;) =0 fir alle i € [p], j € [q].

Sind die Zufallsvariablen X und Y (nicht gemeinsam) multivariat normalverteilt, so
gelten diese Aquivalenzen im Allgemeinen nicht, sondern nur die Implikation

X 1LY = Cov(X;,Y;) =0 fiir alle i € [p], j € [q].
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Diese gilt aber sogar fiir beliebige Verteilungen.
Beweis. II) < III)* ist klar nach Definition der Kovarianzmatrix.
D=1y
Seien i € [p], j € [¢] und es gelte X 1 Y — damit gilt insbesondere X; 1 Yj.
Die Kovarianz kann (nach [Hol11]) iiber
Cov(Xi,Yj) = E(XiY;) — E(Xi) E(Y))
berechnet werden. Die Unabhéngigkeit von X; und Y; impliziert E(X;Y;) = E(X;) E(Y;)
(genaueres siehe Anhang), woraus Cov(X;,Y;) = 0 folgt.
A0 =)
Nach Voraussetzung haben ¥ und X~ die nachstehenden Formen:

Mit dem Késtchensatz gilt offensichtlich det(X) = det(Xx) det(Zy).

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die gemeinsame Dichte f von X und Y wir
koénnen wie folgt umformen:

flz,y) = \/Wexp |:_;(<-75T R (Eg(l 2(‘)/1) ((z_zi())}
- \/det(zx)(2ﬂ')p1\/det(zy>(277)(1 P [—;(az —hx) " Ex (@ = px)

*%(y —py) Sy (y - uy)}

1

1 T
= WGXP [—2(3U_I~LX) Z){(3C_I~LX)] :

1 1 T
——————exp |—=(y — by —
o |5 e S )
= fx(z) fr(y)
Damit sind X und Y stochastisch unabhingig. O

Nach unserer intensiven Beschiftigung mit dem Schur-Komplement und dem vorigen

Lemma ist die erwdhnte algebraische Bedingung an die Kovarianzmatrix eine direkte
Folgerung.

Proposition 2.1.7. Fir ein X ~ N(u,X) gilt die Bedingung X4 1 Xp|X¢c genau
dann, wenn fir die Untermatriz X auc puc von X die Gleichheil

rank (X uc,Buc = |C)

erfillt ist.
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Beweis.  Die bedingte Verteilung von X aup gegeben X¢ = z¢ ist nach Lemma 1.2.4 die
Verteilung
N(paus + Eavs,cEcc(zo — pe), 2ISe.0).

Die Kovarianzmatrix hat also die Form

S[se = (ZA,A —SacEcleZoa  Tas- 2,47025}020,3)
Ypa—LBcEccSca  Spp—YBoiscXos)’

Definieren wir die Matrix S := X4 uc,Buc, 0 sind in X|¥¢ ¢ die Eintrége neben der

Hauptdiagonalen genau das Schur-Komplement S|X¢ ¢ beziehungsweise (S |EC7C)T.
Fiir faup|c folgt aus Lemma 2.1.6

Xa J_XB|XC =4 S|ZC’C =0.

In den Vorbetrachtungen hatten wir in Lemma 1.1.3 eine Aussagen iiber den Rang des
Schur-Komplements gemacht; damit gilt

S|¥c,c =0 rank S = rank X¢ c.
Es ist aber rank ¢ ¢ = |C|, demnach gilt insgesamt die Aquivalenz
Xa A1 Xp|Xc < rank (Zauc,suc) = |C,
was die Behauptung war. O

Damit schlieffen wir die allgemeinen Einfiihrungen iiber die bedingte Unabhéngigkeit
ab.
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2.2. Graphische Modelle

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Zufallsvektor X = (X,|v € V) fiir eine Menge V/
und einen ungerichteten oder gerichteten Graph G = (V, E); die Knoten von G indizieren
also den Vektor X.

Wir verkniipfen X mit dem Graphen G, indem wir die Kanten {v,w} € E beziehungs-
weise (v, w) € E von G als Abhéngigkeiten der Zufallsvariablen X, und X,, interpretieren
— genauer als gewisse bedingte Unabhéngigkeitsbedingungen.

Diese Beziehungen sind als paarweise und globale beziehungsweise lokale und globale
Markov-FEigenschaften des Graphen bekannt, je nachdem ob G ungerichtet oder gerichtet
ist. Als Hauptergebnis werden wir in ungerichteten und gerichteten Graphen die Aqui-
valenz der beiden jeweiligen Markov-Eigenschaften beweisen.

Obgleich wir zunéchst auf die Normalverteilung eingehen, werden wir allgemein keine
spezielle Verteilung fiir den Zufallsvektor X voraussetzen, sondern auf die ,Axiome* aus
Proposition 1.2.2 zuriickgreifen.

2.2.1. Ungerichtete graphische Modelle

Hier seien G = (V, E) ein ungerichteter Graph und X ein Zufallsvektor, der, wie eben
beschrieben, von den Knoten von G indiziert wird.

Definition 2.2.1. Der Zufallsvektor X besitzt die paarweisen, ungerichteten Markov-
Figenschaften beziiglich G, falls

{v,w} € E= X, 1l Xw|XV\{v,w}-

Dazu zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 2.2.2. Sei X ein Zufallsvektor, der die ungerichteten, paarweisen Markov-
Eigenschaften beziiglich G besitzt, dabei sei G wie folgt:

VRN
©-®  ®

Die zugehorigen paarweisen Markov-Eigenschaften sind

o Xi I X3|(Xo, Xy, X5)
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o X1 I X4|(Xo, X3, X5)
o Xo I Xy|(X1, X3, X5)
o X3 I X5/(X1, X2, X4)
Wegen der Symmetrie der Bedingungen brauchen die iibrigen nicht aufgefiihrt zu werden.

Als erste Aufwirmiibung machen wir uns dariiber Gedanken, was es heilst, dass ein
multivariat normalverteilter Zufallsvektor die aus einem Graphen resultierenden, paar-
weisen, ungerichteten Markov-Eigenschaften besitzt.

Folgerung 2.2.3. Sei X ~ N (u,Y). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) Xy L X | Xon (w0}
1I) det(Xy,) =0

1) (67 Y =0

Beweis. ,IT) < IIT)* folgt aus lemma 1.1.7, denn:
det(2) (07w = det(Xy,) und det(X) # 0.
Fiir ,I) < II)*“ benutzen wir Proposition 2.1.7, demnach gilt
Xy AL X | X\ (0,0} < Tank(Xyy) = [V \ {v,w}| =n — 2. (2.1)

D=0

Gelte X, 1L Xy | X\ (0,0}, also rank(Xy,) = n — 2.

Die Matrix Y, hat n — 1 Zeilen und Spalten und somit keinen vollen Rang, also gilt
det(Xyy) = 0.

gD =T)%

Gilt umgekehrt det(X,,,) = 0, kann die Matrix 3, keinen vollen Rang besitzen; damit
muss rank ¥, < n — 2 gelten.

Wir schauen uns die Gestalt von X, genauer an, mit C' := V' \ {v, w} ist

S (E{v},{w} E{v},C) .
e {w} Yoo

Die Matrix ¥ ¢ ¢ ist positiv definit, also hat ¥¢ ¢ vollen Rang, ndmlich rank ¥¢ ¢ = n—2.
Weil ¥¢ ¢ als Teilmatrix in X, auftaucht, hat auch X, selbst mindestens n — 2 linear
unabhéngige Zeilen. Somit gilt die Ungleichung rank 3,,, > n — 2.

Fassen wir die beiden Ungleichungen zusammen, folgt insgesamt rank(X,,,) = n — 2 und
mit (2.1) die Behauptung. O
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Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu, in dem keine spezielle Verteilung fiir X
vorgegeben ist. Im Weiteren werden wir nur die Semi-Graphoid-Axiome als Vorausset-
zung nutzen.

Betrachten wir erneut Beispiel 2.2.2. Falls fiir den Zufallsvektor das Schnittaxiom gilt,
kénnen wir aus Proposition 2.1.4 weitere Eigenschaften des zugehorigen Zufallsvektors
ablesen; beispielsweise gilt dann X7 1L (X3, Xy)|(X2, X5).

Diese Uberlegung verallgemeinern wir, indem wir die Markov-Eigenschaften eines Gra-
phen mit dem Zusammenhangsbegriff aus Kapitel 1 in Verbindung bringen. Dazu defi-
nieren wir eine Unabhéngigkeitsbedingung fiir die X, die auf der globalen Struktur von
G aufbaut.

Definition 2.2.4. X besitzt die ungerichiete, globale Markov-FEigenschaft beziiglich G,
falls die Implikation

A und B werden in G durch C getrennt = X4 1L Xp|X¢
gilt.

Die Begrifflichkeiten erweitern wir ein wenig:

Besitzt ein Zufallsvektor die ungerichteten, paarweisen oder globalen Markov-Eigen-
schaften, so sagen wir auch, dass die zugehdorige Dichte f diese besitzt.

Ist also ein Graph G gegeben und sollen die damit ,vertréglichen Verteilungen f
bestimmt werden, miissen diese Verteilungen allen paarweisen und/oder globalen Markov-
Eigenschaften, die der Graph besitzt, geniigen.

Alternativ heifst das dadurch représentierte bedingte Unabhingigkeitsmodell bezie-
hungsweise eine einzelne Dichte f und X dann auch konsistent mit G, ohne genaueren
Bezug zu ungerichteter, paarweiser oder ungerichteter, globaler Markov-Eigenschaft.

Diese Sprechweise wird durch unser Hauptergebnis iiber ungerichtete graphische Mo-
delle gerechtfertigt:

Satz 2.2.5. Ist X ein Zufallsvektor mit einer Dichte f, die dem Schnittaziom genigt,
dann besitzt f die paarweisen Markov-FEigenschaften beziiglich G genau dann, wenn f die
globalen Markov-FEigenschaften beziiglich G besitzt.

Salopp gesagt bedeutet diese Aussage:

{ungerichtete, paarweise Markov-Eigenschaft }
< {ungerichtete, globale Markov-Eigenschaft}.

Der Beweis beruht hauptsichlich auf graphentheoretischen Uberlegungen.
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Beweis. <"

Jedes Paar von nicht-adjazenten Knoten v, w € V wird durch V' \ {v,w} in G getrennt.
Dann gilt X, I X | Xy 4,0} nach Voraussetzung, was ebenfalls eine der paarweisen, un-
gerichteten Markov-Eigenschaften darstellt.

”:>M:

C trenne die Mengen A und B in G. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber
c:=|V\C|.

Da A, B # 0, gilt ¢ > 2; falls Gleichheit gilt, ist |A| = |B| = 1. In diesem Fall ist
X4 1L Xp|Xc eine der paarweisen Markov-Eigenschaften von G, was uns den Induktions-
anfang liefert.

Sei nun ¢ > 3. Dann ergeben sich die Fille

a) AUBUC =V und
b) AUBUC CV.

In Fall a) muss wegen ¢ > 3 die Menge A oder B mindestens zwei Elemente enthalten.
Gelte dies 0.B.d.A fiir B, dann konnen disjunkte, nicht-leere By, Bo C B gewéhlt werden
mit B1 U B2 = B.

In Fall b) existiert ein v ¢ AUBUC.

Die globalen Strukturen der Graphen, die zu diesen Fillen korrespondieren, lassen sich
demnach wie folgt darstellen:

a) / b) )
@@ | @@
(8

Induktionsschritt a): Wahle B; und By wie beschrieben.
Dann trennt C' U By die Menge A von B; und C'U By die Menge A von Bj. Es ist
|[V\ (CU By)| < ¢, somit folgt aus der der Induktionsvoraussetzung

Xal Xp,|( X, Xp,).

Analog folgt
Xadl Xp|(Xe, XB,).

Mit dem Schnittaxiom (Proposition 2.1.4) gilt in Fall a) insgesamt die Behauptung.

Induktionsschritt b): Wahle nun v € V, v ¢ AUBUC.
Dann werden A und B von C' U {v} getrennt und die Induktionsvoraussetzung liefert

X4 1L Xp|(Xe, Xy).

Nach der vorausgesetzten Trennungseigenschaft von C' muss jeder Pfad von A nach B
Knoten der Menge C' enthalten. Also trennt C'U A den Knoten v von B oder C U B trennt
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den Knoten v von A. Gelte 0.B.d.A. letzteres (wie in der Darstellung angedeutet), die
Induktionsvoraussetzung impliziert dann

X4l X,|(XB,X0o).

Mit dem Schnittaxiom folgt X4 1L (Xp, X,)|X¢ und mit Anwendung der Dekompensa-
tion, ebenfalls aus Proposition 2.1.4, gilt die Behauptung in Fall b). O

Mit der néchsten Proposition zeigen wir die Vollsténdigkeit der ungerichteten, globalen
Markov-Figenschaft:

Fir Verteilungen, die dem Schnittaxiom geniigen, gibt genau die Teilungseigenschaft
der Menge C' alle Folgerungen aus den paarweisen, ungerichteten Markov-Eigenschaften
eindeutig an. Die Trennung der Mengen A und B durch C ist notwendig.

Proposition 2.2.6. Fualls C die Mengen A und B in G nicht trennt, existiert eine Dichte
fiir den Zufallsvektor X, fir die die globalen Markov-Eigenschaften beziiglich G gelten,
aber X 1L Xp| X nicht gilt.

Beweis.  Wir geben hier die Konstruktion einer Normalverteilung an, die diese Aussage
beweist.

Sei m = (v1,v,...,Vk_1, V) €in Pfad von einem Knoten v; € A zu einem Knoten vy, € B,
der keinen Knoten von C' enthélt. Des Weiteren definieren wir 0 < p < 1 und n := |V/|. Nun
konstruieren wir M € M, (R) wie folgt:

Wir setzen alle Diagonaleintrige von M auf 1 und die Eintrage {(vi, vit1), (Vit1,v;)} fiir
i € [k—1] auf p; die restlichen Eintrége setzen wir auf 0. Nach Umnummerierung der Knoten
hat M die Gestalt

1
p

T HD
—=

p 1
E(n—k)

Fiir geniigend kleines p ist M positiv definit wegen der strengen Diagonaldominanz von
M. Wir definieren X ~ N(0, M~1).

Der Zufallsvektor X besitzt die paarweisen, ungerichteten Markov-Eigenschaften nach
Proposition 2.2.3 und nach vorigem Satz somit ebenfalls die globalen Markov-Eigenschaften
beziiglich G.

Angenommen es gilt X4 I Xp|X¢, dann gilt insbesondere X,, 1 X, |Xc.

Nach Konstruktion ist X,, A1 X — beachte die jeweilige Kovarianz — und Propositi-
on 2.1.4 Teil IV) impliziert daraufhin X,, 1 (X,,,Xc¢). Letztendlich folgt aus derselben
Proposition, Teil IT), die Beziehung X, 1 X,, .

Betrachten wir aber die Kovarianz o,,,,, von X,, und X, , so gilt mit Proposition 1.1.7:

UU11)k == (mil) 1k

= (=1)** L det (My,) m

45




Kapitel 2. Modelle bedingter Unabhédngigkeit

Die Matrix M} ist von der Form

p
I »p

Z\/[nl:
p 1 p
En—r)

Der Faktor det (My1) in 04, ist also das Produkt der Diagonalelemente, genauer
det (M) = p*~1 #0.
Damit gilt insbesondere o,,,, # 0, ein Widerspruch. O

2.2.2. Gerichtete Graphen ohne Zykel

In diesem Abschnitt sei G = (V| E) ein gerichteter Graph ohne Zykel (auch azyklisch
genannt). Das heiftt in G existiert kein gerichteter Pfad, der in v; € V startet und endet;
genauer, es existiert keine Folge von Knoten vi,...,v, in G derart, dass die Kanten
(v1,12), ..., (vn,v1) in E liegen.

Es gibt ein Analogon zu den globalen und paarweisen Markov-Eigenschaften von un-
gerichteten Graphen, die sogenannte lokale und globale, gerichtete Markov-Eigenschaft.
Unser Hauptziel in diesem Abschnitt ist auch hier wieder die Aquivalenz dieser beiden
Eigenschaften zu zeigen.

Definition 2.2.7. Ein Zufallsvektor X besitzt die gerichteten, lokalen Markov-
FEigenschaften beziiglich G, falls fiir alle v € V die bedingten Unabhingigkeitsbedin-
gungen

Xy L Xnd(v) (v)|X

\pa pa(v)

gelten.

Beispiel 2.2.8. Betrachten wir einen Zufallsvektor X, der die gerichteten, lokalen
Markov-Eigenschaften beziiglich G besitzt. Dabei sei G wie hier dargestellt:

®-@

Dann kénnen wir folgende Mengen ablesen:
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v X1 X2 Xg X4
pa(v) 0 {Xi} {X} { X2, X3}
nd('l)) @ {Xl} {Xl,XQ} {Xl,XQ,Xg}

Also erfiillt die Verteilung von X die gerichteten, lokalen Markov-Eigenschaften
X3 A Xl‘XQ und X4 AL Xll(XQ,Xg).

Auch im Fall gerichteter Graphen wollen wir weitere Bedingungen aus den lokalen
Markov-Eigenschaften ableiten. Es wird sich zeigen, dass hier ebenfalls eine Trennungsei-
genschaft eine Rolle dabei spielt, genauer die d-Separation in einem gerichteten Graphen
(hier sei an Definition 1.3.16 erinnert).

Definition 2.2.9. Der Zufallsvektor X besitzt die gerichteten, globalen Markov-
FEigenschaften beziiglich G, falls die Implikation

C' d-separiert A und B = X4 1 Xp|X¢
gilt.

Wie im ungerichteten Fall iibertragen wir die gerichtete, lokale und globale Markov-
Eigenschaft auch auf Dichten und bedingte Unabhingigkeitsmodelle.

Es stellt sich bei dieser Definition die Frage: Warum wird die d-Separation verwendet?
Was ist die Intuition dahinter?

Um dies zu verstehen, interpretieren wir die Kanten in G als Méglichkeit, Informationen
in beide Richtungen der Kante weiterzuleiten beziehungsweise die Orientierung der Kante
als eine Art Implikation.

Angenommen wir befinden uns in folgender Situation':

Wir sind in den Urlaub gefahren und haben vor der Abreise unser Haus mit einem
Alarm gegen Einbriiche gesichert. Falls dieser ausgelost wird, soll unsere Nachbarin Katha
uns dariiber per Anruf informieren.

Dieses Szenario kénnen wir in den gerichteten Graphen Gy {ibersetzen:

Gy Einbruch

Alarm

Katha ruft an

'Das Beispiel basiert auf ,Judea Pearl’s Burglary Alarm Example®, siche [Pea88].
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Betrachten wir vorerst nur die Knoten ,Alarm“ und ,Katha ruft an“

e Wissen wir, dass der Alarm ausgelost wurde, steigt fiir uns die Wahrscheinlichkeit,
dass Katha anruft.

e Erhalten wir einen Anruf von Katha, werden wir eher an einen Einbruch denken.

Wir beobachten also: ,Alarm® und ,Katha ruft an“ sind stochastisch abhingig, da sich,
bei Erhalt von Informationen {iber das Eintreten des einen Ereignisses, unsere Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten des anderen verdndert.

Jetzt betrachten wir den vollstdndigen Graphen G.

e Wissen wir, dass ein Einbruch stattfindet, gehen wir davon aus, dass der Alarm
ausgeldst wird und Katha uns anruft.

e Erhalten wir einen Anruf von Katha, werden wir denken, dass der Alarm aufgrund
eines Einbruchs ausgel6st wurde.

Analog zu oben sind ,Einbruch* und ,Katha ruft an* stochastisch abhingig. Beachte,
dass ein gerichteter Pfad von ,Einbruch* zu ,Katha ruft an“ existiert!

Nehmen wir jetzt an uns wire bekannt, dass der Alarm ausgelést wurde; das entspricht
der Bedingung auf ein Ereignis. Daraufhin ruft Katha an. Werden wir dem Ereignis eines
Einbruchs deswegen eine (noch) hohere Wahrscheinlichkeit zuordnen?

Die Antwort sollte ,Nein“ lauten, da uns die Tatsache des Anrufs keine neuen In-
formationen liefert. ,Einbruch® und ,Katha ruft an“ sind demnach bei Bedingung auf
ySAlarm* unabhéngig.

In allen Fillen taucht natiirlicherweise die d-Separation auf:

Beispielsweise werden , Einbruch® und ,Katha ruft an“ von ,Alarm* d-separiert. Nach
den globalen, gerichteten Markov-Eigenschaften aus Definition 2.2.9 sind die Ereignisse
unabhingig, was wir auch intuitiv gefolgert haben.

Erweitern wir das Szenario. Da Katha schon dlter ist und wir nicht sicher sein kénnen,
dass sie im Fall eines Einbruchs den Alarm auch hért und uns anruft, haben wir zusitzlich
Lukas gebeten, aufzupassen und gegebenenfalls anzurufen. Damit erhalten wir

Einbruch
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Wir wissen wieder, dass der Alarm ausgelost wurde oder schliefen darauf, weil wir
Informationen iiber einen Einbruch erhalten haben. Daraufthin ruft uns Lukas an. Ist nun
fiir uns die Wahrscheinlichkeit, dass Katha ebenfalls anruft, héher als vor Lukas Anruf?

Auch hier sollte die Antwort ,Nein“ lauten, da unsere Erwartung von Kathas Anruf nur
von unserem Glauben dariiber abhingt, ob sie aufpasst oder nicht. Wir bemerken hier,
dass alle ungerichteten Pfade von ,Katha ruft an“ zu ,Lukas ruft an“ durch ,,Alarm* oder
LEinbruch blockiert werden.

Wieder nach Definition wie auch nach unserer Intuition sind die Ereignisse ,Lukas ruft
an“ und ,Katha ruft an“ bei Bedingung auf ,Alarm* oder ,Einbruch“ unabhingig.

Andern wir die Situation erneut ein wenig, um das Auftreten eines Kollisionspunktes
zu verstehen:
Katha hat uns von ihrer Sorgfalt iiberzeugt, sodass Lukas nicht mehr anrufen muss.
Auferdem haben wir vom Hersteller der Alarmanlage die Information bekommen, dass
der Alarm auch von einem Erdbeben ausgelést werden kann. Das fiihrt uns zu

Gs: Erdbeben

Alarm

Katha ruft an

Angenommen wir wissen, dass der Alarm ausgeldst wurde, oder wir nehmen dies an,
weil Katha angerufen hat (wir bedingen also auf ,Alarm* oder ,Katha ruft an“). Das hat
Einfluss auf unseren Glauben an einen Einbruch.

Dann erfahren wir, dass in der Ndhe unseres Hauses ein Erdbeben stattgefunden hat.
Hat diese neue Information Einfluss auf unsere Wahrscheinlichkeit fiir einen Einbruch?

In diesem Fall lautet die Antwort ,Ja‘“:

Der Alarm hat einen Einbruch fiir uns ,wahrscheinlicher gemacht®, aber nachdem wir
Informationen iiber das Erdbeben erhalten hatten, kénnen wir den Alarm mit etwas an-
derem erklédren (in der Literatur meist explain away* genannt), womit wir einen Einbruch
weniger in Betracht ziehen.

Bedingt auf ,Alarm® sind daher, auch nach Definition 2.2.9,  Einbruch“ und ,Erdbe-
ben“ abhingig.

Wir sehen also, dass die d-Separation eine intuitive Wahl fiir die Trennungseigenschaft
bei gerichteten Graphen darstellt, zumindest wenn Kanten als Abhéngigkeiten der Kno-
ten interpretiert werden.

Fiir die beiden gerichteten Markov-Eigenschaften wollen wir das Analogon zu der Aqui-
valenz der beiden ungerichteten Markov-Eigenschaften beweisen.

49



Kapitel 2. Modelle bedingter Unabhédngigkeit

Dafiir benotigen wir noch nachstehende Aussage, die wir mit den bisherigen Betrach-
tungen leicht einzusehen ist.

Folgerung 2.2.10. Seien A und B durch C d-separiert und es gelte AN(AUBUC) = V.
Dann kénnen A und B so zu A* und B* erweitert werden, dass A* UB*UC =V gilt
und A* und B* noch immer durch C' d-separiert sind.

Beweis.  Mit Lemma 1.3.19 trennt C' die Menge A von der Menge B im Moral-Graph
(GAN(AUBuc))m. Da nach Voraussetzung AN(AUBUC) = V erfiillt ist, gilt (GAN(AUBuc))m =
G™ und in G™ existiert fiir jeden Knoten v € V ein ungerichteter Pfad zu einem
ue AUBUC.

Nun kénnen wir Lemma 1.3.7 nutzen; demnach existieren A* und B*, sodass die Gleich-
heit A* U B*UC =V gilt und C die Mengen A* und B* noch immer trennt.

Wieder mit Lemma 1.3.19 folgt, dass A* und B* von C in G d-separiert werden, womit
die Behauptung gezeigt ist. O

Kommen wir zur Hauptaussage dieses Kapitels, in der interessanterweise das Schnitt-
axiom nicht bendtigt wird.

Satz 2.2.11. FEine Dichte f besitzt die gerichiete, lokale Markouv-Eigenschaft beziiglich
G genau dann, wenn f die gerichtete, globale Markov-Eigenschaft beziiglich G besitzt.

Driicken wir dies wieder etwas salopp aus, reduziert sich die Aussage auf:

{gerichtete, globale Markov-Eigenschaft}
< {gerichtete, lokale Markov-Eigenschaft}.

In dem Beweis werden wir aufgrund der Ubersichtlichkeit die verkiirzte Schreibweise
der bedingten Unabhéngigkeit nutzen, sieche Definition 2.1.2.

Beweis. <

Zu zeigen ist, dass pa(v) die Mengen {v} und nd(v) \ pa(v) d-separiert.

Angenommen, {v} und nd(v)\ pa(v) sind d-zusammenhingend gegeben pa(v); dann exis-
tieren ein w € nd(v) \ pa(v) und ein zugehériger Pfad 7 = (v, uq,...,uk,,w), der den
d-Zusammenhang garantiert.

Es muss u; ¢ pa(v) gelten, denn: Falls u; € pa(v), kann u; kein Kollisionspunkt auf 7
sein, ein Widerspruch zur Definition des d-Zusammenhangs gegeben pa(v), da pa(v) keine
Nicht-Kollisionspunkte enthalten darf. Demnach gilt (v,u1) € E, die Kante zwischen u; und
v ist in Richtung u, orientiert und es darf wegen der Azyklititdt nicht zusétzlich (uq,v) € E
gelten. Also ist tatséchlich vy € pa(v).

Da w € nd(v), existieren ein [ > 1 und ji,...J € [k — 1], sodass u;, fiir alle ¢ € [] ein
Kollisionspunkt auf 7 ist.

Wir wahlen jo € {j1,...Ji} so, dass m(v,u;,) minimal ist unter den 7 (v, u;,). Damit ist
u;, der Kollisionspunkt mit kleinstem Abstand zu v, folglich ist p := 7 (v, u;,) ein gerichteter
Pfad.
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Wegen des d-Zusammenhangs muss u;, € AN(pa(v)) = pa(v) U an(pa(v)) gelten (u;, ist
ein Kollisionspunkt).

Falls uj, € pa(v) gilt, ist die Folge (v, u1,...,u;,,v) ein nicht-trivialer Zykel in G, ein
Widerspruch zur Voraussetzung.

Falls uj, € an(pa(v)) ist, insbesondere u;, € an(vg) fiir ein vy € pa(v), erhalten wir
folgendes Bild:

Auch in diesem Fall erhalten wir einen Widerspruch zur Azyklizitdt von G.
Somit gilt u,, € pa(v)Uan(pa(v)), was ein Widerspruch zum d-Zusammenhang darstellt.

=

Wir fithren den Beweis per Induktion iiber |V].

Fiir |V| < 2 ist nichts zu zeigen.

Angenommen, die Behauptung gilt fiir Graphen mit n Knoten. Wir betrachten einen
Graphen mit |[V|=n+ 1.

Seien A und B von C d-separiert und Vy := AN(AU B UC). Es kénnen global zwei Félle
auftreten, nadmlich

FallI) V5 C V und
Fall ITI) Vo =V.

In Fall I) gilt insbesondere A, B,C' C Vj nach Definition; des Weiteren werden A und
B ebenfalls in Gy, von C' d-separiert. Wir beobachten, dass die lokale, gerichtete Markov-
Eigenschaft in Gy, gilt, da sie durch G induziert wird (die Eigenschaft tibertrigt sich auf
Gv,, da die Mengen pa(v) fiir alle v € V; in G und Gy, iibereinstimmen).

Da V) weniger Elemente als V' enthélt, folgt mit der Induktionsvoraussetzung die globale
gerichtete Markov-Eigenschaft fiir Gy, und somit X4 Il Xp|Xc, was zu zeigen war.

In Fall IT) kénnen wir wegen der vorigen Folgerung 0.B.d.A. annehmen, dass AUBUC =V
gilt.

Nach Voraussetzung werden A und B von C' d-separiert, demnach trennt C' die Mengen
Aund B in dem Moral-Graphen (G an(auBuc)) = (Gv)™ = G™.

Wir wihlen A € V mit de(\) = . Ein solcher Knoten existiert nach Lemma 1.3.13.

Wir halten fest:

Aufgrund der d-Separation durch C' muss entweder pa(\) C AU C oder pa(\) C BUC
gelten — denn Eltern, die in A und B liegen, wiren in G™ adjazent, ein Widerspruch zur
Trennung von A und B durch C.

Wegen )\ € V erhalten wir die drei Falle

a) A€ A,
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b) A€ B und
c) xeC.
Im Fall a) muss nach obiger Beobachtung pa(A) C (A\{A})UC gelten, die lokale gerichtete
Markov-Eigenschaft liefert
AL ((AUBUC)\{A}) \pa(}) | pa(})

A L [B\pa(N)] U[(A\ {A}) UCT\pa(}) | pa(})

AL BU[(AN{A}) UC]\ pa(A) | pa(}).
Mit der schwachen Vereinigung aus Proposition 2.1.4 folgt

AL B | [(A\{ HuC] (2.2)

Im Graph (G™)y\ ) trennt C offensichtlich die Mengen A\ {\} und B; daher gilt diese
Beziehung auch in (Gy\¢xy)™, weil dieser Graph hochstens so viele Kanten wie (G™ )y 1}
enthélt (es konnen also keine zusétzlichen Pfade entstehen). Mit Pearl’s Separations-Krite-
rium werden A\ {\} und B von C in Gy} d-separiert und, da [V \ {\}| = n gilt, erhalten
wir mit der Induktionsvoraussetzung

(A\{A) L B|C. (2.3)

Die Kontraktion aus Proposition 2.1.4 angewandt auf (2.2) und (2.3) impliziert letztend-
lich X4 AL XB|Xc.
Der Fall b) verlauft analog.

Wenden wir uns Fall c¢) zu, bemerken wir als Erstes, dass, wegen der Trennung von A
und B durch C in G™ und weil A keine Nachfolger hat, die Menge C' \ {\} die Mengen A
und B auch in (G™)y\ (x} trennt. Somit gilt diese Beziehung, wie eben auch, in (Gy\ )™
und die Induktionsvoraussetzung liefert

AL BI(C\ {AD), (2.4)
da [V \ {A} =n.
Angenommen pa(\) C AUC.
Aus den gerichteten, lokalen Markov-Eigenschaften folgt die Beziehung
AL BUAU(C\{AD]\ pa(d) | pa(A).
Mit der schwachen Vereinigung gilt dann die Eigenschaft
BIAU (C\ {\}). (2.5)

Die Kontraktion, angewandt auf (2.4) und (2.5), liefert die Bedingung AU{A} 1L B|C\{\}
und die schwache Vereinigung abschliefend A 1L B|C.

Der Fall pa()\) C B U C verlauft analog. O
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Geiger und Pear]l haben allgemein gezeigt, dass das Kriterium der d-Separation in
folgendem Sinne nicht verbessert werden kann: Zu gegebenem Graphen lésst sich ein
Zufallsvektor X und eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P finden, sodass

X4 1L Xp|Xo < C d-separiert A von B.

Wir hatten einen konstruktiven Beweis dieser Aussage schon im ungerichteten Fall gese-
hen, Proposition 2.2.6 gilt aber auch, wenn wir einen gerichteten, azyklischen Graphen
statt eines ungerichteten betrachten und ,Teilen“ durch ,d-Separation® ersetzen.

Bei Betrachtung der gerichteten, globalen Markov-Eigenschaften stellt sich die Frage,
ob zwei verschiedene Graphen die gleichen Markov-Eigenschaften haben kénnen.

Die Antwort darauf lautet ,ja“, der einfachste Fall zweier solcher Graphen ist das
nachstehende Beispiel.

Beispiel 2.2.12. Gegeben seien die folgenden Graphen:

@)~ —(X) X)Xy

In allen drei Féllen ist die gerichtete, globale Markov-Eigenschaft die Beziehung
X1 1 X35]Xo.

Um einen Begriff fiir solche Graphen zu bekommen, definieren wir:

Definition 2.2.13. Seien G; = (V4, E1) und G2 = (Va, E3) gerichtete, azyklische Gra-
phen.

Weiter seien X und Y Zufallsvektoren, die die gerichteten, globalen Markov-
Eigenschaften beziiglich G beziehungsweise Gy besitzen.

Die Graphen G und Gj heifen Markov-dquivalent, falls [Vi| = |Va| =: n und
X4 AL XB‘XC <Yy, AL YB’YC

fur alle A, B,C C [n] gilt.

Definition 2.2.14. Sei G = (V, E) ein gerichteter, azyklischer Graph. Wir betrachten
die moéglichen Konstellationen fiir a,b,c € V mit a ¢ b.

1. a — ¢ <— b heilst Senken-orientierte V-Konfiguration,
2. a «— b — c heift Quellen-orientierte V-Konfiguration und

3. a — b — ¢ heifit Ubergangs-orientierte V-Konfiguration.
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Wie ldsst sich nun obige Frage allgemein beantworten? Obiges Beispiel legt eine Bezie-
hung zu den Moral-Graphen nahe; etwa, dass Gleichheit der Moral-Graphen &quivalent
ist zu Markov-Aquivalenz. Leider ist die Gleichheit der Moral-Graphen nur notwendig
fiir die Markov-Aquivalenz von zwei Graphen.

Die Aussage, die die Frage beantwortet, geben wir ohne Beweis an, vor allem wegen
seiner Lénge.

Satz 2.2.15. Zwei Graphen G1 = (V,E1) und Gy = (V, Es) sind Markov-dquivalent

genau dann, wenn thre Skelette und thre Senken-orientierten V-Konfigurationen tiberein-
stimmen.

Dabei haben zwei Graphen G = (V, E1) und Gy = (V, E3) dasselbe Skelett, falls
I) (v,w) € E1\ Ey = (w,v) € B3 und
II) (v,w) € Fy \ Ei = (w,v) € F.

Betrachten wir also G; und G als ungerichtete Graphen, miissen diese die selben
Kanten und Knoten besitzen, um die gleichen Skelette zu besitzen.
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Anhang A.

Hier sollen kurz die oben angesprochenen aber nicht weiter ausgefiithrten Aussagen auf-
gegriffen und zumindest skizzenhaft bewiesen werden.

In den Vorbetrachtungen haben wir den Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen zwi-
schen Vektorraumen genutzt:

Satz A.0.16. Seien K ein Korper, V.W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und f :
V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt

dim(V) = dim(ker(f)) + dim(bild(f))

Beweis.  ker(f) und bild(f) sind Untervektorrdume von V bezichungsweise .

Es gibt einen Untervektorraum U C V mit V = ker(f)®U, wir definieren g : U — bild(f)
mit g = flu.

Dann gilt:

g ist ein Monomorphismus, denn:

Sei u € U mit g(u) = 0. Nach Definition von g dann auch f(u) = 0 und damit u €
ker(f) N U. Daraus folgt v = 0, da U Nker(f) = {0} nach Definition der direkten Summe.
Somit gilt ker(g) = {0}, was zur Injektivitit von g dquivalent ist.

g ist ein Epimorphismus, denn:

Seien w € bild(f) und v € V mit f(v) = w. Da V = ker(f) @ U existieren x € ker(f)
und v € U mit v = z + uw. Dann gilt g(u) = f(u) = f(v —z) = f(v) — f(z) = f(v), also
w € bild(g), was zu zeigen war.

Damit ist g ein Isomorphismus und es ist dim(U) = dim(bild(f)). Aukerdem

dim (V') = dim(ker(f) ® U)
= dim(ker(f)) + dim(U)
= dim(ker(f)) + dim(bild(f))

O

Des Weiteren hatten wir uns in der linearen Algebra Eigenschaften von Rang-1-Matri-
zen zunutze gemacht.
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Lemma A.0.17. Seien K ein Korper, w € K™, v € K" fiir m,n € N. Die Matriz

ujv1 uU1v2 T U1Un
U2v1 U202 T UUnp,

u-vl = ) ) . . e KM
Um V1 Um V2 T UmUn,

hat Rang 1, falls u,v #£ 0, sonst ist es die Nullmatriz.

Beweis.  Falls u = 0 oder v = 0, sind offensichtlich alle Eintrége 0.

Seien also u,v # 0 und 0.B.d.A. v; # 0. Addieren wir das —;’—i—fache der ersten Spalte
zur i-ten Spalte fiir ¢« € {2,...,n}, entstehen stets Nullspalten. Die resultierende Matrix hat
trivialerweise Rang 1, also auch die Matrix u - v7, da elementare Spaltenoperationen den
Spaltenrang nicht verdndern. O

Bei der Berechnung einiger Determinanten hatten wir den Késtchensatz genutzt. Der
hier angegebene Beweis basiert auf einem Ergebnis der linearen Algebra iiber multilineare
Abbildungen, welches wir hier ohne Beweis zitieren:

Satz A.0.18. Seien R ein Ring, D : M, (R) — R eine alternierende, multilineare Ab-
bildung.
Dann gilt fir alle Matrizen A € M, (R) die Gleichheit D(A) = det(A) - d(Ey,).

Damit kann nun der Késtchensatz bewiesen werden, formal lautet der Satz wie folgt:

Satz A.0.19 (Késtchensatz). Seien R ein Ring, A € My, (R) und Ay,...,Ap (m <n)
quadratische Matrizen mat

Ay

A,
Dann gilt
det(A) = ] det(4;).
=1

Beweis.  Es reicht, diese Behauptung fiir m = 2 zu zeigen, der Rest folgt induktiv.
Seien ny,n2 € N mit ny +ny =n, Ay € M,,,(R), B € R"*"2 und

(A B
A_(O AQ)_
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Fiir alle Ay € M,,, (R) sei D4,p(A71) := det (’%1 52 ). Die Abbildung D 4, 5 ist offensicht-
lich multilinear und alternierend.

Mit dem vorigen Satz folgt, dass D, p(A1) = det(A1) -Da, 5(Ey,) gelten muss.

Entwicklung nach den ersten nq Spalten ergibt D4, g(E,,) = det(As), also

A B
det ( 01 A2> =Dy, (A1)

= det(Al) . DAQ,B(Enl)
= det(A;) - det(Ayz).

O

Als letztes erwidhnten wir eine Aussage {iber den Erwartungswert von zwei unabhén-
gigen Zufallsvariablen, die eine einfachere Berechnung desselben erméglicht:

Satz A.0.20. Seien X,Y : X — [0,00) unabhdngige (1-dimensionale) Zufallsvariablen
mit gemeinsamer Dichte f, welche stetig beziiglich eines Produktmafes v auf X ist.
Dann gilt fiir den Erwartungswert

E(XY) = E(X)E(Y).

Beweis. Der Erwartungswert einer eindimensionalen Zufallsvariable Z mit Dichte g : X —
[0,00), die beziiglich eines Mafes v stetig ist, wird berechnet iiber

E(Z) = /X z-g(2)dv(z).

Fiir E(XY) folgt daher

E(XY) = /X oy f(oy)dv(z,y)

_ / v fx(@) y- fy (y)dv(z,y)
X

:/ x.fX(x)dy(x)/ Y- fy(y)dv(y)
X X
=E(X)-E(Y)
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