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Einleitung

Die Modellierung von Abhéngigkeiten gehort heutzutage zu den grundlegendsten
Aufgaben im quantitativen Risikomanagement. Der lineare Pearsonsche Korrelati-
onskoeffizient beispielsweise,

Cov(X1, X3)

Corr(Xy, X2) = \/Var(Xl)Var(Xg) ’

ist seit Jahren ein Standardwerkzeug um den Zusammenhang zweier Zufallsvariablen
X und Xy zu modellieren. Mit Werten aus dem Intervall [—1, 1] bestimmt er den
Grad der linearen Abhéngigkeit beider Zufallsvariablen, wobei ein Wert von -1 einen
vollstandig negativen linearen Zusammenhang und der Wert 1 einen vollstédndig po-
sitiven linearen Zusammenhang wiedergibt. Stochastisch unabhéngige Zufallsvaria-
blen weisen dabei stets einen Korrelationskoeffizienten von 0 auf. An dieser Stelle
konnen noch weitere andere bekannte Abhingigkeitsmake wie der Spearmansche
Rangkorrelationskoeffizient oder Kendall’s Tau angefiihrt werden, jedoch ist ein ge-
meinsamer Nachteil dieser Abhéngigkeitsmafe, dass die Starke des Zusammenhangs
iiber alle Beobachtungen hinweg konstant bleibt. Zufallsrealisationen die stark vom
Mittelwert abweichen, wird hierbei eine ebenso starke Abhéngigkeit unterstellt wie
bei reguldren Realisationen, was bei empirischen Beobachtungen jedoch haufig nicht
zutrifft. Es verstirkt sich im Gegenteil sogar die Abhéngigkeit von Ausreiffern, was
dazu fithrt, dass diese Art der Abhéngigkeit nicht mehr durch klassische Korrela-
tionsmafe erklart werden kann. Da desweiteren die genannten Abhéngigkeitsmaifse
symmetrisch sind und daher in den Beobachtungen positive und negative Ausrei-
fser die gleiche Abhéngigkeitsstirke besitzen, ergeben sich weitere Probleme. Diese
Erfahrungen zeigten daher die Notwendigkeit einer priziseren Beschreibung von Ab-

héngigkeiten auf.



Inhaltsverzeichnis

An diesem Punkt bietet das Konzept der Copulas eine méchtige Alternative. Copu-
las sind mathematische Funktionen, die hdufig in der modernen Finanzmarkttheorie
und dem Versicherungswesen genutzt werden, um mehrdimensionale Zusammenhéan-
ge zu modellieren und Riickschliisse auf die Art der stochastischen Abhéngigkeit von
Zufallsvariablen zu bekommen. Zu nennen sind hier beispielsweise das Portfolioma-
nagement, wo sich die Moglichkeit bietet Abhédngigkeitsstrukturen zwischen Assets
beliebig zu modellieren, oder die Kreditrisikoanalyse, um Aussagen iiber einen ge-
hauften Bankrott mehrerer Schuldner innerhalb eines Anlagenportfolios zu machen.
Eine der interessantesten und auch bekanntesten Copula Familien dabei ist die der
Archimedischen Copulas, diese sollen im Vordergrund der Arbeit stehen. Diese er-
freuen sich einer grofsen Popularitit, da sie beispielsweise im Gegensatz zu anderen
Copulas nicht symmetrisch sind, in dem Sinne, dass sie jeweils die gleiche untere
und obere Abhingigkeitsstruktur in den Réndern besitzen. Gerade in der Finanz-
welt wird dies bendtigt, wenn grofere Verluste eine stirkere Abhéngigkeit aufweisen
als grofse Gewinne oder umgekehrt. Desweiteren besitzen Archimedische Copulas
viele praktische Eigenschaften, zum Beispiel kénnen fiir Archimedische Copulas ge-
schlossene Darstellungen innerhalb ihrer Klassen angegeben werden, ebenso ist die

Anzahl an freien Parametern vergleichsweise gering.

Im ersten Kapitel wollen wir uns einfithrend mit den theoretischen Grundlagen von
Copulas beschiftigen, indem wir die wichtigsten Definitionen und Eigenschatfen an-
geben, die den Grundbaustein fiir die weitere Arbeit mit Archimedischen Copulas
bildet.

Das zweite Kapitel wird das Konzept der Archimedischen Copulas fiir den bivariaten
Fall einfiihren. Wir werden in diesem Kapitel die wichtigsten Eigenschaften dieser
Klasse von Copulas kennenlernen und unter anderem sehen, warum ihnen eine so
wichtige Bedeutung zukommt.

In Kapitel 3 werden wir den Begriff der Archimedischen Copulas auf den mehr-
dimensionalen Fall erweitern. Im Vordergrund steht hierbei eine hinreichende und
notwendige Bedingung an sogenannte Archimedische Erzeugerfunktionen zu finden,

die es uns ermoglichen multivariate Copulas zu konstruieren.
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Das abschliefsende vierte Kapitel wird noch einen kurzen Bezug zu der praktischen
Anwendung darstellen, indem wir eine Inversionsmethode vorstellen, um Zufallsrea-

lisationen speziell aus Archimedischen Copulas heraus zu simulieren.



1 Theoretische Grundlagen von

Copula Funktionen

Im ersten Kapitel wollen wir uns den wichtigsten Grundlagen der Copula-Theorie
widmen, dabei werden wir nicht nur Copulas definieren, sondern uns auch mit den
wichtigsten Eigenschaften beschéftigen. Desweiteren zeigen wir, dass fiir Copulas
Schranken existieren, in denen sie sich bewegen, und auch eine partielle Ordnung
fiir bestimmte Copulas definiert werden kann. Der Satz von Sklar wird danach im
Vordergrund stehen, der letztendlich den Ausgangspunkt fiir simtliche statistischen
Anwendungen darstellt. Abschlieffend im Kapitel werden wir noch kurz die Begriffe
der Copula Dichte und der bedingten Copulas anfiithren und definieren.

Das allgemeine Konzept der Copulas und ihrer Anwendungen ist in der Statistik
ein noch sehr junges und modernes Phiinomen, welches jedoch im Zeitverlauf immer
mehr an Bedeutung gewonnen hat. Der Begriff ,Copula“ wurde durch Abe Sklar
[13] geprégt, dem es nach Forschungen Anfang der 1950er Jahren unter anderem
von Maurice René Fréchet [4] und Giorgio Dall’Aglio [3] im Jahr 1959 erstmals ge-
lang, einen Zugang zu der Beziehung zwischen multivariaten Verteilungsfunktionen
und ihren univariaten Randverteilungen zu finden, indem er eine neue Klasse von
Funktionen, den Copulas, begriindete.

Das Wort Copula (Pl Copulas oder auch Copulae) leitet sich ab aus dem Eng-
lischen ,to couple - verbinden®, beziehungsweise aus dem Lateinischen ,,Copula -
Band“. Grob gesprochen versteht man unter einer Copula eine Funktion, die einen
funktionalen Zusammenhang zwischen den Randverteilungsfunktionen verschiede-
ner Zufallsvariablen und ihrer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung angeben

kann. Sie sind demnach in der Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematischen Sta-
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tistik ein beliebtes Instrument, um die Abhéngigkeitsstruktur zwischen Zufallsva-
riablen zu beschreiben, da sie es auf einfache Art und Weise erlauben, bei seperater
Schitzung von Marginalverteilungen und Copula, die gemeinsame Verteilung des
Zufallsvektors zu modellieren und zu schitzen. Es existiert eine Vielzahl von para-
metrischen Copula Familien, welche durch geeignete Wahl des Parameters die Art

und Stérke der Abhéngigkeit bestimmen koénnen.

1.1 Definitionen und Eigenschaften

Bevor wir uns dem Begriff der Copula und ihren Eigenschaften genauer néhern,
bedarf es der Definition der Differenzoperatoren, ein weiteres Hilfsmittel, das wir
nicht nur fiir die Definition von d-dimensionalen Copulas nutzen, sondern auf die
wir auch spéter bei der Konstruktion von multivariaten Archimedischen Copulas

zuriickkommen werden.

Definition 1.1.1 (Differenzoperator)
Sei f eine d-dimensionale, reelle Funktion, x € R und h = (hy,...,hy)"T € R? mit

h; >0 firi=1,...,d. Dann bezeichnen wir mit A; den durch
Apflz) = Aid e A}Llf(ﬁ)
definierten Differenzoperator, wobei hier A}l den durch
Ay f(x) = flzr, .. @i, T+ by, Ty, - @) — f(T1, 0 i1, T, Tig, -+ -5 Ta)

gegebenen Differenzoperator erster Ordnung bezeichnet.

Um uns den Umgang mit dem Differenzoperator zu verdeutlichen, betrachten wir

kurz das folgende Beispiel fiir eine bivariate, reelle Funktion.
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Beispiel 1.1.2
Sei f : R? — R eine beliebige, reelle Funktion, dann ist

A(hl)f(xlax2) = AigAilnf(xl, )

= A%u (f(ﬂh + hi,29) — f($1,$2))

(- 7

~~

f(z1,22)
f(l’b Ty + hy) — ]Z(lﬁl, )
<f($1 + b1, 29 + ha) — f(z1, 20 + h2)> - (f(m + hy, ) — f(xhxz))
f

(l’l + hl, To + hz) — f(l’l, To + hg) — f($1 + hl,l'z) + f(.%l,l’g).

Es ldsst sich nun leicht folgern, dass in Hinsicht auf eine Verteilungsfunktion H, das
Volumen des Intervalls (x,z + h] = (x1, 21 + h1] X -+ X (x4, 24 + hg| beziiglich H

auch mit dem Differenzoperator durch A, H (x) ausgedriickt werden kann.
Vi((z, x4+ b)) = Af .. A H(x, ..., 24)

Ahnlich wie fiir univariate, monoton steigende Funktionen, sind wir nun in der Lage
fiir d-dimensionale Funktionen analog die zugehorige dimensionserweiternde Eigen-

schaft zu definieren.

Definition 1.1.3 (d-steigend / quasi-monoton)

Eine d-dimensionale reelle Funktion H heikt d-steigend / quasi-monoton (engl. d-
increasing), falls fiir alle Hyperrechtecke A, deren Ecken im Definitionsbereich von
H liegen, Vg (A) > 0 gilt.

Bemerkung: Die bivariate Funktion f aus Beispiel 1.1.2, wire also in unserem
Fall 2-steigend / quasi-monoton, wenn fiir alle (1, 1 + hi] X (22, 22 + hs] € Dom(f)

gilt:

fz1 + hi, 20+ ha) — f(x1, 20+ ha) — f(x1 + hy, 22) + f(z1,22) >0
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An dieser Stelle wollen wir jedoch nocheinmal festhalten, dass wenn H eine quasi-
monotone Funktion ist, daraus nicht folgt, dass H monoton steigend in jedem Argu-
ment ist. Ebenso wenig gilt die Umkehrung, dass Funktionen die in jedem Argument
monoton steigend sind notwendigerweise quasi-monoton sein miissen. Diesen Sach-

verhalt wollen wir uns in den zwei folgenden Gegenbeispielen verdeutlichen.

Beispiel 1.1.4

Sei H eine bivariate Funktion auf dem Einheitsquadrat [0, 1]?, gegeben durch H(z, y)
= max{z,y}, so ist H monoton steigend in jedem Argument, da fiir z; < zy gilt
max{z,y} < max{xy,y} fir alle y € [0, 1], beziehungsweise, weil fiir y; < yo gilt
max{z,y;} < max{z,y,} fiir alle z € [0,1]. Allerdings ist H nicht quasi-monoton,
da

Vi ([0,1)%) = H(1,1) — H(0,1) — H(1,0) + H(0,0) = —1 # 0.

Beispiel 1.1.5
Sei H wieder eine bivariate Funktion auf dem Einheitsquadrat [0, 1]?, gegeben durch

H(z,y) = (2z — 1)(2y — 1). Dann ist H quasi-monoton, denn es gilt

Vi ((z1,31] % (22,92]) = H(22,y2) — H(z2,91) — H(z1,92) + H(21,41)
= Aroys — 2209 — 2ys + 1 — 4dxoyy + 220 4+ 297 — 1
—4dx1ys + 221 + 2y — 1 + 4wy — 200 — 2y + 1
= 4(z2 — 1) (y2 —y1) 2 0.

Allerdings ist H nicht monoton steigend in jedem Argument, denn fiir z < % ist H
monoton fallend fiir y € (3, 1], sowie analog fiir y < § ist H monoton fallend fiir

2
z € (3,1].

Fiigen wir jedoch einer quasi-monotonen Funktion noch die Eigenschaft der soge-
nannten Wohlfundiertheit (engl. groundedness) hinzu, so konnen wir noch ein Ar-

gument dafiir liefern, dass zumindest die Allgemeingiiltigkeit der Hinrichtung der
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obigen Argumentation stiitzt.
Eine Funktion heiftt im folgenden Sinne wohlfundiert, wenn sie in nur einem belie-
bigen Argument den kleinsten Wert ihres jeweiligen Definitionsbereiches annimmt,

und in diesem Fall immer auf den Funktionswert 0 abbildet.

Um bereits auf die Definition von unserer d-dimensionalen Copula vorzubereiten,
nehmen wir in der folgenden Aussage fiir die Wohlfundiertheitseigenschaft an, dass
unsere Funktion H von [0, 1] — [0, 1] abbildet, jedoch kénnten wir fiir die folgende

Aussage auch beliebig andere Definitions- und Bildbereiche annehmen.

Satz 1.1.6 (siehe Nelsen [9])
Sei H(uy,...,uq):[0,1]% — [0,1] eine Funktion fiir die gilt:

(i) H(uy,...,uq) =0, falls fiir mindestens ein 1 <i < d gilt u; =0
(ii) H ist quasi-monoton auf [0, 1]¢

Dann ist H monoton steigend in allen Argumenten uq, ..., uy.

Da wir nun mit der Eigenschaft der Quasi-Monotonie und Wohlfundiertheit fiir
multivariate Funktionen vertraut sind, konnen wir im Folgenden eine Definition fiir

d-dimensionale Copulas angeben.

Definition 1.1.7 (d-dimensionale Copula)
Als eine d-dimensionalen Copula bezeichnen wir eine Funktion C' : [0,1]¢ — [0, 1],

die folgende Eigenschaften besitzt:

(i) C(uq,...,uq) =0, falls fiir mindestens ein 1 < i < d gilt u; =0

(i) C(us,...,uq) = uy, falls fir alle 1 < i < d gilt w; = 1, bis auf genau eine
Komponente 1 < j < d mit u; € [0, 1]
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(iii) C ist quasi-monoton auf [0, 1], das heifit fiir jedes Hyperrechteck
A =TT [wi,v] € [0, 1] gilt:

Vo(A) = ApyClu, .. ug) = > (=)"WC(k) >0
kengzl{uiwi}

wobei N (k) := [{jlk; = u;}| und (v —u) = (v1 — us, ..., v — uqg)” ist.

Anders ausgedriickt verstehen wir also unter einer Copula eine multivariate Vertei-
lungsfunktion, deren eindimensionale Randverteilungen gleichverteilt auf dem Ein-
heitsintervall [0, 1] sind.

Bemerkung: Zusammen mit den Bedingungen (i) und (ii) aus Definition 1.1.7
und Satz 1.1.6 konnen wir schlussfolgern, dass die Copula wiederum nur Werte
auf dem Einheitsintervall [0,1] annimmt. Fiir alle (uy,...,ug) € [0,1]? gilt also
0<Cluy,...,uq) <1

Da Copulas eine Verteilungsfunktion von [0, 1]% nach [0, 1] darstellen, induziert eine

Copula ein Wahrscheinlichkeitsmak auf [0, 1]¢ gegeben durch
VC<[0>UI] Xoee X [07 ud]) = C(ub s >Ud)'
Dieses Mak wird als C'-Maf$ bezeichnet.

Bemerkung: Ist C eine d-dimensionale Copula, so ist fiir k£ < d jede k-dimensionale

Randverteilung wiederum eine k-dimensionale Copula.

Erfiillt eine Funktion C die Bedingungen (i) bis (i7i) von Definition 1.1.7, jedoch
mit Definitionsbereich Dom(C) C [0,1]%, der aber in jedem Argument die Werte 0
und 1 enthélt, so bezeichnen wir diese als Teilcopula (engl. subcopula). Die Teilco-

pula C iibernimmt grofktenteils die selben Eigenschaften wie die Copula C.
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Da Copulas am haufigsten im zweidimensionalen Fall Anwendung finden und wir
einen Grofteil unserer Betrachtungen der Eigenschaften und Anwendungen auf die-
sen Fall reduzieren werden, {ibertragen wir unsere Bedingungen aus Definition 1.1.7

nochmals auf bivariate Copulas.

Definition 1.1.8 (Bivariate Copula)
Als eine bivariate Copula bezeichnen wir eine Funktion C : [0,1]* — [0, 1] die fol-

gende Eigenschaften besitzt:
(i) C(u,0) =0=C(0,v) fiir alle u,v € [0,1]
(i) C(u,1) =w und C(1,v) = v fiir alle u,v € [0, 1]

(iii) C(ug,v9) — C(ug,vy) — C(ug,v1) + C(ug,v1) > 0 fiir alle 0 < uy < upy < 1 und
0<wv; <vy <1

Um uns diese Eigenschaften etwas niher zu verdeutlichen, betrachten wir eines der
einfachsten Beispiele fiir eine bivariate Copula, der Produktcopula I1(u,v) = wwv,
und weisen nach, dass diese alle Bedingungen fiir eine Copula erfiillt. Es handelt
sich dabei um die wohl bekannteste Copula, die wir kennenlernen werden. Man fin-
det sie hiufig auch unter dem Namen Unabhéngigkeitscopula, da sie genau dann
Anwendung findet, wenn die gemeinsame Verteilung zweier unabhéngiger Zufallsva-

riablen als Produkt aus den marginalen Verteilungen dargestellt werden kann.

Beispiel 1.1.9
Der Nachweis der beiden ersten Bedingungen von Definition 1.1.8 sind trivial. Be-
trachten wir daher nur die Quasi-Monotonie. Nach der dritten Bedingung von Defi-

nition 1.1.8 folgt also

UgVg — ULV — UV1 + ULV = 0 <= u1U1 — U V3 > UV — Ug¥sy

< Ul(Ul - U2) Z 'LLQ(Ul — UQ)

Da u; < up und vy < vy gilt und somit v; — vy, < 0 ist, ist auch die Ungleichung fiir
alle (uy,v1)7, (ug, v9)T € [0, 1] erfiillt.

10
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Betrachten wir weiterhin den bivariaten Fall, so kobnnen wir weiter Aussagen iiber
die Differenzierbarkeit der Copula machen und durch eine Lipschitz-Bedingung auf

dem Einheitsquadrat [0, 1] die Stetigkeit einer Copula C' begriinden.

Satz 1.1.10 (siche Cherubini et al. [2])
Die partiellen Ableitungen g—ucl, e g—ucd

existieren auf (0, 1)¢ fast iiberall und nehmen Werte auf dem Einheitsintervall [0, 1]

der d-dimensionalen Copula C'(ug,...,uq)
an.

Satz 1.1.11 (sieche Cherubini et al. [2])
Sei C' eine Copula, dann gilt fiir alle (uy,v1), (ug,v2) € [0,1]* mit u; # uy und

U1 #U%
‘C(UQ’/UQ) — C(U17U1)| S ‘Ug — U1| -+ |U2 — ’Ul‘ .

Somit ist die Copula C' gleichméRig stetig auf ihrem Definitionsbereich [0, 1)%.

Wollen wir uns schliefslich noch den sogenannten horizontalen, vertikalen und diago-
nalen Schnitten einer Copula zuwenden. Diese werden unter anderem genutzt, um

Copulas zu konstruieren oder gewissen Abhingigkeitseigenschaften auszuwerten.

Definition 1.1.12 (horizontale, vertikale und diagonale Schnitt)

Sei C' eine Copula und a eine beliebige, reelle Zahl auf dem Einheitsintervall [0, 1].
Dann bezeichnet der horizontale Schnitt von C'in a die Funktion C, , : [0, 1] — [0, 1]
gegeben durch Cj,(z) = C(z,a), der vertikale Schnitt von C' in a die Funktion
Cyva : [0,1] — [0,1] gegeben durch C,, = C(a,x) und der diagonale Schnitt die
Funktion dc(z) : [0,1] — [0, 1] gegeben durch é¢(z) = C(z, x).

Korollar 1.1.13 (siehe Nelsen [9])

Die horizontalen, vertikalen und diagonalen Schnitte einer Copula C sind monoton

steigend und gleichméifig stetig auf dem Intervall [0, 1].

11
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1.2 Fréchet Hoeffding Schranken und

Konkordanzordnung

Im folgenden Abschnitt wollen wir zeigen, dass Schranken existieren, in denen sich
die Copulas bewegen. Wie wir sehen werden, sind diese Schranken unter bestimmten
Bedingungen selbst wieder Copulas, was uns desweiteren dazu motivieren wird, eine

partielle Ordnung fiir gewisse Copulas zu definieren.

Satz 1.2.1 (Fréchet-Hoeffding Schranken, sieche Cherubini et al. [2])
Fiir jede d-dimensionale Copula C' gilt die untere Fréchet-Hoeffding Schranke

d
Cuyy ... uq) > ma:v{Zui—i— 1—d,0} = W(ug,...,uq)

i=1

und die obere Fréchet-Hoeffding Schranke

Clug, ..., uq) <minfuy,...,uq} = M(us,...,uq).

Die Grenzen selbst stellen fiir den bivariaten Fall wiederum Copulas dar. Die untere
Fréchet-Hoeffding Schranke ist jedoch lediglich fiir den Fall d = 2 eine Copula, sie
wird als Mazimumscopula W (u,v) = max{u + v — 1} bezeichnet und gibt die per-
fekte negative stochastischen Abhingigkeit an. Die obere Grenze ist die sogenannte
Minimumscopula M (u,v) = min{u,v}. Sie entspricht der perfekten positiven sto-
chastischen Abhéngigkeit und ist auch fiir Dimensionen d > 2 wieder eine Copula.
Mit perfekter positiver / negativer stochastischen Abhéngigkeit, ist hierbei nichts
anderes als die totale positive / negative Korrelation gemeint.

Somit kénnen wir fiir den bivariaten Fall sehen, dass sich jede Copula C' zwischen

der sogenannten Maximums- und Minimumscopula bewegt:

maz(u+v —1,0) < C(u,v) < min(u,v), fiir alle (u,v)" € [0, 1]?

Bemerkung: Mit dem obigen Satz lasst sich nun auch folgeren, dass die Wohl-

fundiertheitseigenschaft fiir Copulas C'(uy, ..., uj_1,0, %41, ...,uq) = 0 fiir alle j €

12
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{1,...,d} stets erfiillt ist, denn nimmt die Minimumscopula M in einem Argument

u; den Wert 0 an, so gilt
M(U17 cee ,Uj_l,O,Uj+1, ce ,Ud) = min{ul, cee 7“]'—1707“]'—0—17 ce ,ud} =0

und wir wissen, dass stets 0 < C(uy,...,uq) < M(uq,...,uq) gilt.

Dass die Maximumscopula W fiir d > 2 keine Copula darstellt, ldsst sich durch

ein allgemeines Gegenbeispiel demonstrieren.

Beispiel 1.2.2
Betrachten wir beispielsweise das Volumen des d-dimensionalen Hyperrechtecks [%, 1]¢

[0, 1] beziiglich W9, so sehen wir dass

BRE
de({?l] )—max{1+~--+1—d—|—1,0}

1
—dmax{§+1+---+1—d+1}

-

N

2

N

d 1 1
+< )max{§+§+1+---+1—d+1,0}

-~

=0

1 1
+max{§+---+§—d+1,0}

N

=0
d
=1--2>0
5 7
fiir d>2 ist. Demnach ist die Quasi-Monotonie im Allgemeinen fiir d>>2 nicht erfiillt.
Auch wenn die Maximumscopula fiir d > 2 keine Copula darstellt, wollen wir den-
noch im Folgenden eine Aussage dariiber machen, dass fiir alle d-dimensionalen

Tupel (uq,...,uq) eine Copula C' gefunden werden kann, so dass C(ug,...,uq) =

W (uy, ..., uq) gilt, was wiederum bedeutet, dass auch die untere Fréchet-Hoeffding

13
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Schranke nicht weiter verbessert werden kann.

Satz 1.2.3 (siehe Nelsen [9])
Fiir jedes u = (uy,...,uq)? € [0,1]¢ existiert eine Copula C,, so dass die Gleichung
Cu(u, ..., ug) = W(uy, ..., ug) erfiillt ist.

Um einen besseren, intuitiven Zugriff auf die formale Charakterisierung der Fréchet-
Hoeffding Grenzen zu erhalten, wollen wir die dreidimensionalen Graphen der Mini-
mumscopula M in Abbildung 1.1 und Maximumscopula W in Abbildung 1.2 visuell

darstellen.

Abbildung 1.1: Obere Fréchet-Hoeffding Schranke M (u, v)

Um das Beispiel 1.1.9 aufzugreifen, betrachten wir in Abbidlung 1.3 auch den Gra-
phen der Produktcopula II(u, v) = wv, um zu verdeutlichen, dass diese sich innerhalb

dieser beiden Grenzen bewegt.
Der Graph einer bivariaten Copula stellt somit eine stetige Fliache innerhalb des

Einheitswiirfels [0, 1]* dar, welche durch das Vierseit mit den Eckpunkten (0,0,0),
(1,0,0), (0,1,0) und (1,1,1) begrenzt wird. Nach Satz 1.2.1 bewegt sich dieser Graph

14
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Abbildung 1.2: Untere Fréchet-Hoeffding Schranke W (u, v)

0.8

M

Da 06

0.2

Abbildung 1.3: Produktcopula II(u,v)
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Kapitel 1. Theoretische Grundlagen von Copula Funktionen

zwischen den Fréchet-Hoeffding Schranken. In Abbildung 1.4 haben wir die beiden
Graphen von W und M zusammengefasst, so dass diese einen Vierflichner erzeugen,

in dem alle stetigen Copulaflichen liegen.

W R
0.8 T
0.6
R e
08 ™57 o4 06 08 1

Abbildung 1.4: Durch W und M erzeugte Vierflichner

Betrachten wir weiter fiir den zweidimensionalen Fall die Menge der Punkte auf
dem Einheitsquadrat [0,1]?, fiir die die Copula jeweils den selben konstanten Wert
annimmt, also C'(u,v) = k wobei k € [0, 1] ist. Dann konnen wir mittels der soge-
nannten Konturlinien noch auf etwas anschaulichere Weise die Form und Gestalt
der Copulas betrachten und auch hier wieder in der folgenden Abbildung 1.5 am
Beispiel der Produktcopula {(u,v) € [0,1]® : uv = k} sehen, dass sich diese genau
zwischen der oberen Grenze {(u,v) € [0,1]? : min(u,v) = k} und unteren Grenze
{(u,v) € [0,1)* : max(u +v — 1,0) = k} der Fréchet-Hoeffding Schranken bewegt.

Bemerkung: Steigt unsere festgesetzte Konstante k£ in ihrem Wert, so verschiebt

sich die Konturlinie nach rechts oben.

Die Existenz einer oberen und unteren Grenze motiviert uns zur weiteren Definition

einer Konkordanzordnung fiir Copulas.

16
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Maximumscopula Produktcopula Minimumscopula
= ] ho i
\‘3.5
1A
w =
— o 0.8
0.5
) g =] 04
0.3
— — 0.2
0.1
g L= | =
2 T T T T T T = T T T T T T ot T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Abbildung 1.5: Konturliniendiagramm der bivariaten Maximumscopula W (u,v),

Produktcopula I1(u, v) und Minimumscopula M (u, v)

Definition 1.2.4 (Konkordanzordnung)
Seien zwei Copulas C7 und C5 gegeben, dann heifit C'; kleiner als C5, geschrieben
als C; < Oy, falls fiir alle (u,v)T € [0,1]? gilt

Ci(u,v) < Cy(u,v).

Da nicht alle Copulas miteinander verglichen werden konnen, handelt es sich hierbei
jedoch nur um eine partielle Ordnung. Um uns dies zu verdeutlichen, betrachten wir

folgendes Beispiel.

Beispiel 1.2.5
Eine weitere niitzliche Eigenschaft der Maximums- und Minimumscopula ist, dass
jede konvexe Linearkombination aus diesen beiden Copulas wiederum eine Copula

ist.
C(u,v) = \W(u,v) + (1 = \)M(u,v), A€ (0,1)

Betrachten wir beispielsweise fiir A = % den Fall

C(u,v) = %W(u,v) + ;M(u, v).

17
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Es lassen sich nun leicht Punkte auf unserem Einheitsquadrat [0, 1]? finden, so dass

bezogen auf unsere Produktcopula II(u, v) fiir u = v =1 gilt

(u+v-1,0)+ 2 minfu,v) = = >+ =
7 max(u +v -1, zmin(u,v) =2 > 2 =uv
und somit C'(u,v) > W (u, v) folgt. Wahlen wir jedoch nun u = § und v = 2, so gilt
wegen
1 2 1 3
§max(u+v—1,0)+§min(u7v) =5 <g= W

dann C(u,v) < W(u,v), so dass wir auf diesen beiden Copulas keine Konkordanz-

ordnung definieren kénnen.

@
e

Ol
o

04

0.0

| | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 1.6: Uberschneidung der Produktcopula II (schwarz) und der aus
Maximums- und Minimumscopula konvex linear kombinierten Co-

pula C (rot)

Bemerkung: Anschaulich bedeutet dies also, dass wir fiir zwei Copulas eine Kon-
kordanzordnung definieren konnen, solange sich ihre Konturlinien fiir ein konstantes
k € [0,1] nicht iiberschneiden. In Abbildung 1.6 kénnen wir die Uberschneidung
von unserer Produktcopula IT = uv und der aus Maximums- und Maximumscopula

konvex linear kombinierten Copula C'(u,v) = W (u,v) + 2M (u, v) betrachten.

18



Kapitel 1. Theoretische Grundlagen von Copula Funktionen

1.3 Existenz und Eindeutigkeit

Die wohl zentralste Rolle in der Theorie der Copulas spielt der Satz von Sklar, da
er den Ausgangspunkt fiir die statistischen Anwendungen bildet. Mit diesem Satz
kénnen wir sicherstellen, dass aus stetigen Marginalverteilungen und einer Copu-
la stets eine eindeutig definierte multivariate Verteilung resultiert. Umgekehrt l&sst
sich somit aus multivariaten Verteilungen mit gegebenen stetigen Marginalvertei-
lungen stets eine eindeutig definierte Copula extrahieren, die ihrerseits auf andere
Marginalverteilungen angewendet werden kann.

Die {iberaus hohe Flexibilitdt dieses Modellierungsansatzes hat dazu gefiihrt, dass
Copula Modelle gerade im Bereich der Finanz- und Versicherungsmathematik, aber
auch in anderen Bereichen der angewandten Mathematik sehr an Beliebtheit gewon-

nen haben.

Satz 1.3.1 (Satz von Sklar, siehe Sklar [13])

(i) Sei I eine multivariate Verteilungsfunktion mit Marginalverteilungen Fi, ..., F}.
Dann existiert eine Copula C : [0,1]? — [0, 1], sodass fiir alle z;,...,24 € R
gilt

F(ay,....24) = C(Fi(21), .., Falwa)).
Sind insbesondere F1, ..., Fy stetig, dann ist die Copula C' eindeutig bestimmt.

(ii) Umgekehrt gilt: Ist C' eine Copula und sind Fj, ..., F; univariate Verteilungs-

funktionen, dann ist die durch
F(@r,...,z0) = C(Ri(@1), .., Falwa)

definierte Verteilung eine multivariate Verteilung, die genau die vorgegebenen

Marginalverteilungsfunktionen Fiy, ..., Fy besitzt.

Die erste Aussage besagt, dass sich jede beliebige Verteilung zerlegen lisst in Mar-

ginalverteilungen einerseits und ihren Copulas andererseits, in der die Information
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iiber die Abhéngigkeiten zwischen den Marginalverteilungen enthalten ist. Demnach
konnen Copulas prinzipiell alle moglichen Arten von Abhédngigkeiten abbilden. Die
Copula ist jedoch nur eindeutig bestimmt, wenn die einzelnen Marginalverteilungen
stetig sind. Zun#chst wird in (i) nur eine Aussage iiber die Existenz der Copula
C gemacht, interessant wire es jedoch auch zu wissen, wie zu einer vorgegebenen
Verteilungsfunktion F' und Marginalverteilungen Fi, ..., F}, die Copula C' gefunden
werden kann. Dies ist in der Tat moglich, es gibt in diesem Fall sogar eine explizite

Formel fiir unsere Copula C', ndmlich
Clug,...,uq) = F(F7 (w), ..., Fy ug)).

Das heifst, die Copula erhélt man, indem die Quantilfunktionen (inversen Vertei-

lungsfunktionen) der Einzelverteilungen

F-*l(ul-) = mf{xl eER: E(l’l) > UZ}

7

fiir 1 <7 < d in die gemeinsame Verteilungsfunktion eingesetzt werden.

Betrachten wir den ersten Teil des Satzes von Sklar und setzen Fj(z;) = u; fiir
t=1,...,d. Dadie Fi,..., F; Rinder einer Verteilungsfunktion sind, sind sie somit
auch Randverteilungsfunktionen und wir kénnen somit fiir diese die Quantilfunktio-

nen z; = Fy '(uy), ..., 2qg = F; ' (ug) bestimmen. Es folgt also
F(xy,...,2q) = F(F7 (W), ..., Fy ' (uq)), sowie
C(Fr(@1), .. Falea)) = Clun, . ua).

Eingesetzt in die Gleichung F(zy,...,zq4) = C(Fi(x1),..., Fa(zs)) erhalten wir die

explizite Formel fiir unsere Copula.

Umgekehrt gibt die zweite Aussage des Satzes von Sklar eine Methode an, mit
der aus d Einzelverteilungen eine einzige gemeinsame Verteilung gewonnen werden
kann: Man setzt dazu die einzelnen Verteilungsfunktionen in eine Copula ein. Dann
ist die resultierende Funktion F' tatsdchlich eine Verteilungsfunktion, die auferdem
die wichtige Eigenschaft besitzt, dass sie die vorgegebenen Einzelverteilungen als

Randverteilung reproduziert.
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1.4 Copula Dichte

Motiviert durch den Zerlegungssatz von Lebesgue ldsst sich jede d-dimensionale

Copula in einen absolutstetigen Teil Ax und singulidren Teil S¢ zerlegen.

C(uyy ... ug) = Ac(ug, ..., uq) + Sc(ug, ..., uq)

Den absolutstetigen Teil kénnen wir dabei bestimmen durch

u1 Uq ad
Ac(ul,...,ud)—/o /0 mC’(vl,...,vd)dvl...dvd

und der singulire Teil ergibt sich demnach aus So(u,...,uq) = C(u1,...,uq) —
Ac(uq, ..., ug). Jedoch erfiillen weder der absolutstetige Teil noch der singulére Teil

die Figenschaften fiir Copulas, die wir in Definition 1.1.7 kennengelernt haben.

Definition 1.4.1 (Copula Dichte)
Sei H eine multivariate, absolutstetige Verteilungsfunktion des d-dimensionalen Zu-
fallsvektors (X7, ..., X4)” mit absolutstetiger Copula C, h die gemeinsame Dichte-
funktion von H und h; die Dichten der einzelnen stetigen marginalen Verteilungen
H;. Dann berechnet sich die gemeinsame Dichte h als
d

Bl ug) = St

_ OC(Hy(uy), - .., Hy(ug))

Oouy ...0ug
_0'C(Hy(w), ..., Hy(ug)) H 0H;(u;)
OH(uy) .. aHd (ugq) ou;

Die Copula Dichte ¢ definieren wir nun durch

0C (uy, ..., uq)
ouy...0ug

c(ul,...,ud) =
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Somit konnen wir die gemeinsame Dichte h als Produkt aus der Copula Dichte ¢
und der gemeinsamen Dichte der Zufallsvariablen im Falle der Unabhéngigkeit for-
mulieren.

Die Copula-Dichte kann unter anderem dazu genutzt werden, um gegebene Daten

an eine Copula anzupassen.

1.5 Bedingte Copulas

Wenden wir uns nun der Beschreibung von Abhéngigkeitseigenschaften von Copu-
las in Bezug auf Ereignisse zu. Sei dazu im Folgenden Z eine reelle Zufallsvariable,

auf die bedingt werden soll, und Z = o(Z) die zugehérige von Z erzeugte o-Algebra.

Definition 1.5.1 (d-dimensionale bedingte Copula)
Als eine d-dimensionale, auf Z bedingte Copula bezeichnen wir eine Funktion C' :
[0,1] x Z — [0,1], die folgende Eigenschaften besitzt:

(i) C(uy,...,uq| z) =0, falls fiir mindestens ein 1 <i <dgilt u; =0, z€ Z

(i) C(us,...,uq | z) = uj, falls fiir alle 1 < i < d gilt u; = 1, bis auf genau eine
Komponente 1 < j < dmit u; € [0,1], z € Z

(iii) C ist quasi-monoton auf [0, 1]¢, das heifit fiir jedes Hyperrechteck
A =TI [us, vi] € [0,1) gilt:

Vo(A) = ApyClu, . ug | 2) = > (=D)NPC(k]2) >0
kengzl{uiwi}

wobei N (k) := |{jlk; = u;}|, (v —u) = (v1 —u1,...,vqa —uq)" und z € Z gilt.

Analog wie fiir den unbedingten Fall, kann auch hier eine bedingte Version des Sat-

zes von Sklar formuliert werden.
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Satz 1.5.2 (Satz von Sklar fir bedingte Copulas)

(1)

Sei F(-,...,- | Z) eine multivariate bedingte Verteilungsfunktion mit Rand-
verteilungen Fi(- | Z),...,Fy(- | Z). Dann existiert eine bedingte Copula
C :[0,1]% x Z — [0,1], sodass fiir alle z1,...,14 € R gilt

F(zy,...,2q | 2)=C(Fi(x1 | Z),..., Fa(zq | Z) | Z).
Wenn Fi(- | 2),...,Fy(- | Z) stetig sind, dann ist die bedingte Copula ein-

deutig bestimmt.

Umgekehrt gilt: Ist C(-,...,- | Z) eine bedingte Copula und sind Fj(- |
Z),..., Fy(- | 2) eindimensionale, bedingte Verteilungsfunktionen, dann ist
die durch

Flzy,...,2q| 2) = C(F(21 | 2),...,Fyza] 2) | 2)

definierte bedingte Verteilung eine multivariate bedingte Verteilung, die genau
die vorgegebenen bedingten Randverteilungsfunktionen Fi(- | Z),..., Fy(- |
Z) besitzt.

Bemerkung:

Haben wir unsere bedingte Verteilungsfunktion mit ihren bedingten Randverteilun-

gen gegeben, so konnen wir auch hier wieder explizit eine Formel fiir unsere bedingte

Copula angeben, und zwar

C’(ul,...,ud | Z):F(Ffl(ul ‘ Z),...,Fgl(ud | Z) | Z)

Mittels Copulas lassen sich nun auch Ausdriicke fiir bedingte Verteilungsfunktionen

angeben. Nach Satz 1.1.10 wissen wir, dass die partiellen Ableitungen einer Copula

fast iiberall existieren. Fiir einen Zufallsvekor U = (U, ..., Uy)T mit Copula C kén-

nen wir unter anderem auch die folgenden Ableitungen k-ter Ordnung bestimmen:

9" C(uy, ..., uq)

C® (uy, ..., uq) ouy ... 0uy
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Haben wir nun feste Werte fiir die Zufallsvariablen Uy, ..., Uy_; gegeben, dann ist

die Dichte der bedingten Verteilung fiir U, gegeben durch

3k0(k) (tu Uy, 7U’k71) (ak_lc(k_l) (ul? co ’ukl))l

hugon, o, (] v, ug—) = o, B

8u1, Ce ,8uk,1
Es folgt also fiir die bedingte Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Uy fiir k =
2,...,d:

C(k)(uk ’ ul,...,uk,l) = P(Uk S U ‘ U1 = ul,...,Uk,1 = uk,l)

Uk
= / hUk|U1 77777 Uk—l(t ‘ Uy ... ,uk,l)dt
0

B OFLCW) (uy, ... ug) (3<k—1)0k_1(u1, . ,uk_l))_l

8u1, R ,8uk_1
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2 Bivariate Archimedische Copulas

Im folgenden Kapitel wollen wir uns einer der wichtigsten und interessantesten Klas-
sen innerhalb der Copulas widmen, den Archimedischen Copulas. Es gibt eine Viel-
zahl von Griinden, warum sie eine breite Anwendung in der Modellierung finden.
Zum einen sei da die Einfachheit durch die sie konstruiert werden konnen, anderer-
seits die grofse Vielfalt an Copula Familien die dieser Klasse angehoren und nicht zu
vergessen die vielen praktischen Eigenschaften, die sie besitzen.

Wir werden uns damit beschéftigen, wie sie im Zweidimensionalen konstruiert wer-
den und welche Eigenschaften die sogenannten Erzeugerfunktion mitbringen miissen,
damit durch sie bivariate Archimedische Copulas generiert werden kénnen. Eben-
falls werden wir mehrere einparametrische Archimedische Copula Familien genauer
betrachten und uns anschliefend den analytischen Eigenschaften dieser Klasse von

Copulas widmen.

2.1 Archimedische Erzeuger und Konstruktion

Um im Folgenden Archimedische Copulas zu konstruieren, wollen wir uns vorher
mit bestimmten Funktionen und ihren zugehorigen Inversen beschéftigen, die solche

Copulas erzeugen konnen.

Definition 2.1.1 (Archimedischer Erzeuger):
Eine monton fallende, stetige Funktion ¢ : [0,00) — [0, 1] bezeichnen wir als Ar-
chimedischen Erzeuger, wenn sie die Bedingungen 1(0) = 1 und lim, . ¢ (z) = 0

erfiillt und diese streng monoton fallend auf dem Intervall [0, inf{z : ¢)(x) = 0}] ist.
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Die zugehorige Inverse ¢! ist ebenfalls streng monoton fallend auf ihrem Definiti-
onsbereich [0, 1]. Gilt insbesondere inf{z : ¥(z) = 0} = 0o, so bezeichnen wir 1) als

strikten Archimedischen Erzeuger.

In Abbildung 2.1 kénnen wir die graphische Unterscheidung zwischen striktem und
nicht striktem Erzeuger beobachten, wobei bei der nicht strikten Erzeugerfunktio-

nen ¢ die Bijektivitit nur auf dem Intervall [0, inf{z : ¢(z) = 0}] gewéhrleistet ist.

(a) (b)

Abbildung 2.1: Strikte (a) und nicht strikte (b) Erzeugerfunktion mit zugehoriger

Inversen

Kommen wir nun an den Punkt, an dem wir mit unserer Erzeugerfunktion v und
der zugehorigen Inversen 1)1 unter gewissen Voraussetzungen eine bivariate Copula

generieren kénnen.
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Definition 2.1.2 (Bivariate Archimedische Copula)
Wir bezeichnen eine bivariate Copula als Archimedisch, falls sie fiir einen Archime-

dischen Erzeuger 1 und seiner Inversen ¢~! folgende Darstellung hat:

Clu,v) = (" (w) + 07 (), w0 € 0,1,

Satz 2.1.3 (siehe Alsina et al. [1])

Sei ¢ ein Archimedischer Erzeuger, dann ist fiir u,v € [0, 1] die durch

Clu,v) = (@~ (w) + 97 (v))

gegebene Funktion eine Archimedische Copula, genau dann wenn 9 konvex ist, das
heit fiir alle 2,y € Ry und X € [0,1] gilt p(Az + (1 — N)y) < Mp(z) 4+ (1 — N (y).

Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass die Bedingung (%) von Definition 1.1.7 fiir
einen beliebigen, nicht konvexen Archimedischen Erzeuger nicht unbedingt erfiillt

sein muss.

Beispiel 2.1.4
Sei 1 eine Funktion auf [0, 00) gegeben durch

1—=x falls x € [O, %},
Y(x) =43/2—2z fallsze [L 3],
0 falls x € [%,oo)

welche der Defintion nach einem Archimedischen Erzeuger entspricht. Die bivaria-
te Funktion v (¢~ (u),¥ 1 (v)), ist jedoch aufgrund der fehlenden Konvexitit nicht
quasi-monoton, da sie hier im vorliegenden Fall beispielsweise negative Masse auf

dem Rechteck [1¢, 12]? annimmt:
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Viele Abhdngigkeitseigenschaften solcher Copulas sind relativ einfach festzulegen,
da sie sich auf die analytischen Eigenschaften der Erzeugerfunktion v zuriickfithren
lassen. Beispiele dafiir geben R. B. Nelsen [9] oder A. Miiller und M. Scarsini [11].

Betrachten wir nun zwei Beispiele fiir Archimedische Copulas mit jeweils einer strik-

ten und einer nicht strikten Erzeugerfunktion.

Beispiel 2.1.5
Sei y(t) = et fiir t € [0, 00] konvex, da inf{z : ¥(z) = 0} = co mit Y~ (t) = —log(t)
ist ¢ ein strikter Archimedischer Erzeuger. Konstruieren wir nun nach obiger Defi-

nition eine Copula C, so erhalten wir

C(u,v) = — log(e™ + ¢™) = ( log(e™))(~ log(e™)) = uv = TI(u, v).
Demnach ist die Unabhéngigkeitscopula II eine strikte Archimedische Copula.
Beispiel 2.1.6
Sei (t) =1 —t fiir t € [0,1], dann ist ¥~ 1(t) = 1 — ¢ fiir t € [0, 1], das heift also

wir kénnen auch schreiben ¢(¢) = max(1 — ¢,0). Konstruieren wir nun wieder nach

obiger Definition unsere Copula C| so erhalten wir
C(u,v) =max(l — ((1 —u)+ (1 —=v)),0) = max(u+v — 1,0) = W(u,v).

Somit ist die Maximumscopula W der unteren Fréchet-Hoeffding Schranke ebenfalls
Archimedisch.
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2.2 Einparametrische Archimedische Copula

Familien

Wie wir gesehen haben, konnen Archimedische Copulas nach Definition 2.1.2 kon-
struiert werden, daher wollen wir uns nun ein paar Beispiele fiir parameterabhingige
Erzeugerfunktionen anschauen, mit denen wir unsere Archimedischen Copulas ge-
nerieren und diese bestimmten Familien zuordnen kénnen. Wir werden auch sehen,
dass die bereits vorgestellten Maximums-, Minimums- und Produktcopula in ein-
zelnen Spezialfillen diesen Familien zugeordnet werden kénnen. Zuziiglich zu den
einzelnen Archimedischen Copula Familien wollen wir fiir markante Parameter die,
mit der Programmiersprache R erzeugten, zugehorigen Scatterplots darstellen, die
die Transformation der gleichverteilten Werte in Realisierungen entsprechend der
Randverteilung darstellen. Die Grafiken zeigen deutlich, wie die Parameterwahl die
Abhéngigkeitsstrukturen der verschiedenen Copula-Ansétze beeinflusst. Das Verfah-
ren zur Simulation von Zufallswerten aus einer gegebenen Archimedischen Copula

heraus wird nochmals etwas ausfiihrlicher im vierten Kapitel vorgestellt.
Clayton Copula
Diese Copula besitzt fiir § > 0 die strikte und fiir 6 € [—1,0) die nicht strikte

Erzeugerfunktion ¢g(t) = (6t + 1)71/% mit der Inversen v, ' (t) = 3(t=% — 1), somit
hat die Clayton Copula die folgende Gestalt:

1
0

C§ (u,v) = <9<%(u—9 )+ l(v_g B 1)> N 1) ~1/6

(
(u79 + ’Ufg . 1)71/0
= [max(u= + v —1,0)] 7/
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Insbesondere gilt dann C% (u,v) = W (u,v) = max(u+ v — 1,0), limg_,o CS' (u,v) =
(u,v) = uv und limg_,o CF'(u,v) = M (u,v) = min(u,v). In Abbildung 2.2 sehen
wir die zugehorigen Scatterplots fiir # = 0.5 und 6 = 5.

Clayton (theta=0.5) Clayton (theta=5)

Abbildung 2.2: Scatterplots von 1500 simulierten Daten der Clayton Copula mit
Parameter § = 0.5 (links) und § = 5 (rechts)

Ali Mikhail Haq Copula

Die Ali Mikhail Haq Copula zeichnet sich aus durch ihre strikten Erzeugerfunktion

(t) = exl;l)(_t)efO und der Inversen ¢, (t) = In(*"%=2) mit 9 € [~1,1), demnach ist

dann

AMH — .
Co " (u,v) = exp(In(=2=) 4 (=) — 6
B (1 —0)uw
- (=01 = w))(1 =01 — ) — fuv
(1= 0)uw

T 101 —u)—0(1—v) — Ouv + 02(1 —u)(1 —v)
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B (1 —0)uw

S 1-0(1—uw)(1—v) —0+62(1 —u)(1—0)
B (1= 0)uw
C(1=0)(1—-0(1—u)(1—-))

uv

1—6(1—u)(l—v)

Fiir den Spezialfall # = 0 ergibt sich somit die Produktcopula CsMH(y, v) =
II(u,v) = uv. In Abbildung 2.3 sehen wir die zugehorigen Scatterplots fiir 6 = —0.9
und 6 = 0.9.

Ali Mikhail Haq (theta=-0.9) Ali Mikhail Haq (theta=0.9)
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Abbildung 2.3: Scatterplots von 1500 simulierten Daten der Ali Mikhail Haq Copula
mit Parameter § = —0.9 (links) und 6 = 0.9 (rechts)
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Gumbel-Hougaard Copula

Die Gumbel-Hougaard Copula besitzt die strikten Erzeugerfunktion () = exp(—t'/%)
und die Inverse ¢, ' (t) = (= In(¢))? mit § € [~1,00), demnach hat sie die Form

Gy (u,v) = exp(—((= In(u))” + (= In(v))")"*).

Zu dieser Familie gehort wiederum die Produktcopula C&H (u,v) = H(u,v) = ww
und Minimumscopula limg_,., C§# (u,v) = M (u,v) = min(u,v). In Abbildung 2.4

sehen wir die zugehdrigen Scatterplots fiir 6 = 2.5 und 6 = 7.5.
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Abbildung 2.4: Scatterplots von 1500 simulierten Daten der Gumbel-Hougaard Co-
pula mit Parameter § = 2.5 (links) und § = 7.5 (rechts)
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Frank Copula

Diese Copula hat die strikte Erzeugerfunktion ¢(t) = —% In(14(exp(—6)—1) exp(—t))

und die Inverse ¢, ' (t) = — ln(%) mit 6 € (—oo,00)\{0}, es folgt demnach

_ by excn(—g) — 1) &XP(=0u) — D)(exp(=v) — 1)
=51 (1+( p(=0) = 1) (exp(—0) — 1)? )

1 (exp(—0Ou) — 1)(exp(—6v) — 1)
= ~3 ln<1 + )

exp(—6) —1

Zu der Frank Copula gehéren wiederum limg_, o, CL7(u,v) = W (u,v) = max(u-+v—
1,0), limg_y0 C§ " (u,v) = T(u,v) = v und limg_,o, C§ " (u,v) = M (u,v) = min(u, v).

In Abbildung 2.5 sehen wir die zugehdrigen Scatterplots fiir 6 = 5 und 6 = 15.
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Abbildung 2.5: Scatterplots von 1500 simulierten Daten der Frank Copula mit Pa-
rameter @ =5 (links) und 6 = 15 (rechts)
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Joe Copula

Die Joe Copula zeichnet sich aus durch ihre strikte Erzeugerfunktion ¢y(t) = 1 —
(1—exp(—t))"? und der Tnversen 1, ' (¢t) = — In(1—(1—¢)?) mit 6 € [1, 00), demnach

ist dann

CJ%(u,v) =1 — (1 — exp(In(1 — (1 — u)g) +1In(1—-(1- 0)9))1/9
S (1= (- (= W) ()
=1-1-1-1-uw)f!—1Q—=v)f+1—-ul1-0v)))°
1 (L= ) 4 (1= ) — (1= (1))

Joe (theta=5) Joe (theta=10)
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Abbildung 2.6: Scatterplots von 1500 simulierten Daten der Joe Copula mit Para-
meter § =5 (links) und 6 = 10 (rechts)

Es gilt dann CY°¢(u, v) = I(u,v) = v und limg_,o, Cy°°(u,v) = M (u,v) = min(u, v).

In Abbildung 2.6 sehen wir die zugehdrigen Scatterplots fiir 6 = 5 und 6 = 10.
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Kapitel 2. Bivariate Archimedische Copulas

Gumbel-Barnett Copula

Die Gumbel-Barnett Copula besitzt die strikte Erzeugerfunktion ¢y(t) = exp(3(1 —
exp(?))) und die Inverse ¢, ' (¢) = In(1 — 61n(¢)) mit 6 € (0, 1], es folgt also

CSB () = exp(%(l — exp(in(1 — 01n(w) + In(1 ~ 01n(v)))
_ exp(é(l — (1 - 0ln(w)(1 — 01n(v))))
_ exp(%(l — (1 01n(u) — 01n(v) + 6 In(u) In(1))))
— exp(In(u) + In(v) — 61n(u) In(v))
— wvexp(—0In(u) In(v)).
Gumbel-Barnett (theta=0.1) Gumbel-Barnett (theta=0.9)

Abbildung 2.7: Scatterplots von 1500 simulierten Daten der Gumbel-Barnett Copula
mit Parameter 6 = 0.1 (links) und 6 = 0.9 (rechts)
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Kapitel 2. Bivariate Archimedische Copulas

Wir sehen wieder leicht, dass die Produktcopula limg_,o CSP(u,v) = (u,v) = uv
Teil dieser Familie ist. In Abbildung 2.7 sehen wir die zugehdrigen Scatterplots fiir
0 =0.1und 6 =0.9.

2.3 Analytische Eigenschaften

Archimedische Copulas zeichnen sich durch ihre positiven und praktischen Eigen-
schaften aus, die einschligigsten und wichtigsten sind in dem folgenden Korollar

rusammengefasst.

Korollar 2.3.1

Sei C' eine bivariate Archimedische Copula mit Erzeuger ¢, dann folgt:
(i) C ist kommutativ: C'(u,v) = C(v,u) fir alle u,v € [0, 1]
(ii) C ist assoziativ: C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) fir alle u,v,w € [0, 1]

(iii) Fiir eine Konstante ¢ > 0 ist ¢ ebenfalls ein Erzeuger von C

Bemerkung: Die obigen Eigenschaften folgen leicht aus der Definition 2.1.2 fiir

Archimedische Copulas. Die Kommutativitit ergibt sich aus
Clu,v) = (¥~ (u) + 97 (v))

(7 () + 97 (u)

C

(v, u)

und fiir die Assoziativitit konnen wir zeigen, dass

C(C(u,v),w) =YW~ (W (u) + 97 (v))) + ¥ (w))
(W~ (w) + o7 (v )H/) H(w))

(W7 W) + o7 (@ () + ¥ (W)
(u, C(v,

G
G

Y +
WY +
C w

)
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Kapitel 2. Bivariate Archimedische Copulas

stets gilt. Die letze Bedingung ergibt sich ebenfalls aus Definition 2.1.2 und der Tat-

sache, dass die Konvexitit auch fiir ¢y erhalten bleibt.

Der Name , Archimedisch® leitet sich bei dieser Klasse von Copulas aus dem Ar-
chimedischen Axiom ab. Dieses besagt, dass fiir zwei positive, reelle Zahlen = und
y mit x < y immer eine natiirliche Zahl n € N existiert, so dass nx > y gilt. Eine
bivariate Archimedische Copula verhilt sich wie eine bindre Verkniipfung auf dem
Intervall [0, 1], wobei die Copula jedem Tupel (u,v) auf dem Einheitsquadrat [0, 1]?
eine Zahl auf dem Einheitsintervall zuordnet. Aus Korollar 2.3.1 kénnen wir ent-
nehmen, dass diese Verkniipfung sowohl assoziativ, als auch kommutativ ist und wir
damit nicht nur eine partielle Konkordanzordnung, sondern sogar eine feste Ord-
nung definieren kénnen, das heiftt aus u; < us und v; < vy folgt in diesem Fall
C(ug,v1) < C(ug,vs).

Fiir ein beliebiges u € [0, 1] konnen wir die sogenannte C-Stdirke ul (engl. C-powers)
von u rekursiv definieren durch u}, = v und ul,™ = C(u, u®), wobei u2 nach Defi-
nition 1.1.12 den diagonalen Schnitt dc(u) von C' darstellt. Die Version des Archi-
medischen Axioms ist in unserem Fall letztendlich, dass fiir zwei reele Zahlen v und
v aus dem Intervall (0, 1) stets eine positive natiirliche Zahl n € N existiert, sodass

ug < v gilt.

Satz 2.3.2 (sieche Nelsen [9])
Sei C eine bivariate Archimedische Copula generiert durch die Erzeugerfunktion .
Dann existiert fiir alle u,v € [0,1] eine positive natiirliche Zahl n € N, so dass

ue < v gilt.

In Definition 1.1.12 haben wir die Schnitte einer Copulas kennengelernt, diese geben

uns ebenfalls ein Kriterium wie wir Archimedische Copulas charakterisieren konnen.

Satz 2.3.3 (sieche Nelsen [9])
Sei C' eine bivariate assoziative Copula, ist dann fiir alle u € (0,1) der diagonale

Schnitt von C' in u, dc(u) < u, so ist C' eine bivariate Archimedische Copula.
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Wie in Abschnitt 1.2 kénnen wir die Konturmengen einer Copula fiir ein festes
k € [0,1] definieren als {(u,v) € [0,1]* | C(u,v) = k}. Fiir eine Archimedische
Copula sind dies die Punkte auf der Konturlinie ¢ (u) + v (v) = ¥(k), die die Punkte
(1,k) und (k, 1) auf dem Einheitsquadrat [0, 1]> miteinander verbindet. Eine beson-

dere Eigenschaft dieser Konturlinien ist ihre Konvexitét.

Satz 2.3.4 (siehe Nelsen [9])

Die Konturlinien einer bivariaten Archimedischen Copula C' sind konvex.

Bemerkung: Wie wir in Abschnitt 2.3 gesehen haben, werden die Maximums-,
Produkt- und Minimumscopula II ebenfalls der Klasse der Archimedischen Copulas
zugeordnet. In Abbildung 1.5 kdnnen wir daher auch die konvexe Struktur der Kon-
turlinien von W, II und M betrachten.

Mit einer abschliefsenden Eigenschaft, wollen wir noch einen weiteren Zugang liefern,
der es uns ermoglicht, Aussagen iiber den Zusammenhang der partiellen Ableitun-

gen einer Archimedischen Copula zu machen.

Satz 2.3.5 (siehe Nelsen [9])
Sei C' eine bivariate Archimedische Copula mit Erzeugerfunktion . Dann gilt fiir

fast alle u,v € [0, 1]:

0C (u,v)
ov

0C(u,v)

(™) (@) = Y ()
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3 Multivariate Archimedische

Copulas

Wie bereits im zweiten Kapitel fiir den bivariaten Fall erliutert wurde, stellen mehr-
dimensionale Archimedische Copulas ebenfalls eine bedeutende Klasse fiir multiva-
riate Abhéangigkeitsmodelle dar, welche betréchtliche Popularitéit in einigen prakti-
schen Anwendungen geniefen.

Nach C.-H. Ling [7] besitzt jede Archimedische Copula im d-dimensionalen Fall die

einfache Form

Cluy, ..., ug) =V w) + -+ Yug), (ug,...,uq)" €[0,1)%,

wobei hier ¢) wieder den Archimedischen Erzeuger von C' darstellt. Die Umkehrung
der Aussage gilt im Allgemeinen jedoch nicht immer, das heifst wiahrend jede d-
dimensionale Archimedische Copula per Definition die obige Form hat, muss nicht
jede derart definierte Funktion einer Archimedischen Copula entsprechen. Wie be-
reits einleitend erwidhnt wurde, tritt hier auch ungeachtet der enormen Fortschritte
in der Copula-Theorie ein weiteres Problem auf, ndmlich dass es im Vergleich zum
Fall der bivariaten Copulas eine viel geringere Anzahl an multivariaten Copula-
Modellen gibt, da die Erweiterung bivariater Copulas auf den mehrdimensionalen
Fall nicht immer so einfach mdoglich ist.

Die Bedingungen an einen Archimedischen Erzeuger ¢, um eine d-dimensionale Co-
pula zu erzeugen, ist in der Vergangenheit noch nicht iiberzeugend dargestellt wor-
den. Jedoch gab es bereits zwei Ansétze, zum einen von Schweizer und Sklar [12],
die zeigten, dass ein Erzeuger 1 eine bivariate Copula erzeugt, genau dann wenn

sie konvex ist, wogegen Kimberling [6] bewies, dass ¢ eine Archimedische Copula
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in einer festen Dimension d erzeugt, genau dann wenn die Erzeugerfunktion eine
vollstindig monotone Funktion auf dem gegebenen Intervall darstellt. Die Bedin-
gung von Kimberling stellte sich jedoch letztendlich fiir eine Dimension d > 3 als
zu stark dar, da unter anderem Genest und Rivest [5], Miiller und Scarsini [11] und
Nelsen [8] zeigten, dass nur erforderlich ist, dass 1) Ableitungen bis zur Ordnung
d hat, welche im Vorzeichen alternieren. Obwohl diese Eigenschaft hinreichend und
erheblich schwicher ist, ist sie immer noch nicht direkt notwendig. Erst Alexander
J. McNeil und Johanna Neslahova [10] schlossen diese Liicke, indem sie zeigten, dass
die letztendlich notwendige und hinreichende Bedingung fiir ¢ die sogenannte analy-
tische Eigenschaft der d-Monotonie ist. Daher wollen wir uns in diesem Kapitel auf
Basis der Erkenntnisse von Alexander J. McNeil und Johanna Neslahova [10] damit
auseinandersetzen, welche Anforderungen eine Archimedische Erzeugerfunktion mit

sich bringen muss, um eine d-dimensionale Copula zu erzeugen.

3.1 Archimedische Copulas in hoheren Dimensionen

Bevor wir in diesem Kapitel in den mehrdimensionalen Fall einsteigen, ist es notwen-
dig noch grundlegende Notationen zu vereinbaren. So bezeichnet hier x den Vektor
(z1,...,24) € R% Alle Ausdriicke wie = + y, maz(z,y) oder z < y verstehen sich
als komponentenweise Operationen. Mit [z, y] bezeichnen wir aukerdem das karthe-

sische Produkt [21, 1] X - -+ X [24, y4] und R% den positiven Quadranten [0, 0o)<.

Wie wir bereits im vorangegangen Kapitel Archimedische Copulas fiir den biva-

riaten Fall definiert haben, gehen wir nun analog iiber zum mehrdimensionalen Fall.

Definition 3.1.1 (d-dimensionale Archimedische Copula):

Wir bezeichnen eine d-dimensionale Copula als Archimedisch, falls sie fiir einen Ar-
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Kapitel 3. Multivariate Archimedische Copulas

chimedischen Erzeuger 1) und seiner Inversen 1! folgende Darstellung hat:

Clu) =@~ (w) + -+ ¥ (ua),  we 01"

Bemerkung: Betrachten wir nun den oberen Ausruck genauer, sehen wir, dass
V(N uy) + -+ (uy)) die Randbedingungen (i) und (iz) nach Definition 1.1.7
erfiillt.

(i) Fiir beliebiges 1 < i < d gilt:

C(“lu s 7ui71707ui+17 s 7ud)

= P (w) + -+ (wimn) 9 TH0) + T (wig) + -+ Y7 (wa))
= YH0) + ¥ () + -+ YT () + T (i) -+ U7 (ua))

>0

=0
i1) Fir beliebiges 1 < ¢ < d gilt:
(ii) g g

C(,... Lu,l,...,1)

= Y (w)) = u;

Demnach definiert ein Archimedischer Erzeuger v letztendlich eine d-dimensionale
Copula obiger Form, genau dann wenn t(¢)"!(uy) + - -+ + 97 (ug)) die Eigenschaft
der Quasi-Monotonie erfiillt. Wie wir in Beispiel 2.1.4 gesehen haben, ist die letz-
te Bedingung fiir einen beliebigen Archimedischen Erzeuger notwendigerweise nicht
immer erfiillt.

Fiir den zweidimensionalen Fall konnten wir bereits mittels Konvexitit eine not-
wendige und hinreichende Bedingung an einen Archimedischen Erzeuger aufstellen,
der die Quasi-Monotonie fiir unsere Copula der Gestalt ¥ (¢! (ug) + -+ + ¥ (uy))
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erfiillt. Jedoch wollen wir nun im folgenden Abschnitt einen Weg finden, ein hinrei-
chendes Kriterium an die Erzeugerfunktion fiir Dimensionen d > 3 aufzustellen, die

damit die Bedingung der Quasi-Monotonie fiir die Copula erfiillt.

3.2 d-Monotonie

Wie wir bereits in der Einleitung erwéhnt haben, sind an einen Archimedischen Er-
zeuger 1, der eine d-dimensionale Copula erzeugt, gewisse Vorraussetzungen gebun-
den. Deshalb werden wir nun in den folgenden Abschnitten das Konzept d-monotoner
Funktionen kennenlernen und uns mit ihren zugehorigen Eigenschaften etwas genau-

er beschéftigen.

Definition 3.2.1 (d-monoton / vollstindig monoton):

Wir bezeichnen eine reelle Funktion f als d-monoton auf (a,b), wobei a,b € R und
d > 2, falls f bis zur (d — 2)-ten Ordnung differenzierbar ist, die Ableitungen fiir
alle z € (a,b)

(=D)Ff®(z) >0, k=01,...,d—2

erfiillen und falls (—1)%=2 =2 monoton fallend und konvex auf (a, b) ist.
Sei f nun auf dem Intervall (a,b) beliebig oft differenzierbar und fiir jedes x € (a, b)

gilt (—1)*f®)(x) > 0, so bezeichnen wir f als vollstindig monoton.

Bemerkung: Fiir den Fall d = 1 bezeichnen wir f als 1-monoton auf dem In-

tervall (a,b), falls die Funktion dort nicht negativ und monoton fallend ist.
Die oben formulierte Definition fiir d-monotone (vollstindig monotone) Funktionen

kann erweitert werden fiir Funktionen auf Intervallen die nicht notwendigerweise of-

fen sein miissen.
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Definition 3.2.2:
Eine reelle Funktion f heift d-monoton (vollstindig monoton) auf dem Intervall
I C R, falls sie auf dem Intervall stetig und eingeschriankt auf das Innere I d-

monoton (vollstdndig monoton) ist.

Da die Untersuchung Archimedischer Copulas derer bestimmter Verteilungsfunktio-
nen auf dem R?, vorteilhafter sogar gegeben durch ihre Survivalfunktionen, gleich-
kommt und wir den Umgang mit der umstandlicheren Formel fiir H(x) ausgedriickt
durch H(x) = 1 — H(z) vermeiden wollen, betrachten wir folgende Beobachtungen

fiir Survivalfunktionen.

Lemma 3.2.3 (sieche McNeil et al. [10])
Die d-dimensionale reelle Funktion H : R? — [0, 1] ist eine Survivalfunktion eines

Wahrscheinlichkeitsmafes auf dem R¢, genau dann wenn:

(i) limg,  2oys-oo H(z1,...,24) = 1 und H(zy,...,24) = 0 falls x; — oo fiir

.....

mindestens ein 1 < < d.
(ii) H ist rechtsseitig stetig, das heift fiir alle x € R? gilt:

Ve>0 36>0 Vy>z |y—zl|<d=|H(y)— H(z)| <e

(iii) Die Funktion G, gegeben durch G(r) = H(—z), z € R?, ist quasi-monoton
auf RY.

Im ersten Kapitel haben wir bereits ausfiihrlich iiber die zentrale Rolle des Satzes
von Sklar fiir die Copula-Theorie gesprochen. Da wir uns nun in der Untersuchung
Archimedischer Copulas vordergriindig mit den Survivalfunktionen von Verteilungs-
funktionen beschéftigen, konnen wir die Formulierung des Satzes analog auf Survi-

valfunktionen {ibertragen.
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Satz 3.2.4 (Satz von Sklar fir Survivalfunktionen, siehe Sklar [13])

(i) Sei F eine multivariate Survivalfunktion mit Randverteilungen Fy,... Fy.
Dann existiert eine Copula C : [0,1]¢ — [0, 1], auch als Survivalcopula von F

bezeichnet, so dass fiir alle zq,..., x4 € R gilt

F(xy,...,xq) = C(F1(x1),..., Fq(zq)).

C ist eindeutig bestimmt auf D = Ran(F;) x -+ x Ran(F). Zudem gilt fiir
alle (uy,...,uq)t € D,

Clur,.. ta) = F(F; () o Ty (wa)),
wobei F;l(ui) =inf{x: Fi(z) <w}, fiiri=1,...,d.

(ii) Umgekehrt gilt: Ist C' eine Copula und sind Fy, ..., Fy eindimensionale Sur-

vivalfunktionen, dann ist die durch

F(xy,...,2q) = O(F1(21), ..., Fa(za))
definierte Funktion eine multivariate Survivalfunktion, die genau die vorgege-

benen Randverteilungen F, ..., Fq besitzt, und C ist eine Survivalcopula.

Sei insbesondere X ein Zufallsvektor mit Survivalfunktion H und stetigen Randver-
teilungen Fi, ..., Fy und U ein Zufallsvektor verteilt wie die Survivalcopula C' von
H, dann folgt

U~ (Fi(X1),...,Fa(Xg) und X~ (F, (Uh),...,F, (Ug)).

Unsere spatere Kernaussage, der wir uns im darauffolgenden Abschnitt schlieklich
widmen werden, hingt von verschiedenen Ergebnissen d-monotoner Funktionen ab.
Das folgende Lemma fasst die wichtigsten Erkenntnisse aus den Sétzen 4, 5 und 6

des Kapitel IV von David Vernon Widder [14] diesbeziiglich zusammen.
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Lemma 3.2.5: (sieche Widder [14])
Sei d > 1 eine ganze Zahl und f eine nicht negative, reelle Funktion auf dem Intervall
(a,b) mit a,b € R. Falls

(A f(z) >0
fir alle k =1,...,d, x € (a,b) und h > 0, mit = + kh € (a,b), dann gilt
(i) f ist monoton steigend auf (a,b)
(i) Fir d > 2 ist f auf (a,b) stetig und konvex

(iii) Fiir d > 2 existieren auf (a,b) die linksseitigen und rechtsseitigen Ableitungen

iiberall. Ferner gilt fiir alle a < x <y < b,
fo(@) < file) < fL(y)

(iv) Firalle k = 1,...,(d— 1) und a < x < y < b, gilt (Ax)*f(x) < (A)*f(y)
wenn h klein genug gewahlt wurde, so dass y + kh < b.

Das zweite Resultat, welches eine wichtige Schliisselrolle bewiesen hat ist die folgen-

de Charakterisierung d-monotoner Funktionen.

Lemma 3.2.6:
Sei f eine reelle Funktion auf (a,b) mit a,b € R und f die auf (b, —a) durch
f(x) = f(—x) definierte Funktion. Desweiteren sei d > 1 eine ganze Zahl, dann sind

folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist d-monoton auf (a,b)

(ii) f ist nicht negativ und erfiillt fiir alle k = 1,...,d, x € (—=b,—a) und h; > 0,
i=1,...;k mit x+hy +---+ h € (=b,—a),

Ahk c. Ahlf(ﬂf) Z 0,
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wobei hier mit Ay, ... Ay, eine sequenzielle Anwendung des Differenzoperators
erster Ordnung Ay, gegeben durch A, f(z) = f(z +h) — f(z) mit z, (z +h) €

(—b, —a), gemeint ist.

(iii) f ist nicht negativ und erfiillt fiir alle k = 1,...,d, = € (—=b, —a) und h > 0,
mit  + kh € (=b, —a),

(Ap)*f(x) = 0,

wobei (Ap)* den k-monotonen sequentiellen Gebrauch des Operators A, be-

zeichnet.

Beweis:

(i1) <= (iii)

Fiir die Hinrichtung sehen wir leicht, dass (i) ein Spezialfall von (4) ist, und zwar
mit h; = h fir allei =1,... k.

Bei der Riickrichtung nehmen wir nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit an,
dass d > 2 ist und setzen ein beliebiges © € (—b, —a) und h; > 0 firi = 1,...,d
fest, mit x + hy +--- + hg € (—b, —a).

Bezeichne nun f; mit [ = 1, ..., d die Funktion auf (—b, —a— (hg+- - - +h;)), gegeben
durch

fity) =Any o A f(y), ye(=b—a—(ha+ -+ h)).

Fiir den Fall d = 1 wére dies nichts anderes, als unsere gegebene Voraussetzung fiir
k=1und h = h;.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass f; fiir | = 2,...,d neben der Nichtnegati-
vitit, auch die weitere Voraussetzung fiir Lemma 3.2.5, und zwar (A,)*fi(z) > 0
fir alle k =1,...,1 — 1, erfiillt.

Diese Behauptung werden wir per Induktion zeigen:
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Induktionsanfang:

Da f auf (a,b) als nicht negativ gegeben ist und f eine Spiegelung entlang der Or-
dinate auf das Intervall (—b, —a) darstellt, ist diese wiederum nicht negativ auf
(=b, —a). Desweiteren ist in der Voraussetzung bereits (A,)f(z) > 0 fiir alle
k=1,...,d, h > 0 mit x + kh € (=b,—a) gegeben, daher sind die Vorrausset-
zungen von Lemma 3.2.5 fiir f erfiillt.

Demnach liefert uns die vierte Folgerung, dass fiir alle k = 1,...,d — 1 und —b <

y<y+hg<—a,

(A" f(y) < (A)*Fy + ha)
— (Ah)kf(y + hg) — (Ah)kf(y) >0

gilt, wenn h geniigend klein gewahlt wird, so dass y + kh € (—b, —a — hy) erfiillt ist.

Schlieflich konnen wir fiir alle k = 1,...,d — 1 zeigen, dass

(AR fly+ ha) = (A Fy) = (A (fly + ha) — F(y))
(AR A, f(y)
= (An)ffaly) > 0

gilt, also auch fy(y) > 0 und folglich ist damit der Induktionsanfang gezeigt.

Induktionsschritt:
Nun nehmen wir an, dass f;1 die Bedingung (Ax)* f141(y) > 0 aus Lemma 3.2.5 fiir
alle k =1,...,1 erfiillt.

Betrachten wir nun

fl(y) = Ahd s AhH-1 (Ahzf(y))

= Ahd R Ahl+1f(y + hl) — Ahd e Ahl+1f<y)
= fra(y + ) = fra(y)

fiir alle y € (=b,—a — (hq+ - -- + h;)), so konnen wir folgern, dass

ARk fiy) = (An)F froa(y + he) — (An)* fria (v)
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fir alle y € (=b,—a — (hga+ -+ h)) und k =1,...,1 — 1 gilt. Nach Lemma 3.2.5

Folgerung (iv) wissen wir, dass wegen

(A  frr () < (A frsa (y + )
— (Ah)kflﬂ(y + hy) — (Ah)kﬁ+1(y) >0

die rechte Seite der vorherigen Gleichung inshesondere nicht negativ ist. Dies liefert
nun unmittelbar, dass f; die Bedingung (Ah)kfl(y) >0 firalek =1,...,1—1
erfiillt.

Wenden wir nun Lemma 3.2.5 auf f, an, kénnen wir mit (i) folgern, dass f, monoton
steigend auf (—b, —a — (hq+ - - -+ hg)) ist. Da nach Annahme z,z+ h; € (=b,—a —
(ha+ -+ h2)) sind und

fQ(Qf + hl) — ]EQ(QT) = Ahd Ce Ath(x + hl) — Ahd Ce AthN(JS)

= Ahd Ce Ahlf(l’)

gilt, folgt, dass A, ... Ap, f(z) > 0 ist.
Da Ay, ... Ay, f(m) > 0ist, kann fiir alle k = 1, ..., d—1 die gewiinschte Implikation
analog gezeigt werden.

Die Nichtnegativitit von fi folgt aus der Monotonie von le.

Bevor wir uns der Hinrichtung widmen, bemerken wir, dass wegen der d-Monotonie
von f die Funktion fiir d = 1 wiederum monoton fallend beziehungsweise fiir d = 2
monoton fallend und konvex ist. Unsere gespiegelte Funktion f ist demnach mono-
ton steigend beziehungsweise monoton steigend und konvex auf (—b, —a). Fir k =1

erfiillt die 1-monotone / 2-monotone Funktion f,
Apf(x) = fla+h) = f(z) 20

fir z + h € (—=b,—a) und h > 0, da f monoton steigend ist. Fiir k£ = 2 erfiillt die

2-monotone Funktion f

(An)*f(z) = f(a+2h) = 2f(x +h) + f(z) 2 0
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fiir 2 + 2h € (—=b, —a) und h > 0, da f monoton steigend und konvex ist (vgl. Satz
2.1.3 Nachweis der Quasi-Monotonie mittels Konvexitét, siche Alsina et al. [1]). Es

ist deshalb ausreichend die Diskussion auf den Fall d > 3 zu begrenzen.

Dass (i) in diesem Fall (77) impliziert, kann mit dem Mittelpunkt-Satz gezeigt wer-
den. Sei nun f d-monoton auf dem Intervall (a,b), dann existieren die Ableitungen
f® fir k=1,...,d—2 auf (—b, —a) und sind dort nicht negativ. Demnach gibt es
fir alle k =1,...,d — 2, x € (—=b,—a) und h > 0, so dass z + kh € (—b, —a), ein
z* € (x, x4 kh) mit (A,)*fE (z*) > 0.

Fiir die Umkehrung sei nun ein € (—b, —a) beliebig. Folgerung (iv) aus Lemma
3.2.5 liefert uns, dass fiir alle k =1,...,d — 1 und h > 0, mit = + kh € (=b, —a),

<~

<~
PN (Ah)k(f(w)— (z —1 ) >0

gilt, immer wenn [ > 0 geniigend klein ist, so dass x — [ € (—b, —a). Bilden wir nun

den Limes fiir [ — 0, so folgt, dass

(A (LI (847 0) 2 0
und somit die linksseitige Ableitung f" ebenfalls die Vorraussetzungen fiir Lemma
3.2.5 fiir jedes k = 1,...,d—1 erfiillt. Durch Folgerung (ii) wissen wir insbesondere,
dass f' stetig auf dem Intervall (—b, —a) ist.

Die Existenz von f’ auf (—b, —a) garantiert uns letztlich die erneute Anwendung
von Lemma 3.2.5, dieses Mal mittels Folgerung (iii) bezogen auf f.

Dieselbe Argumentationsfolge kann sukzessiv auf die Funktionen f®) angewendet
werden, da die Ableitungen wiederum die Voraussetzungen von Lemma 3.2.9 erfiil-

len.
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Im letzten Schritt liefert dies dann, dass die Ableitung f(d_z) auf dem Intervall
(=b, —a) existiert und die Bedingung (A,)*f=2)(x) > 0 fiir k = 1,2 erfiillt. Insbe-
sondere ist f(4-2 sogar stetig, monoton steigend und konvex.

Zusammenfassend gesagt existieren also die Ableitungen f(k) firk=1,....,d —2
auf dem Intervall (—b, —a) und sind dort stetig, nicht negativ, monoton steigend
und konvex. Aufgrund von (—1)*f®)(z) = f®)(—z) ist die Riickrichtung ebenfalls
gezeigt.

3.3 Notwendige und hinreichende Bedingung an

Archimedische Erzeuger

Der Grund warum die d-Monotonie eine solch enorme Bedeutung fiir unsere Ker-
naussage hat, hangt von folgendem Ergebnis ab, welches die d-Monotonie mit der

Existenz von Survivalfunktionen in Verbindung bringt.

Lemma 3.3.1:

Sei f eine reelle Funktion auf dem Intervall [0, 00) und H gegeben durch
H(z) = f(| max(z,0)[l), = €R"

Dann ist H eine Survivalfunktion auf dem R¢, genau dann wenn f eine d-monotone
Funktion auf dem Intervall [0, 00) ist und die Randbedingungen lim, ., f(z) = 0
und f(0) = 1 erfiillt.

Beweis:
Zuerst nehmen wir an, es existiere ein Zufallsvektor X im R? mit H(z) = P(X > )

fiir alle € ]Ri. Weiterhin ist klar, dass nach Voraussetzung fiir Survivalfunktionen
lim, . f(z) = 0 gilt.
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Wie schon im Beweis von Lemma 3.2.6 setzen wir wieder f(z) = f(—z) mit Defini-
tionsbereich (—oo, 0] und sehen, dass fiir alle x € (—00,0), k =1,...,d und h > 0
mit z + kh < 0 gilt:

(@) = 0 () o i

=0
k
=Y (=D > flz+in)
1=0 JC{L,.. k) T=l
k
e D ) L N —(z—l—x —+lh>)
1=0 JC{1,... k} #J=1

NI S Rt )
P<ﬂ{ —-X; < }ﬂ{ X, <= +h}>
|

Il
—~
|
—
~—
S
L

1=0 Jc{1,..., k},#J !

(ﬂ{x c (———h —% )

Im letzte Schritt haben wir hierbei das Prinzip von Inklusion und Exklusion ange-

it J icJ

wendet.

Da es sich bei P um ein Wahrscheinlichkeitsmafs handelt, ist der letzte Ausdruck
offensichtlich nicht negativ, also impliziert die Aquivalenz zwischen Bedingung (i)
und (74) aus Lemma 3.2.6, dass f d-monoton auf (0,00) ist. Da f auferdem nach
der Voraussetzung von Survivalfunktionen rechtseitig stetig in 0 ist, ist sie sogar

nach Definition 3.2.2 d-monoton auf [0, o).

Um die Umkehrung zu beweisen, ist es hinreichend die drei Bedingungen von Lem-
ma 3.2.3 nachzuweisen.

Fiir die erste Bedingung gilt offensichtlich

lim  H(xy,...,1q) = lim f(||(max(z1,0),. .., max(z4,0))" 1)

= f(I0,....0)" ) = f(0) =11
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aufgrund der gegebenen Voraussetzung f(0) = 1. Desweiteren ergibt sich fiir ein
1 <i<ddann

lim H(zy,...,2q) = lim f(x;) =0

T;—>00 T;—00

nach Voraussetzung.

Die zweite Bedingung ergibt sich aus Lemma 3.2.5, demnach ist f bei gegebener
d-Monotonie insbesondere stetig auf [0, 00). Da die Norm eine stetige Abbildung in
Bezug auf die durch sie induzierte Topologie darstellt und wir die Maximumsfunk-
tion formulieren kénnen als max(z,0) = 3(z + |z[), was einer stetigen Komposition
aus Addition, Quotienten und Betagsfunktion entspricht, ist somit H als Komposi-
tion stetiger Funktionen wiederum rechtseitig stetig.

Es muss also als letzte Bedingung nur noch die Quasi-Monotonie von H(—x) nach-
gewiesen werden. Da H rechtseitig stetig ist und keine Masse auferhalb von [0, c0)?

annimmt, lasst dies uns darauf schliefsen, dass

Anf(=llzll) = f(=llzls + h) = f(=llz]l1) = 0

fiir alle x € (—00,0)? und h > 0, mit z + h < 0, gilt. Dies ist jedoch unmittelbar

durch Bedingung (i) von Lemma 3.2.6 garantiert, wenn wir x = ||z||; setzen.

O

Kommen wir nun zu unserer Kernaussage, die schlielich eine notwendige und hin-

reichende Bedingung an unseren Archimedischen Erzeuger liefert.

Satz 3.3.2:
Sei 1 ein Archimedischer Erzeuger. Dann ist die Funktion C' : [0, 1]¢ — [0, 1] gegeben
durch

C(u) = w@bil(ul) +oeee wil(ud))v (ulv SR 7ud)T € [07 1]d

eine d-dimensionale Copula, genau dann wenn ) d-monoton auf dem Intervall [0, c0)

ist.
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Beweis:

Wie bereits in der Bemerkung nach Definition 3.1.1 erwdhnt wurde, erfiillt C' immer
die Randbedingungen (i) und (ii) fiir Copulas. Damit bleibt nur noch die Eigen-
schaft zu zeigen, dass C' quasi-monoton ist, genau dann wenn ) d-monoton auf dem
Intervall [0, c0) ist.

Da jeder Archimedischer Erzeuger stetig ist und die Bedingung ¢(0) = 1 erfiillt, ist
im Ubrigen F' gegeben durch

Y(z) falls z >0,
1 falls © < 0

eine stetige, univariate Survivalfunktion.
Nehmen wir also an, ¢ wére d-monoton auf dem Intervall [0,00), dann ist nach
Lemma 3.3.1 die Funktion H definiert durch

H(z) = ¢(|maz(z,0)[), = €R,

eine Survivalfunktion auf dem R mit stetigen identischen Randverteilungen F. Der
Satz von Sklar fiir Survivalfunktionen stellt dann sicher, dass die Funktion C, dar-
gestellt mittels H durch

= =—1 —=-1

Cury ... uq) = HF (u1),..., F (ug))

fiir alle (uy,...,uq)" € [0,1]¢ eine Copula ist. Desweiteren ist
_ L (u; fir u; € [0, 1),
N (G 0,1)
—00 fiir u; = 1.

Da max(F 1(1),0) =0 = ¢ !(1) folgt im Allgemeinen F~'(u;) = ¢ ~'(u;) fiir alle
u; € [0,1]. Demnach haben wir fiir beliebiges (u1,...,ug)? € [0,1]¢ schlieRlich eine
Copula der Form
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Umgekehrt nehmen wir nun an, C sei eine Copula. Wegen dem Satz von Sklar fiir
Survivalfunktionen folgt wieder, dass H(x) = C(F(z1), ..., F(xq)) fiir (z1,...,74)7 €
R? eine gemeinsame Survivalfunktion mit identischen marginalen Survivalfunktio-
nen F ist. Desweiteren kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir alle z =

(z1,...,2q)" € RL,

VTHE (1)) + -+ T (F ()
Y W(a)) + +UT ((a)))

gilt.
Daher erfiillt H die Behauptung von Lemma 3.3.1 mit f = 1, da lim,_,o ¥(z) = 0
und ¥ (0) = 1 erfiillt ist, woraus folgt, dass 1) d-monoton auf dem Intervall [0, c0)

ist.

O

Bemerkung: Wir sehen hier wieder leicht, dass Satz 2.1.3 einen Spezialfall von Satz
3.3.2 fiir d = 2 darstellt.

Eine weitere unmittelbare Folgerung liefert uns das nachfolgende Korollar.
Korollar 3.3.3:

Angenommen 1) sei ein Archimedischer Erzeuger mit Ableitungen bis zur d-ten Ord-
nung auf dem Intervall (0, 00). Dann erzeugt ¢ eine Archimedische Copula, genau

dann wenn (—1)Fp®) () > 0 fiir alle k = 1,...,d gilt.

Es ist desweiteren offensichtlich, dass aus der d-Monotonie eines Archimedischen

Erzeugers ¥ nicht unbedingt die k-Monotonie fiir £ > d folgt. Anders ausgedriickt
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heifst dies also, dass d-monotone Archimedische Erzeugerfunktionen nicht notwen-
digerweise Archimedische Copulas in Dimensionen héher als d generieren. Diese
Feststellung motiviert uns, die Beobachtung in der folgenden Definition mittels ei-

ner zusammenfassenden Notation nochmals festzuhalten.

Definition 3.3.4 (Klasse Archimedischer Erzeuger):
Mit W, bezeichnen wir die Klasse der d-monotonen Archimedischen Erzeuger fiir
d > 2. Desweiteren bezeichnet somit W, die Klasse aller Archimedischer Erzeuger,

die eine Archimedische Copula in beliebiger Dimension d > 2 erzeugen koénnen.

Andererseits bedeutet dies, dass fiir eine d-monotone Funktion mit d > 2, diese
auch k-monoton ist fiir alle 1 < k < d. Nach der obigen Definition ausgedriickt

folgert man demnach

Uy DWUs DUy DL

Mit dieser Notation konnen wir schlieflich auch die bewiesene Behauptung Kimber-
lings, die lautete, dass v eine beliebig dimensionale Archimedische Copula erzeugt,
wenn die Erzeugerfunktion ¢ vollstindig monoton auf dem gegebenen Intervall ist,

in folgender Proposition bestéitigen.

Proposition 3.3.5: (siehe Williamson [15])
Ein Archimedischer Erzeuger v liegt in W, genau dann wenn er vollstdndig mono-

ton auf [0, 00) ist.

Zusammenfassend haben wir also nun gezeigt, dass die Vorraussetzung von Kim-
berling sich als zu stark erwiesen hat und erst Alexander J. McNeil und Johanna
Neslahova nachwiesen, dass es moglich ist, unter der schwécheren Vorraussetzungen

d-monotoner Funktionen, d-dimensionale Archimedische Copulas zu erzeugen.
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4 Simulation

In der Statistik stellt die Simulation von abhingigen Zufallsvariablen aus stochasti-
schen Modellen eine wichtige Anwendung dar. Daher wollen wir im abschliefenden
Kapitel eine Methode zur kiinstlichen Erzeugung von Zufallsrealisationen aus Ar-
chimedischen Copulas heraus einfiihren und uns dabei die besonderen Eigenschaften

dieser Klasse von Copulas bei der Umsetzung der Simulation zu Nutzen machen.

4.1 Allgemeine und bedingte Inversionsmethode

Im folgenden wollen wir einen Weg finden, die gemeinsame Verteilungsfunktion bei
gegebener Copula und gegebenen Randverteilungen zu simulieren. Wir wollen al-
so fiir eine Copula C' eine Realisierung aus auf dem Einheitsintervall [0, 1] stetig
gleichverteilten Zufallsvariablen erzeugen, die die Copula als gemeinsame Vertei-

lungsfunktion haben.

Algorithmus 4.1.1: (Allgemeine Inversionsmethode)

Sei U eine auf dem Einheitsintervall [0, 1] stetig gleichverteilte Zufallsvariable und
F eine Verteilungsfunktion mit zugehériger Quantilfunktion F~!(a) = inf{z € R :
F(x) > a}. Dann erhilt man die Zufallsvariable X, indem man die Zufallsvariable U
in die Quantilsfunktion F~! einsetzt. Die allgemeine Inversionsmethode impliziert
somit zur Erzeugung einer Realisation x aus einer Verteilungsfunktion F' folgenden

Algorithmus:

1. Erzeuge eine Zufallszahl u aus der Verteilung U(0, 1)
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2. Setze x = F~(u)

Wenden wir nun die allgemeine Inversionsmethode auf die bedingten Verteilungen
an, so konnen wir mit der sogenannten bedingten Inversionsmethode ein weiteres
Vorgehen formulieren. Somit kénnen wir per Rekursion die Realisation einer multi-
variaten Copula durch sukzessive Transformation von auf [0, 1] stetig gleichverteilten

Zufallsvariablen mit jeweiligen Quantilfunktionen erzeugen.

Algorithmus 4.1.2: (Bedingte Inversionsmethode)

Sei C' eine absolutstetige Copula und Cy(uq,...,ux) = Cluq,...,ux, 1,...,1) fiir
k=1,...,d eine k-dimensionale marginalen Verteilung von C' mit C(u;) = uy und
Ca(uy, ..., ug) = C(uy,...,uq). Die bedingte Verteilungsfunktion von uy, gegeben

Uy, ..., Ug_1, ist gegeben durch

Crlug | ur, ... ;up—1) = P(Up < ug | Uy = ug, ..., Upy = ug—q)

_ () (O O (o uea)
8u1 N auk_l 8U1 e 8uk_1

1
fiir k = 2,...,d, falls [ 27 C=1ete) ) £ Dann kann mit folgendem Algo-

ouq...0uk_1

rithmus eine Realisierung der Copula C' erzeugt werden:
1. Erzeuge eine Zufallszahl u; aus der Verteilung U(0, 1)

2. Erzeuge eine Zufallszahl uy aus der bedingten Copula C(us | uq)

3. Erzeuge eine Zufallszahl u, aus der bedingten Copula C(ug | uy, ..., ug_1)

Bei der Simulation einer Realisierung aus Cj(uy | uq,. .., ux_1) wird zunéchst eine
auf dem Intervall [0, 1] stetig gleichverteilte Zufallszahl v bestimmt und diese in die
Quantilfunktion C, ' eingesetzt, um somit das u; zu bestimmen. Als gewiinschtes

Ergebnis erhilt man auf diese Weise einen d-dimensionalen Zufallsvektor aus der
Copula C.
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Ein grofter Vorteil der bedingte Version der Inversionsmethode ist, dass sie auf alle
Arten von Copulas angewendet werden kann. Sie hat jedoch durch ihre rekursive De-
finition eine sehr hohe Rechenlaufzeit, insbesondere wenn die bedingten Verteilungen
nicht mehr analytisch berechnet, sondern nur noch durch numerische Approxima-

tionen Nédherungen an die Losung gefunden werden konnen.

4.2 Simulation fiir Archimedische Copulas

Wie einleitend bereits erwidhnt wurde sind die positiven analytischen Eigenschaf-
ten Archimedischer Copulas ausschlaggebend dafiir, dass die bedingte Inversionsme-
thode unter Verwendung der Archimedischen Erzeugerfunktion vereinfacht werden

kann.

Satz 4.2.1: (siche Cherubini et al. [2])
Sei mit C'(uy,...,uq) eine d-dimensionale Archimedische Copula mit Erzeugerfunk-
tion v gegeben, dann gilt fiir alle k =2,...,d

PEI@ () + -+ () )
P un) + -+ 7 (up))
wobei ¢)*~1 der Ableitung der Ordnung k — 1 der Erzeugerfunktion 1 entspricht.

C’k(uk ’ Uy ... ,uk_l) =

Algorithmus 4.2.2: (Bedingte Inversionsmethode fir Archimedische Copulas)
Haben wir eine d-dimensionale Archimedische Copula gegeben, mit Erzeugerfunkti-

on 1y und der Inversen 1, L

C(d;@)(uh e 7Ud) = %(%_1(“1)7 ce a%_l(ud))

so konnen wir, nachdem wir die Ableitungen ¢)*~Y fiir k = 2, ..., d bestimmt haben,

folgendermalfen vorgehen:

o8



Kapitel 4. Simulation

1. Simuliere d unabhéngige Zufallszahlen vy, ..., v, aus der stetigen Gleichvertei-
lung U(0, 1).

2. Setze u; = vy.

3. Setze

Y (Y~ ur) + 9 (u2))
Y (P~ (us))

vy = Cag)(u2 [ 1) =
und 16se diese Gleichung nach wuy auf.

4. Fiihre dies fort bis zum Schritt d und setze dann wieder

VY () + -+ Y (ua))
YD () + -+ P (ug1))

Vg = C(d;@)(ud | Uty - - ,Udfl) =

und 16se diese Gleichung nach u, auf.

Betrachten wir nun als Beispiel eine Simulation einer Realisierung anhand der biva-
riaten einparametrischen Archimedischen Clayton Copula, wie wir sie in Abschnitt

2.3 kennengelernt haben.

Beispiel 4.2.3:

Gegeben sei die Clayton Copula C’gfm(u,v) = (w0 + v — 1)7Y mit fiir > 0
strikten Erzeugerfunktion vy (¢) = (6t + 1)~"/% und Inversen ¢, ' (t) = 4 (¢t % — 1) fiir
allgemeines 0 € [—1,00)\{0}.

Da wir eine bivariate Copula vorliegen haben, miissen wir nur die Ableitung bis zur

ersten Ordnung bestimmen.

6+1
0

Yp(t) = —(0t +1)”

Generieren wir uns nun im ersten Schritt jeweils zwei Zufallszahlen @ und v aus der

Verteilung U(0, 1) und setzen u = @. Bleibt nur noch unser v zu bestimmen aus
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—(OGE — )+ 1))+ )T

—(0GW?=1))+1)" 7

6+1

(u?—1+0vf—1+1)"0

Clapy(v | u) =

N
I

—

0 _ _
— v =u 40 -1
—

= v=(0"u —u’9+1)*1/9

Somit haben wir nun mit dem Tupel (u,v) eine Realisierung der Clayton Copula
mit Parameter 6 erzeugt. In dem Scatterplot in Abbildung 2.2 kénnen wir 1500
solcher Realisierungen betrachten, jeweils fiir die Parameter 6 = 0.5 mit schwacher

Abhédngigkeit und € = 5 mit stirkerer Abhingigkeit.
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