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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Moglichkeit Abhéngigkeiten zwischen
Zufallsvariablen beliebiger Dimensionen zu analysieren. Dabei werden drei Moglichkeiten
genau diskutiert: die klassische Korrelation nach Pearson und die in dieser Arbeit
vorgestellte Distanz Korrelation und Brownsche Distanz Korrelation.

Die Abhéngigkeit oder allgemein der Zusammenhang zwischen Zufallsgréfien sind
Aufgaben, welche in vielen Bereichen, wie zum Beispiel der Zeitreihenanalyse oder der
Finanzmathematik, grofe Anwendung finden, aber auch in anderen Bereichen, wie in
klinischen Studien, der Metaanalyse oder der Mustererkennung eine wichtige Rolle
spielen.

Der haufig genutzte Zugang iiber die Pearsonsche Korrelation ist eine Moglichkeit lineare
Zusammenhénge zwischen Zufallsgrofien zu ermitteln. Da die Bestimmung der
Pearsonschen Korrelation relativ einfach ist, wird diese Mafizahl haufig verwendet, obwohl
die Korrelation einige Nachteile mit sich bringt. So zum Beispiel werden nichtlineare
Zusammenhénge zwischen den Zufallsgroflen von der Korrelation nicht miterfasst,
deswegen ist die Unabhéangigkeit durch die Korrelation nicht eindeutig charakterisierbar.
Die Charakterisierung der Unabhéngigkeit ist aber eine wiinschenswerte Anforderung an
ein Mafl zur Messung des Zusammenhangs zwischen Zufallsgrofien. Die in vorliegender
Arbeit vorgestellten Messgrofien, die Brownsche Distanz Korrelation und die Distanz
Korrelation, erfiillen genau diese Anforderung. Beide Gréfien sind, wie die Pearsonsche
Korrelation, Mafle zur Messung der Abhéngigkeit zwischen Zufallsvariablen und haben
auBerdem noch einige interessante Eigenschaften, die den Eigenschaften der Pearsonschen
Korrelation dhneln. Zudem kann die Brownsche Distanz Korrelation als eine Erweiterung
beziehungsweise eine Verallgemeinerung der Pearsonschen Korrelation interpretiert
werden.

Das erste Kapitel beschéftigt sich nochmal mit dem Zugang iiber den Pearsonschen
Korrelationskoeffizienten um einerseits nochmal die Nachteile bzw. Grenzen dieser
MafBzahl zu verdeutlichen und um andererseits parallele Eigenschaften, welche in Kapitel



2 erst deutlich werden, mit der Brownschen Distanz Korrelation aufzuzeigen. Auflerdem
werden die charakteristischen Funktionen eingefiihrt, da diese Funktionen grundlegend
fiir die Distanz Korrelation sind und daher durchgéngig in den weiteren Kapiteln
Verwendung finden werden.

Im zweiten Kapitel definieren wir die Distanz Korrelation und untersuchen einige ihrer
Eigenschaften, wobei die bereits erwéhnten Gemeinsamkeiten beziehungsweise
Unterschiede zur Pearsonschen Korrelation genauer betrachtet werden. Danach werden
Schétzer fiir die Distanz Korrelation und Distanz Kovarianz eingefiihrt und deren
Eigenschaften genauer analysiert. Anschlieend wird ein Test auf Unabhéngigkeit
vorgestellt, welcher einen engen Zusammenhang zu dem zuvor erwdhnten Schétzer der
Distanz Kovarianz besitzt. Dieses Kapitel basiert hauptsichlich auf den Arbeiten von
Székely, Rizzo und Bakirov aus dem Artikel ,Measuring and Testing dependence by
correlation of distances*,2007.

Das dritte Kapitel befasst sich mit der Brownschen Distanz Korrelation. Die
Hauptaussage dieses Kapitels ist, dass Brownsche Distanz Korrelation und Distanz
Korrelation gleich sind und dass die Brownsche Distanz Korrelation eine Erweiterung der
Pearsonschen Korrelation ist. Dieses Kapitel befasst sich iiberwiegend mit den
Ergebnissen von Székely, Rizzo und Bakirov aus dem Artikel ,, Brownian Distance
Covariance*, 20009.

Im vierten Kapitel sind einige Beispielanwendungen fiir die vorherigen Ergebnisse aus
Kapitel 2 und Kapitel 3 gegeben.

Zur Berechnung von Daten und der Darstellung von Grafiken wurde die statistische
Programmiersprache R verwendet.



Kapitel 1
Pearsonsche Korrelation &
Charakteristische Funktion

1.1 Pearsonsche Korrelation

Fiir diesen Unterabschnitt definieren wir Voraussetzungen, die fortan fiir jeden Satz
gelten aufler wenn explizit andere Voraussetzungen angegeben sind: (£2, A, P) ist ein
Mafiraum und (', A’ ) ist ein Messraum. X,Y: Q — ' sind zwei Zufallsvariablen auf
(2, A, P) mit E(X?) +E(Y?) < o0

Definition 1.1 (Kovarianz). Seien X und Y Zufallsvariablen, so heif3t
Cov :=Cov(X,Y) =

E((X —E(X))- (Y —E(Y)))
_ /Q /Q (x — B(X))(y — E(Y))dPx (2)dPy (1)

die Kovarianz von X und Y.

Die Kovarianz ist eine Messgrofie um den linearen Zusammenhang zwischen zwei
Zufallsvariablen zu ermitteln. Wenn die Kovarianz negativ ist, dann gehen grofle Werte
der einen Zufallsvariable grofitenteils mit kleinen Werten der anderen Zufallsvariablen
einher. Falls die Kovarianz positiv ist, gehen groie Werte der einen Zufallsvariable
grofitenteils mit groffen Werten der anderen Zufallsvariablen einher.



1.1. Pearsonsche Korrelation

]/B\eispiel 1.2. Seien X ~ Bin(n,px) und Y ~ Bin(n,py) und
X = (X,Y) ~ Mult(n, (pz, py))-
Cov(X,)Y)=E(X —EX))- (Y —EY))) =EXY —E(X)Y —E(Y)X + E(X)E(Y))
E(XY)-EX)EY)-EX)EY)+EX)E(Y) = IEJ()A() —E(X)E(Y)
= n(n — V)pxpy — n’pxpy = —npxpy

Die Kovarianz besitzt vorteilhafte Eigenschaften, die im folgenden Satz zusammengefasst
sind:

Satz 1.3. Seien X, X7, Xo,..., X, und Y Zufallsvariablen, dann gelten folgende Eigen-
schaften:

(i) Cov(X,)Y) = Cov(Y,X);
(ii) Cov(aX+b,Y) = aCov(X,Y);

ov(X+Y,Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y,Z2);

(iii

i) C
) C
(iv) Cov(X,X) = Var(X);
(v) [Cou(X,Y)| < /Var(X)-/Var(Y);
i)

(Vi) Var(3Xr, X;) =30 Cov(Xi, X;) = S0 Var(X;) + 2300 30 Cou(X5, X;).
Beweis. (i)
Cov(X,Y)=E(X —EX))- (Y —-EY))) =E(Y —E(Y)) - (X —E(X))) = Cov(Y, X).
(i)
Cov(X,Y)=E(a(X —E(X))(Y —E(Y))) =adE(X —E(X))(Y —E(Y))) = aCov(X,Y).
(iii)

Cov(X +Y,2)




1.1. Pearsonsche Korrelation

=E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)?

=E(X?) - E(X)? = Var(X).

(v) Es reicht zu zeigen, dass E(XY)? < E(X?)E(Y?) gilt.

Wir definieren f(a) := E((Y — aX)?), dann ist f'(a) = —2E(XY) + 2aE(X?) und somit
A, = %. Setzen wir nun a,,;, in f ein, erhalten wir:

E(XY)? | E(XY)?
E(X2)  E(X?)

0 < f(amin) = E(Y?) -2 & E(XY)? <E(XHE(Y?).
AuBerdem gilt: E(|XY|) < co wegen |XY| < (max{X,Y})? < X?+Y2
(vi) folgt aus (iii) und (iv). O

Bemerkung: Aus den Eigenschaften (i)-(iii) folgt, dass die Kovarianz eine symmetri-
sche Bilinearform auf dem Raum der quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen ist. Die
Eigenschaft (v) bezeichnet man als die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Anmerkung: Oftmals hat man bei realen Aufgabenstellungen das Problem dass man
die genauen Parameter einer Zufallsvariable nicht genau kennt, aber dafiir eine bestimmte
Anzahl an Beobachtungen der Auspragungen der gesuchten Zufallsvariable gegeben ist. Aus
diesen Beobachtungen ist es nun moglich erwartungstreue Schéitzer fiir die gewiinschten
Parameter zu berechnen. Dabei gilt: Desto gréfler die Anzahl der Beobachtungen, desto
besser ist die Approximation.

Definition 1.4 (Empirische Kovarianz). Seien x4, xo, . .., z, und y1, ya, . . . , y, beobachtete
Werte einer Zufallsvariable X bzw. Y. Die empirische Kovarianz ist gegeben durch:

n—1
=1
wobei
1 < I
i=1 i=1
die empirischen Mittelwerte von xy,...,x, bzw. yq,...,y, sind.
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Abbildung 1.1: Regressionsgerade fiir Datensatz hills

Beispiel 1.5. Betrachten wir den Datensatz hills aus dem R-Paket MASS und untersu-
chen den Zusammenhang zwischen den Stichproben des Attributs time und des Attributs
dist, so sehen wir graphisch in Abb[T.1] dass ein linearer Zusammenhang besteht.

Berechnen wir die empirische Kovarianz fiir die Werte erhalten wir einen Wert von
cov(dist,time) = 254.1944 und schlieBen daraus, dass ein positiver linearer
Zusammenhang zwischen den Stichproben besteht. Nun bleibt die Frage nach der Stérke
des Zusammenhangs, die als néchstes geklart wird.

Bei unseren ersten Voriiberlegungen und dem Beispiel oben haben wir festgestellt, dass
das Vorzeichen der Kovarianz lediglich die Tendenz des linearen Zusammenhangs
bestimmt, aber nicht den Grad des Zusammenhangs. Um zusétzlich den Grad zu
bestimmen, ist eine Normierung der Kovarianz notwendig.

Definition 1.6 (Pearsonsche Korrelation). Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit end-
lichen zweiten Momenten, dann ist die Korrelation (nach Pearson) gegeben durch:

Cov(X,Y)
= POxy = X,Y = .
pi= pxy = pl ) VVar(X) - /Var(Y)

Diese Mafizahl dient dhnlich wie die Kovarianz zur Bestimmung des linearen
Zusammenhangs zweier Zufallsvariablen. Der Unterschied zur Kovarianz ist, dass die
Korrelation eine standardisierte Grofle ist, das heifit der Wertebereich ist auf das Intervall
[-1,1] eingeschrénkt. Liegt der Wert bei 1, so haben die Zufallsvariablen einen perfekten
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positiven Zusammenhang. Wenn der Wert bei -1 liegt, dementsprechend einen perfekten
negativen linearen Zusammenhang. Ist der Wert 0, so liegt kein linearer Zusammenhang
vor, dennoch ist es moglich das die Zufallsvariablen nichtlinear zusammenhéngen. Diese
Situation bleibt aber in der Regel von dieser Mafizahl unentdeckt. Dies gilt auch fiir die
Kovarianz.

Bemerkung Ist X = (Xy,---,X,) dann wird die Kovarianz bzw. die Korrelation mit
der sogennanten Kovarianzmatriz Cov(X) bzw. Korrelationsmatriz p(X) ausgedriickt. Es
gilt

Cou(X) = (Cov(Xi, X)),y und p(X) = (p(Xi, X,

1,j=1 2,j=1"

Beispiel 1.7. Seien X ~ Bin(n,px) und Y ~ Bin(n,py) und
X = (X,Y) ~ Mult(n, (ps, py)). In Beispiel haben wir schon gesehen, dass

Cov(X,Y) = —npxpy. Daraus errechnen wir:
pxy = Cov(X,Y) _ —NpxpPy _ _\/ PxPy
' \/VaT(X)\/Var(Y) \/an(l —pX)\/npy(l — py) (1—px)(1—py)

Satz 1.8. Seien X und Y Zufallsvariablen

b ¢

(iV PoXtacY+d = T PX.Y fiir a,b,c,d € R.

Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus der Definition der Korrelation.

(i)

Cov(X,Y)?  Satdl3v) Var(X)Var(Y)
Py = < =1
’ Var(X)Var(Y) = Var(X)Var(Y)
(iv)
Cov(bX +a,cY +d) be - Cov(X,Y) b ¢

PbX+a,cY+d =

VVar(bX + a)Var(cY +d) N Vb Var(X)2Var(Y) N WH/}X’Y.
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Bemerkung Eigenschaft (iv) besagt, dass p invariant unter positiven linearen Transfor-
mationen ist.

Definition 1.9 (Unkorreliert). Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, falls
gllt PXyYy = 0.

Unmittelbar aus der Definition kénnen wir folgern, dass Zufallsvariablen unkorreliert
sind, wenn sie unabhéngig sind.

Satz 1.10. XY unabhéngig = XY unkorreliert.

Bewess.

Es reicht zu zeigen, dass die Kovarianz von X und Y gleich 0 ist:

Cov(X,Y) = E((X —E(X))- (Y —E(Y))) = E(XY — E(X)Y — E(Y)X + E(X)E(Y))
= E(XY) ~ E(X)E(Y) ~ E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
— 2E(X)E(Y) - 2E(X)E(Y) = 0

]

Bemerkung: Aus diesem Satz folgern wir nun, dass wenn X und Y unabhéngig sind,
gilt:

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y) =Var(X)+ Var(Y). (1.1)
T

Wiinschenswert wire die Aquivalenz in Satz [1.10| da die Berechnung der Korrelation
leicht durchfiithrbar ist und man somit ein effektives Werkzeug hétte, um die

Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen nachzuweisen. Jedoch impliziert die Unkorreliertheit
nicht die Unabhéngigkeit wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.11. Sei (2, P) ein Laplaceraum tiber Q = {0,1, —1} und X (w) := |w|,
Y (w) := w, dann sind X und Y unkorreliert:

~1+0+1

E(XY) =E(Y) = ——

=0=EX)EY)=Cow(X,Y)=EXY)-E(X)E(Y) =0,
aber X und Y sind nicht unabhéngig:

P(X=Y=0)=P(Y =0) =




1.2. Charakteristische Funktionen

Wie bei der Kovarianz kann man auch bei der Korrelation einen Erwartungstreuen
Schétzer fiir diese Mafizahl definieren. Dabei ist der Zusammenhang zwischen der
empirischen Kovarianz und der empirischen Korrelation analog wie bei der Kovarianz und
der Korrelation.

Definition 1.12 (Empirische Korrelation). Seien z1, zs, ..., 2, und yi, 4, . . . , y, beobach-
tete Werte einer Zufallsvariable X bzw. Y. Die empirische Korrelation ist gegeben durch:

Sg(,Y Z?:l (s — T0) (Y — Un)

Pxy = = £ Y .
Vst VI @ TP YL T

Beispiel 1.13. Betrachten wir noch einmal den Datensatz hills aus dem Paket MASS
wie in Beispiel und berechnen die empirische Korrelation:

Pdist time = cor(dist,time) = 0.9195892.

Damit sehen wir nun auch rechnerisch das tatséchlich ein starker positiver linearer Zusam-
menhang zwischen dist und time besteht.

1.2 Charakteristische Funktionen

Die Charakteristische Funktion ist eine Moglichkeit die Verteilung einer Zufallsvariablen
zu charakterisieren. Insbesondere die Unabhéngigkeit, die einen engen Zusammenhang zu
charakteristischen Funktionen besitzt, wird hier genau untersucht. Es werden einige
Eigenschaften der Charakteristischen Funktion vorgestellt, die durchgéngig in dieser
Arbeit von Nutzen sein werden. Das Hauptziel dieses Unterabschnittes ist eine
Aquivalenzbedingung zwischen Unabhiingigkeit und Charakteristischen Funktionen und
einen Schétzer fiir die charakteristische Funktion zu erhalten.

Definition 1.14 (Charakteristische Funktion). Sei X eine Zufallsvariable mit dim(X)=n,
dann heifit py : R" — C mit

ox(t) = / U XdP = E(eX) Vvt e R”
Q
die charakteristische Funktion von X.

Bemerkung
(i) Wegen |e X| = 1 und der majorisierten Konvergenz ist o (t) fiir alle t € R” definiert;
(ii) ¢x(t) ist nur von der Verteilung Py abhingig.

Lemma 1.15. Es gilt:|¢’® — 1| < |a| Va €R.

10
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Bewess.

—ig —iS +ia

e

e — 1] = 2| =] - e’ — 1] = 2|

= |a|.

Wir zeigen nun eine Reihe von besonderen Eigenschaften der charakteristischen Funktion.

Satz 1.16. Sei X eine Zufallsvariable mit dim(X)=n und bezeichne px die Charakteristi-
sche Funktion von X. Es gilt:

(i) ¢x(0) =1;
lox ()| <1 VteR"™;
ox(t) = ex(—t) = p_x(b);

(ii)
) @

(iv) X=0 P-fast sicher = px = 1;
)
i)

(iii

(v) Fiir Ae R™" e R™ und YV := AX + 3 gilt: py (t) = e Py (ATt);
(v

Beweis. (i)

ex(t) ist gleichmaBig stetig.

und

px(—t) =E(e" ) = E(¢" 9) = p_x(b).

(iv)

ox(t) = / ¢ Xdp = / ¢ 0dp = / 1dP = 1Vt € R™.
Q Q Q

11
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oy (t) =E(?Y) = (et AX+0)) = (/A0 X . ¢t F)

(vi) Sei € > 0, wir withlen C' > 0 so groB, dass P(|X| > C) < £ und |(t1 — t5)"] < 55. Wir
erhalten mit Lemma [L.15]

ox (t1) — x(t2)] = | / X — g3 Xqp| < / X _ X |gp
Q2 Q

T T T T
/ |€Zt1 X ezt2X|dP / ‘6“1 X ezt2X’ dP
X|<C X|>C
|X]< |X] P

< / 1Y — X |qp +/ 2dP
|X|<C |X|>C

= / |3 X| |2 X _|dP + 2. P(|X]| > C)
S <

wlm

< / |ei(t1_t2)TX — 1|dP + ge
X|]<C 3

2
S/ (1 — t2)" X[dP + Ze
x|<C 3

2
< |t —t2)"|C+ Ze<e
—_— 3
<30
Damit folgt die Behauptung. O

Satz 1.17. Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit dim(X)=n, dim(X)=m, dann
gilt:
oxy(t,s) =px(t) py(s) VteR" VseR™

Bewess.
— R X+TY)y (it X pisTY X7Y@abh-E WTXY R ) =
pxy(t, s)=E(e )=E(e" Te )T = (e ) -E(e™ ) = ox(t) - py(s).

]

Anmerkung Die in Satz verwendete Charakteristische Funktion px y (¢, s) ist die
Charakteristische Funktion der gemeinsamen Verteilung von X und Y. Wenn die Umkeh-
rung in Satz gilt, erhalten wir eine Aquivalenzbedingung fiir die Unabhéngigkeit. Die
Umkehrung wird spéter gezeigt.

12
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AuBlerdem folgt aus dem Satz folgendes: Sind X und Y unabhéngig mit
dim(X) = n = dim(Y) = ¢xiv(t) = ox(t) - py(t). Wihlen wir Z := X+Y = A - (X, V)T
mit A := ([, I,), wobei I, die n x n Einheitsmatrix ist, dann ist

SatALTT

SatTT6(v) ;.
(1) ) it o pxy (A1) = oxy (t,1) "= ox(t) - oy (1),

~—
=1

Yz

Beispiel 1.18 (Normalverteilung). Da wir in einem spéteren Zusammenhang die cha-
rakteristische Funktion der Normalverteilung benutzen werden, ermitteln wir diese hier
2

zunéchst. Sei X ~ N(0,1) mit fx(y) = \/Lz—ﬂ -7, dann ermitteln wir die charakteristische

Funktion:
*y

W“):/ v A m/ ”y”dy’

A(t+h)—A(t

dann ist wegen | eih2_1| AR < |A(®)] ly”,l?' |A(t)||y| und dem Satz von
der majorisierten Konvergenz die Funktion integrierbar, also fithren wir die Berechnung

der CF auf eine Differentialgleichung zuriick:

/

1o CoT—1 e % © o
Oy (t) = \/—2_77/ iye™ =2 dy = \/ZZ_W [76 =y } +/ ite > - ey

" © _z RNV | -2
- - e 2 ey =—t e e 2 dy = —t-px(1).

V2T J_so S V2T

—t2
Die Differentialgleichung besitzt die Losung px(t) = ez - const.

2
Fiir t=0 erhalten wir 1 = ¢x(0) = e2 -const = 1-const = const = 1 und somit

42
= px(t) =e2.
Ist Y ~ N(u,0?) dann ist Y = 0 X + p also mit Satz [1.16{v)

ey (t) = ¢ px(oTt) = 5

Fiir den multivariaten Fall: Sei X ~ N(p,Y) mit Kovarianzmatrix 3 € R™" dann ist:
px(t) = etnT

Hier ein Uberblick iiber einige charakteristische Funktionen:

’ Verteilung \ charakteristische Funktion \ Verteilung \ charakteristische Funktion

Ber(p) pet+1—p Unif(a,b) %
Bin(n,p) (pe* +1—p)" N (. 0?) it =75"
NBin(r.p) (52 X (1— 2%)7"

Poi(A) M exp(A) )\i\it

Geo(p) T Cauchy(a,b) eiat=blt|

13
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Wir wollen eine Darstellung der charakteristischen Funktion haben, die der
Taylorentwicklung @hnelt, aber anstelle der Ableitungen der Funktion die Momente der
Zufallsvariable benutzt. Dazu beweisen wir einen Satz {iber die Ableitungen der
charakteristischen Funktionen und anschlieBend eine Aussage iiber das Restglied der
Exponentialreihe.

Satz 1.19. Sei X = (X4,...,X,) eine Zufallsvariable zu der alle gemischten Momente

existieren, d.h. E( X;j) <oomit0<r; <n;, j=1,...,nund rj,n; € N, dann gilt:
7=1

(i) D(t) == %gp x(t) exisitert Vt € R" und ist gleichméBig stetig in t;
1 ln
(i) D(O) = i B([TL, X07).

Beweis. Abkiirzend bezeichnen wir r := (ry,--- ,r,). Wegen [, | [] X;j |[dP < 0o Vr; < n;
j=1
7 =1,...,n existiert

n

Uy (t) = i25=17 / (J[x;)e" Xap vteRrn.

Q o

n

Nun setzen wir Y := [] X;j und definieren die Dichten

j=1
0 lis [Y+dP =0, 0 lis [Y=dP =0,
apt =01 +J wmddp- =0 I o]
IYTJP sonst W sonst.

Dann ist

Wp(t) = %=1 ( / e Xdpt 4 / e“TXdP—>
Q Q

als charakteristische Funktion aufgefasst gleichmafBig stetig.
Fiir h#0 gilt

br(tr Ry tn) =ty ) s oo ary (€M —1
. = (&= Q(HXj )e —F— ) dP.

j=1

(. /

. n i oith X1 _ n r n ,,.
B il lo(h)| = I(TT X)) (2522 < (T X501 128 = | 7T X711l
j= = =

ethX1_1 L'Hospital

. Z*Xleith .
5 }lll_)r% =e— =X, folgt

und wegen lim
h—0

14



1.2. Charakteristische Funktionen

g(h) > (J[x7)e™ ¥ -ixy  h—o.

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt, dass a%wr(t) exisitert

mit —z/JT( ) = V(11,0 o) (£). Wegen ¢ (t) = @x () ergibt sich durch iteratives Anwenden
von dem obigen die Existenz von

arrh”+rn

— = D(t).
o o o= D)

Weiter gilt D(t) ist gleichmifig stetig, da ¢,(t) gleichméBig stetig = (7).
Setzen wir fiir t=0 in D(t) ein erhalten wir:

D(0) = ¢,(0) = =" - E(] [ X}7)

und somit folgt (ii). O

. iz o (iz)* Mt .
Lemma 1.20. Es gilt " — kZ:O(k!) = (m—|—+1)! ~J(x) mit [J(z)] <1Ve R,

Mit den vorangegangenen Hilfsmitteln ist es nun moglich eine Art Taylorentwicklung fiir
die charakteristische Funktion anzugeben.

Satz 1.21. Sei X eine Zufallsvariable mit E(| X |*+1) < oo fiir ein k € N, wobei [J(z)| < 1.
Dann gilt:
k (it)i 1 -
E(| X)) + 9(t X\ vt € R.
0 =3 P BXY) + 000) B (X

Beweis.

i+ )j k+1

(1XP) + 00 gy (X))

AS)

>~

=
|

k
. E(eitX Lemm Z

J=0 7t

G 51X ) + ot )(;:1)!

-y E(|X[*).

Jj=0 7




1.2. Charakteristische Funktionen

Bemerkung: Wir haben nun lediglich eine Taylorapproximation mittels Momenten fiir
den univariaten Fall. Fiir unsere Zwecke ist der multivariate Fall auch von Interesse zum
Beispiel bei der gemeinsamen charakteristischen Funktion ¢x y (¢, s). Wir folgern die Taylo-
rapproximation von (X,Y) mittels Momenten aus der tatséchlichen Taylorentwickung und
Satz [I.19] Dazu benutzen wir eine mehrdimensionale Taylorentwicklung der charakteristi-
schen Funktion um den Nullpunkt:

=\ itk t]S Satz [
atz L ]+k ivk
_ (Z,,) (Zsl) E(XIY").
= k!

Diese Taylorentwicklung ist nur moglich, falls alle gemischten Momente E(X*Y?) fiir
k,l € N existieren. Falls ny,ny € N die grofiten natiirlichen Zahlen sind fiir die das
gemischte Moment E(X"XY™ ) existiert, so gilt

(1t)? (is) , (it)? (is)
_ § : Jyk § IVEY9.
(pX’y(t,S> = j' /{;' ]E(X Y )+ j' ]{7 E(X Y )19Lk<t,5)
j<nx&k<ny jtk=nx
jtk#n x &jt+k#ny j<nx &k<ny
(it)” (is)"
IV EYN9 .
+ Y T L B(XIY Y, 4t 5)
jtk=ny
J<nx &k<ny

mit |9;,(¢,s)] <1Vt,seR, je{l,--- ,nx}, ke {l,---,ny}. Diese Taylorentwicklung
mittels Momenten kénnen wir nun nutzen, um leichter charakteristische Funktionen zu
berechnen.

Beispiel 1.22. Sei X ~ N(0, 1), dann kann man mit der sogenannten Momentenmethode

die charakteristische Funktion wie folgt berechnen:

Es gilt E(X2+1) =0 Vi € Ny und E(X?) = 80 VI € Ny, denn

| Tl e 1 1 T
E(X¥PY = [ #¥t——e2 dt = —— [——e 2 tQJt} +/2 2= le=m dt
( ) \/— \/ﬁ ¢ J
o0 _0 o
T . 1 _2 .
= (24) [ t¥71 ez dt =2/E(X¥ VN =...=2j-...-2.-E(X) = 0.
(J)/ NG JE( ) J (X)
o) =0

16



1.2. Charakteristische Funktionen

Und
26+1) 22 + L L2 )| : 2, =
E(X ) tt e2dt:\/? —;e?t + [+ DtYe=dt
T T o
o ;6 o0
N T 2(j +1)j
= 1) [ t¥——=e>2 dt = DE(X?) = ==——=E(X%
G+ ) [ e F =+ DB = 2L ()
@+ )
201 (5 4+ 1)1
Und schliefllich mit Satz folgt:
. J
B () ()]E ) X2J 9] Zt 2] 2] 00 (Z_>
ex(t) =2 Z (e =3 G BT~ 2
J=0 J J=0 J=0 (27)127 =0

i“?

=0

.

Um ein Aquivalenzkriterium zwischen charakteristischen Funktionen und der
Unabhéngigkeit zu erhalten ist es notwendig den Begriftf der Fourier-Transformierten
einer Funktion einzufiihren sowie die sogenannte Umkehrformel.

Definition 1.23. Sei h: R" — C lebesgue-integrierbar, dann heiffit v : R® — C mit

v(y) :== /eitTyh(t)dt Vy € R"
R

die Fourier-Transformation von h.

Anmerkung:
(i) Wegen [¢""¥] <1 Vy € R™ und weil h lebesgue-integrierbar ist, d.h. [ |h(t)|dt < oo

R
existiert y(y) Vy € R™;

(ii) v(y) ist beschrénkt, denn |y(y)| < [ e Y||h(t)|dt = f |h(t)|dt;
R’!’L
(iii) Wenn man h entsprechend h = (Re h)" +i(Im h)* — (Re h)~ —i(Im h)~ aufteilt
und die einzelnen Glieder als Dichten auffasst, so erhdlt man eine Summe aus cha-
rakteristischen Funktionen. Da die gleichméflige Stetigkeit bei Summation erhalten
bleibt, folgt das auch die Fourier-Transformation von h gleichméfig stetig ist;

17



1.2. Charakteristische Funktionen

(iv) dt :=d\* =dt, ...dt,, wobei A" das Lebesguemafl auf dem R" bezeichnet.

Satz 1.24. Sei h(t) lebesgue-integrierbar mit der Fourier-Transformation v(y) und X eine
Zufallsvariable, dann gilt:

B((X)) = [ ht) - ex(e)dr

Rn

Beweis. 1. Aus der Beschrénktheit von (y) folgt, dass E(y(X)) existiert.

2. Da €' stetig ist, ist " * auch B(R") x A-messbar, zudem ist h(t) B(R")-messbar und
aufgefasst als Abbildung h : R” x Q@ — C auch B(R™) x A-messbar.

Insgesamt ist h(t)e™ ¥ B(R") x A-messbar und insbesondere A" @ P-integrierbar.

3.Mit dem Satz von Fubini folgt

/ h(t) - ox (1)t = / ht) - / 17X g p gy Pbini / Bt Xdnm @ dP

R"” R xQ

_7 / h(;eﬂxdwp — E(y(X)).

Q Rn»

Die Verteilung einer Zufallsvariable Py kénnten wir nun aus Satz [1.24] mittels der
charakteristischen Funktionen gewinnen, falls zu jedem mehrdimensionalen Intervall
I=1°= (ay,b1] X ... X (an, by,] eine lebesgue-integrierbare Funktion h existiert, sodass
v(y) = Lpp(y) gilt. Das Problem dabei ist, dass 7 stetig ist, aber 1; nicht(auler wenn

I =0 oder I = R™). Daher muss man 1; geeignet durch v, approximieren, dazu miissen
wir hy finden, derart dass vy, — 1; fiir A — 0.

s ! s
e—zty 7€—zty
it

Lemma 1.25. Sei hy(t;y/,y") := e N mit ¢, A g,y € Rund i <y, A >0,

dann ist
MWy Y y") =2 arctan(y_Ty/) -2 arctan(y_yy”),
Beweis. 1.Wegen
7ity/ - 7ity" 7)\|t| . / " 7
’h}\(lf;y/’y//)l — |e ' € . e*)\|t|| — e_lefzt(y —y ) - 1||€7Zty ’
it i
! 1
< ’tHy -y ’6_)‘“‘
|t

und dem Satz von der Majorisierten Konvergenz ist h, lebesgue-integrierbar in t.

18



1.2. Charakteristische Funktionen

2. Es gilt

(LY 4w, y") — ha(t ), y")| e HHw) — emit" — e mity’ g omity”| oAl

|wl a |it||w]
= r;]r“ll . | _ —ity’e—itw _ e—ity,|
w
— Al . .
_ € . |€—ztw + 1| |€—zty’|
It|[w] \_:-/
=Alt|
< Aol =€,
w

somit ist hy mit dem Satz von der Majorisierten Konvergenz differenzierbar in y’.
3.

0 0 r ; majo.Kvgz. Vi —zty (Zt) .
/ — hs (t: /AN ztydt J: g /_— —\ Ztydt
YA 0,%(yy y') = ay// Aty y") e = e
= / —et=y) e At gy = —2/008 (tty —y/))e Mdt
—00 0
2 —\t Y | *° =Xt s / /
= =3 | [ze Meos(tly —y)|, — [ e Msin(tly —y))(y - y)dt
] 0
2 e M r N2
== |1 | | sintly —¢))(y o ty =)y —y)di
~ ~ p )
=0 ~-
=2 W-v)?
2 1 7A 2
=3+ 55w =9)7).
Also insgesamt:
2 00 y—y 2 2 Y=Y o
/:__1 X 2 \2 /1 2:__ /:__1 2 1:: '

Integrieren wir nun (*) nach y’ erhalten wir:

My y") = 2arctan (L) + Consta(y/,y),

19



1.2. Charakteristische Funktionen

wobei Consty(y';y") eine Konstante ist, die nur von y’, y” und A abhéngt und wegen

iy ) ef'ity” o efity”
Wy ", y") = / e - e Mdt =0,
1
S

folgt Consty(y',y") = —2arctan (y—Ty”> und insgesamt

o Y/
Y y)—2arctan(y Y ).

Y (y; v, y") = 2arctan (

]

Bemerkung: Mit dem Satz von Fubini kénnen wir dieses Ergebnis nun auf héhere Di-

mensionen erweitern.
Wir erhalten

—itiy; _ o=ty

i

Al €
mtyy)=e =]

i=1
mit ¢,73/,y” € R" und fiir A > 0

n

Yi — Y, vi — Y

, (1.2)

wy v, y') =2" H(arctan(—) — arctan(——)). (1.3)

A A

i=1

Satz 1.26 (Umkehrformel). Sei X = (X,...,X,,) eine Zufallsvariable und seien
y',y" € R derart, dass die Komponenten y;, y/" Stetigkeitsstellen von F, sind

i=(1,...,n). Mit hy und v, gema$ (1.2)) bzw. (1.3|) gilt

1! 1! 1
Y _ Y _ 1
PUX € 1Y) = Px(1) = lim -

/gpx(t)h,\(t;y',y")dt.

Rn

Bewess.

1 “ X, — X, — 1
@2n)" /2” ‘:1(arctan < Z/\ yz) — arctan (%))d}j = E(na (X594, 9"))

2 n

i ( 7‘)
at4 4 1

s (27r)n /SDX(t)hA(t; y/, y”)dt

Rn

Wegen |ﬁ2” H(arctan(x"%y’{) — arctan(fci%ygl)ﬂ <1 VA> 0 und zusammen mit

P(X;=9y})=0 = P(X; =y/) und dem Satz von der Majorisierten Konvergenz folgt
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1.2. Charakteristische Funktionen

ANO (27)™
R”
1 " X, — X, —y
:}\i{% Gn) /2”H(arctan< S yz) — arctan (Tyl>)dp
0 i=1
1 & ”
=(—)" 27l i (X)dP = Px(I?,
(" [ TT2mt (3007 = Pt
Q 1= k3

[]

Satz 1.27. Die Verteilung von X ist eindeutig durch ihre charakteristische Funktion be-
stimmt.

Beweis. Die Menge A:={x € R"|x; ist Unstetigkeitsstelle von Fx,,i = 1,...,n} ist
abzéhlbar, da jedes Flx, nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt. Definieren wir
die Menge B:={z € R"|z; ist Stetigkeitsstelle von Fx,, i =1,...,n} dann gilt Vo € R™ :

Fx(z) = lim Fy(z,)= lim P(—oo < X; <z,)= lim lim Py, <X, <uz,,).

Tn \(T T \(T T \& Yj——00
rn€B rn€B xn€B y;<zn
y;€B

Mit Satz folgt nun die Behauptung.

O
Satz 1.28. X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn gilt: pxy = ¢x - py.
Beweis. ,=* folgt aus Satz[1.17]
,< “ Nach Satz gilt fiir die Produktverteilung P := Px ® Py und
pp(t,s) = opy(t) - p (s) = pxy(t;s).
S p xy =P =Px®Py Perdnath % und Y unabhiingig.
O

Fiir die charakteristische Funktion kann auch ein Erwartungstreuer Schétzer definiert
werden:

Definition 1.29 (Empirische Charakteristische Funktion). Sei X eine reelle Zufallsvariable
und Xy, .-, Xy Stichproben der Zufallsvariable und bezeichne

d
Z]l( oo,t] (X&)
d
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1.2. Charakteristische Funktionen

die empirische Verteilungsfunktion, so heifit

die empirische charakteristische Funktion von X.

Nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen gilt Fi¢ — FxP-f.s. Man kann sogar zeigen,
dass F'¢ gleichméBig gegen Fx konvergiert. Daraus folgt

Jim P (t) = Jim AR = / ARy = py.
Rn Rn

Bemerkung Gegeben seien die Stichproben (X% Y9) = {(X;,Y;)|k = 1,--- ,d} eines

Zufallsvektors (X,Y) mit dim(X)=n und dim(Y)=m, dann ist die empirische Charakteris-
tische Funktion von (X,Y) durch

d
d L itT:v—l-isTy d o 1 E : itT X +isTY;
k=1

Rn+m
gegeben.

Satz 1.30. Es gilt

(iii) E(|o%(t) — ox(®)]*) = 1(1 = lox ()

Beweis. (i)

(ii) Es ist

B0 - BlekOek(-) -2 (327 S e

k=1 k=1
1 & 1 &
_ - itT (Xp—X;) | _ - itT (Xp—X7)
cm (g3 ) op(f 3 anen)
k=1 kl=1;k#j




1.2. Charakteristische Funktionen

; 1
= x @X(t)SOX(—t)JrE
d—1 , 1
= Jox ()] + -

LlexP +

(iii) Mit (i) und (ii) erhalten wir

E(lo%(t) — ox(®)]") = E(Jo% ()]") — E(p% (1) px(—t) — E(p% (—)ox(t) + E(lox (1))
d—

1 1

= —— lex(O + = = lox(®)F = lox () + lex ()
d—1 1

= —— lex(® + 5 — lox(®)”

= (1~ fex ()
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Kapitel 2
Distanz Kovarianz & Distanz
Korrelation

In diesem Kapitel definieren wir die Distanz Kovarianz und die Distanz Korrelation.
Diese Funktionen sind wie die Kovarianz und die Korrelation Mafizahlen zur Messung des
Zusammenhangs zwischen zwei Zufallsvariablen. Die Vorteile sind, dass bei der Distanz
Kovarianz\ Korrelation Zufallsvariablen beliebiger Dimension zugelassen sind und
nichtlineare Zusammenhénge auch miterfasst werden. Eine weitere wichtige Eigenschaft
ist, dass durch diese Mafle die Unabhéngigkeit charakterisiert ist, denn die Distanz
Kovarianz und die Distanz Korrelation nehmen den Wert 0 genau dann an, wenn die
Zufallsvariablen unabhéngig sind.

Zudem wird noch der enge Zusammenhang zwischen Pearsonscher Korrelation und
Distanz Korrelation im normalverteilten bivariaten Fall genauer untersucht.

2.1 Definiton und grundlegende Eigenschaften

Wir entwickeln zuerst bestimmte Voraussetzungen an ein allgemeines Maf, welches den Zu-
sammenhang zwischen Zufallsvariablen messen soll. Und definieren nachdem wir mégliche
Probleme beseitigt haben die Distanz Kovarianz. Zudem zeigen wir einige Eigenschaften
der Distanz Kovarianz bzw. der Distanz Korrelation, die dhnlich zu den Eigenschaften der
Kovarianz bzw. der Korrelation im Kapitel 1 sind.

Eine allgemeine Kennzahl, die den Zusammenhang zwischen Zufallsvariablen misst, sollte
folgende Eigenschaften besitzen:

(i) Sie soll 0 sein wenn die Zufallsvariablen unabhéngig sind;



2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

(ii) Zufallsvariablen verschiedener und beliebiger Dimensionen sollen vergleichbar sein;
(iii) Sie soll skaleninvariant sein.

Wenn man diese Kennzahl nun als Abstand zwischen dem Produkt der charakteristischen
Funktionen der Zufallsvariablen und der gemeinsamen charakteristischen Funktion der
Zufallsvariablen definiert, wird die Mafzahl 0 wenn die Zufallsvariablen unabhéngig sind.
Das ist eine Folgerung aus Satz [1.28]

Um den Abstand zwischen den charakteristischen Funktionen zu messen, benotigen wir
eine geeignete Norm, die in folgender Definition bestimmt wird:

Definition 2.1 (Gewichteter L?-Raum). Ein w-gewichteter L*-Raum ist ein L?*-Raum
L?*(Q2, A, P) mit der Norm

1f(t, )2 = / |f(t, 8)[w(t, s)dtds

Rn+m

mit f: R" x R™ — C und w eine beliebige positive Funktion fiir die das Integral existiert.
Die Funktion w heifit Gewichtungsfunktion.

Durch
A (X,Y;w) = |loxy(t s) — ox()ey(s)|[2
- / lox,y (8 8) — ox (t)py (s)Pw(t, s)dtds (2.1)

erhalten wir ein Maf}, welches den Zusammenhang zwischen Zufallsvariablen misst und
durch XY
B(X,Y;w) = X, Vsw)
VA2(X, X;w)A2(Y, Y w)
erhalt man eine standardisierte Version des Mafles. Das Problem ist nun w treffend zu

wihlen, so dass die Voraussetzungen, die wir an diese Kennzahl stellen, erfiillt bleiben.
Wiéhlen wir fiir w eine integrierbare Funktion, dann erhalten wir nach [13]

A%(eX, eY;w)

lim — (X, Y).
=0 [ A2(eX, e X;w) A2(eY,eY ;5 w) 4 )

Also erhélt man wieder die Pearsonsche Korrelation und die Forderung (i) kann nicht
erfiillt werden. Die Wahl der Gewichtungsfunktion w wird durch folgendes Lemma
motiviert:
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

Lemma 2.2. Sei 0 < a < 2, dann ist Vo € R"

1 —cos(t’z N
| = cma a1l 22
wobei
2m2(1— %)
C’(n, Oé) = OQT(MQ) > 0. (23)

Beweis. Fiir x=0 ist die Aussage klar, denn 1 — cos(¢t70) = 0 und || 0|, = 0, sodass auf
beiden Seiten 0 steht.

Sei also x # 0 und ohne Einschrinkung soll gelten, dass z = (a,0,---,0)7 mit a > 0, da
jeder Vektor durch orthogonale Abbildung in diese Form gebracht werden kann und die
Norm unter orthogonalen Abbildungen erhalten bleibt. Wir definieren

e / dzy -+ -dzp,
S (B2

Rr—

Nach [10] Formel 3.3.2.1, Seite 585, erhalten wir

A:/ dzy -+ - dzy, _ =N /
(L4t 22) 5 Tl J/ (1+82) == ¢

Rn—1

und mit [I0] Formel 2.2.4.24, Seite 298, erhalten wir

o0

2 n—l1 tn—2
A= / —_dt
L)) 1+

2m 2 5 nta n-+ o«
F(” 1>1 2 2B(n—1, 5 —(n—l))
=)

2
1
_re )
P(%52)
wobei B die eulersche Betafunktion bezeichnet mit B(z,y) =

Re(x), Re(y) > 0.
Es ist

L'(z)'(y)
I'(z+y)

fir z,y € C und

d 1—cos(ax)  sin(ax)

da x1+a x1+a
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

und somit
d [ 71— cos(ax) B r sin(ax)
T /—xua dr = /—xa dx
0 0

Mittels der Substitution t=ax erhalten wir

o0 o0 o0

/ Sinygff@dx: / Zi(ni(;(zdt:aal / Sir;@ dt.

0 0 0

Und mit [10] Formel 2.5.3.13, Seite 387, erhalten wir

1 — cos(t"z)

SO ]l

_/ 1 — cos(tia) gt
B+ )5

1 — cos(tia)

[ R
(L4 (Ea/t1)? -+ (/1)?) = [t o]

]Rn

B / 1 — cos(tya) |t @t
o )5 [ o]

_/ dts - - - dt, 1—cos(t1a)dt

= 5 L j2\nie T

Joavg o re ]
—A

Wegen a > 0 folgt

1 — cos(t’'z)

Cn,a)l|z]]3 = /Wdt
Rn

27
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

[1- 2 [1-
=4 C(n, Oé) =A. / —f_(zi(ZIZ) le =A. — —C?_ngla) le
J Tl @)
20 VAT -9) TR 2 AT - 9)
ata 20T (H2) INEE o 20T(H9)
2r2(1 — 2
LY G ) - +n2) > 0.
aQO‘F(T)
O
Mit Lemma 2.2| und der Tatsache, dass bei der Integration von charakteristischen
Funktionen die Sinus-Komponenten wegfallen und dass die Funktion nicht integrierbar
sein darf, erhalten wir die Gewichtungsfunktion
w(t,s;a) = (Cln,a)C(m,a) [t |Is]57) ™ 0<a<2
Fiir die weitere Arbeit wird a = 1 gesetzt und fiir w gilt fortan:
1+n 1+m
w(t,s) = w(t,s:1) = (eacm |l 511,77 (2.4)
wobei n
T 2
cni=0C(n,1) = ——.
r (")

Anmerkung Dass diese Gewichtungsfunktion nicht integrierbar ist, wird schnell deut-
lich: Wir nehmen an, die Gewichtungsfunktion sei integrierbar(wir betrachten den Fall

n=m=1), dann ist
dtds = — / dt/—ds
/ At[s?
01

1 1~ 1~
:_22[__ 2[__ ;
s to s1o

Und fiir die Gewichtungsfunktion hoherer Dimension folgt die Nicht-Integrierbarkeit ana-
log.
Vereinfachend schreiben wir

dtds

14n || N ||1+m

CncmHtH
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

Bevor wir nun die Distanz Kovarianz endgiiltig definieren, miissen wir noch zeigen, dass
der Integrand in tatsédchlich existiert. Dazu bendtigen wir einige Hilfsaussagen, die
spater auch noch Verwendung finden werden.

Satz 2.3 (Additionstheorem und Produkttheorem). Es gilt Va,y € R

= 2(cos(x —y) — cos(z +y));

wn
—
=
—~
8
~—
n
.
=}
—~
<
~—
[

= 2(cos(z — y) + cos(x + v));

= s (sin(z — y) + sin(x + ));

y) = sin(x) cos(y) % sin(y) cos(z);
cos(z)cos(y) =1 — (1 —cos(z)) — (1 — cos(y)) + (1 — cos(z))(1 — cos(y)).

Fiir die Existenz von dem Integrand in [2.1]ist die Voraussetzung
E(]| X ||,) + E(]| Y ||5) < oo hinreichend, denn

loxy(t,s) — ox(t)ey(s)]” = loxy(t, s) = 20x £y (s) + ox (t)py (s)[*
= [E(e™ XY —E(e" X)py (s) — E(e™ Y )px () +90X(t)90Y(3))
E( GtTX+isTY _ itTX ‘2

py(s) — e Vox(t) + ox (v (s))

= B — ox e — ov(s)]
) .

isTY

et X ox(t) e — oy (t)

()

-E itT X 2_ itTX—t_—itTX ¢ ¢ 2
= e e Tox(t) — e Xpx(t) + px(t)]

isTY 2 isTY 7N Ty 2
-E | e —e" Ty (s) — e Yoy (s) + oy (s)]

=(1 — ox(®))(L — Loy (s))-

AuBerdem gilt mit X’, welches eine unabhéngige identisch verteilte Kopie von X ist, dass
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

lox (B)]” = |E(cos(tX)) 4+ iE(sin(tX))|* = E(cos(tX))? + E(sin(tX))?
E(cos(tX))E(cos(tX")) + E(sin(¢tX))E(sin(tX"))
E(cos(tX) cos(tX")) + E(sin(tX) sin(tX"))

E(cos(tX —tX")).

Fiir Y und Y’, welches eine unabhéngige identische verteilte Kopie ist, gilt analog
Iy (s)]? = E(cos(sY — sY7)).

Und damit erhalten wir mit dem Satz von Fubini, Lemma [2.2] und den obigen
Uberlegungen

/|<px,y(t,s)—wx(t)w(s)\zdw%) / (1= lex(F)1  lov (s )|2)dtds

calltlly™ el sl

Rn+m Rner

2 2
Cn||t||1+n Cm||3||1+m
Rn Rm

_ / 1 — E(cos(tT(X — X)) dt / 1 — E(cos(sT(Y = Y"))) i (2.6)
in CnHtHIJrn B CmHSHIJFm

_ 1 — cos(t"(X — X)) | 1 — cos(sT(Y — V")) ds)
E</ A t>E</ enl [

=E([| X = X"[l)E(]Y = Y"[],) < o0

Damit definieren wir zuerst die Distanz Varianz:

Definition 2.4 (Distanz Varianz). Sei X eine Zufallsvariable mit E(X) < oo, dann heift
die Quadratwurzel aus

lox x(t,s) — ox(t)ox(s)]”
DVar(X)* := CQHtHHnH ||1+n dt ds
Rn+n

die Distanz Varianz von X.

Wir weisen nun einige Eigenschaften der Distanz Varianz nach.
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

Satz 2.5 (Eigenschaften der Distanz Varianz). Seien X und Y Zufallsvektoren mit
dim(X) = dim(Y) = n und E(X) + E(Y) < oo, dann gilt:

(i) DVar(X) =0= X = E(X);

(ii) DVar(a + bCX) = |b|DVar(X) Va € R",b € R und eine orthogonale Matrix
C e R,

(iii) Sind X und Y unabhéngig, dann gilt DVar(X +Y) < DVar(X) 4+ DVar(Y);
(iv) Gilt DVar(X +Y) = DVar(X)+ DVar(Y), so ist X oder Y eine Konstante.
Beweis. (i) Ist DVar(X)=0, dann ist auch

DVar(X)? = lox.x(ts) — SOX(t)SDX(S)|2dt ds — 0.

1 1
i, sl

R2n

Es gilt also px x(t,5) = ox(t+5) = ox (t)ox(s) < E( X)) = E(e X)E(eX)
Vt,s € R™.

Aus dieser Gleichung folgt ¢y (t) = ¢’ fiir einen konstanten Vektor v € R, also
gilt fast sicher X = v und somit E(X) = X fast sicher.

(ii) Mit Satz (v) und Y := bCX + a gilt e/t 90y (bCTt,bCTs) = @y y(t,s) und
e a5 (bCTt) = y (t), hiermit gilt

lovy (t,s) — oy ()ey(s)]

_ 6i(t-l—s)Ta / ei(thCx-i-sTme) de(l') . eitTa / ei(thC:c)dFX (x)eisTa / ei(sTbC:c)dFX (fL’)

R R™ R"
2

2 / ei(thcw+8Tbcx)de(ZL‘) _/ ei(thCx)dFX(x)/ ei(sTbe)dFX(x)

n

= o x (bCTH,bCTs) — ox (bCTH)px (bCTs)|”.

Also hat der Vektor a keine Auswirkung auf die DVar. Weil C eine orthogonale Matrix
ist, gilt |det(C) = 1| und C~* ist auch orthogonal mit |[|C™ 'z ||, = || Cx ||, = || x|,
Mit der Transformationsformel erhalten wir

2
DVaryy — [ Lonrts) —extor)l ,

[l s [l
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

dt ds

_ / | ox x (bCTH,6CT 5) — x (bCTt)px (bCT5)|*

1 1
Il s 1™
R2n

1 2
- / det(bC)
prtl |2
- / bv | | det(C)
—

_| ’ /|§0XXt3 (t)(:OX< )|

2 H + H1+n H ||1+n dt ds = !bP H SOX,X(t,s) — @X<t>gpx(8) Hi

lox,x(t,s) — ex(Opx(s)[
|| C=1/b |, || Cts/b ],

1 [P lexx(ts) — ox(t)ex(s)]’

dt ds
1 1
el ™ sl

Also
DVar(Y)? = DVar(bCX +a)? = |b)* DVar(X)? & DVar(bCX +a) = |b| DVar(X).
(iii) Es gilt

loxx(t,s) vy (t,s) — oy (Hey () |2 = / loxx(t.s) (pry(t, s) — oy (H)ey(s)]” dw

< [ lowrtt.s) = ovlthor(s)]* do

R2n
= [l vy (t,s) — oy Wev(s) |l
und analog
Loy (v (s) (pxx (L, 5) — ox (B)ex (s) [, < [ (px.x(t, s) = ox)px(s)) ], -
Damit erhalten wir, da X und Y unabhéngig sind

DVar(X +Y) = [[oxivxiv(t,s) — oxiv()exv(s) ],
Jey ()ex(s)ey(s) |,

= [l oxx(t, s)ovy(t,s) — px(t

= llexx(t,5) (v (L, s) — oy (t)py(s))

+ oy (v (s) (px,x(t,s) — ox()ox(s)) [l

< |[exx(t,s) (pyy(t,s) = ov(t)ey(s)) |, (*)
+ oy )y (s) (px x(t,s) — ox(t)px(s)) ],

< [ (pvy (,8) — oy (t)py(s)) ||w

() 1L,

+ [ (exx(t,s) — ox(t)px
= DVar(X)+ DVar(Y).
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

(iv) In der obigen Ungleichung (*) gilt Gleichheit nur wenn X oder Y zu sich selbst
unabhéingig wiren, dies ist aber der Fall wenn X beziehungsweise Y eine Konstante
ist.

O

Definition 2.6 (Distanz Kovarianz). Seien X und Y Zufallsvariablen mit dim(X)=n und
dim(Y)=m und E(X) + E(Y) < oo, dann heifit die Quadratwurzel aus

DCov(X,Y)? = / loxy(t,s) — @X(t)SOY(S)th ds

cncm [ £117" s 11,

Rn+m

die Distanz Kovarianz von X und Y.

Durch die Defintion der Distanz Kovarianz und Distanz Varianz folgt unmittelbar die
Positivitat der Mafizahlen, denn es ist

DCov(X,Y) = |lexy —exey ||, >0

wegen den Eigenschaften einer Norm.
Nun méchten wir einige Eigenschaften der Distanz Kovarianz ndher untersuchen und
Gemeinsamkeiten und Unterschiede zur Kovarianz feststellen.

Satz 2.7 (Eigenschaften der Distanz Kovarianz). Seien X und Y Zufallsvektoren mit
dim(X)=n und dim(Y)=m und E(X) + E(Y') < oo, dann gilt:

(i) DCov(X,X) = DVar(X);

(11) DOO'U((Il -+ b101X7 as + bQCQY) = 4/ ’ble‘DCOU(X, Y) fiir beheblge bl, b2 € ]R,
Va; € R" Vay € R™ und fiir beliebige orthogonale Matrizen C; € R™*"™ Cy € R™*™;

(iii) Sind (X7,Y)), (X2, Ys) unabhéngige Zufallsvektoren, dann gilt
DCov(X; + X5,Y) +Y3) < DCou(X1,Y1) + DCou(X,,Ys);

(iv) DCou(X; + X5,Y1 + Ya2) = DCov(X1,Y1) + DCov(Xs,Ys) < X; und Y; sind Kon-
stanten oder X5 und Y5 sind Konstanten oder X, X5, Y7, Y5 sind unabhéngig;

(v) DCov(X,Y)? < 2\/]E(H X —E(X)[E(Y —EY)[[3).
Beweis. (i) folgt direkt aus den Defintionen.
(ii) Mit Satz (v) und Y] := 0;C1 X + ay, Ys := bC5Y + ay gilt

e“T‘“JrisT“?goX’y(blCth, boCT's) = vy, v, (t, 8) und eit’ a1 ox(01CTt) = py, (t) und fiir Y und
Y, analog. Hiermit gilt
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

’@YLYQ (t? S) - ¥ (t>90Y2 (t) ’2
2
T

. T . T . T . T . T . T . . T
_ ezt a1+ist as / ezt b1 Crx+is b202deX7Y<x7 y) . elt ai / ezt b101:chX (x)ezs az / els szzdeY (y)
Rm

Rn+m R
2

eitTal +isTas

2
T . T 1T isT
/ 6zt b1Crz+is bQCZde)Qy(l’,y) _/ ezt blclzde(%)/ els bgC’deFY(y)
Rn+m n m

—_——
=1

=[xy (hiCT T, 0205 s) — sﬁx(blcipt)@y(bQCgTS)f :

also haben die Vektoren a; und ay keine Auswirkungen auf die Distanz Kovarianz. Mit
einem #hnlichen Vorgehen wie in Satz (ii) erhalten wir

DCOU(X, Y)Q :/ |90Y1 Y2(t S) Qoyl( )903/2( >|2dt ds

calltlly™ e s 1l

_// ‘@X,Y(bIOTt b,C3 s) — @X(blcTt)SOY(b2O2TS)’2

dt ds
s en [t em ] s]],"
:// oxy (t,s) = ox (v (5)”
s det(b,Ch) | |det(b202) | e, || C7 /by ||, " e || Co s /ba ||,
:// byttt 1 1 (t,5) — px )y (s) gt d
En K brby | |det(Ch)| | det(Ca)| Cn||t||1+n em [ 5]l
-1
loxy (t,s) = ox By (s)]”
]// — ———dt ds
o n||15||1Jr Cm||5||1+

= |biba] || oxv (t, s) — ox )y (s) ||}

(iii) Mit einem dhnlichen Vorgehen wie im Beweis von Satz (iii) folgt, da (X1,Y7) und
(Xs2,Y3) unabhéngig sind

DCou(X1 + Xo, Y1+ Y2) = [ ¢x14 26 v14%: (8 8) — 0x143 () evi+va () [,
=[xt 8)ox vt 8) — 9x, (D) ox, (D) ey (s)eva(s) [,
=[x (1 8) (Px235 (E 8) — 0x, (D) prs (5))
+ 0, (1) pva (8) (x1,v1 (T, 8) — ox, (D)pvi (5)) [
< [Hexa 2t 8) — ox, (D) ey (9)) |,

+ || (@Xl,Yl(tﬂS) - <:OXl( )@Yl( )) ||w
= DCov(X1,Y1) + DCou(Xs,Ys).
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

(iv)

»<=“ Aus (ii) folgt die Behauptung, wenn X; und Y; oder X, und Y, Konstanten sind.
Wenn Xi, X5, Y7, Y5 unabhéngig sind, folgt die Behauptung unmittelbar, denn es gilt
DCou(X1,Y1) = DCou(Xs,Ys) = DCou(X; 4+ X5, Y1 +Y5) = 0.

,=“ 1. Wenn X; und Y; oder X5 und Y5 keine Konstanten sind, dann gilt die Gleichung

HQDXl,Yl (t) (§0X27Y2 (t7 5) — ¥X, <t>90Y2 (S)) T Px, (t)90Y2<5) (QOXl,Yl (t? S) —¥x; (t)90Y1 <t>) ||w
= H (QOXQ,YQ (t’ 8) — PX, (t)QOYQ (S)) Hw
+ || (@leyl (t7 S) —¥Xx; (t)@Yl (t)) ||w = (*)

nur wenn X1, Xo, Y7, Yy unabhéngig sind.

2. Wenn Xy, X, Y7, Y5 nicht unabhéngig sind und X, und Y5 keine Konstanten sind, dann
gilt die Gleichung (*) nur wenn X; und Y; Konstanten sind.

3. Wenn X, X, Y1, Y5 nicht unabhéngig sind und X; und Y; keine Konstanten sind, dann
gilt die Gleichheit nur wenn X5 und Y5 Konstanten sind.

(v) Nach (2.6)) ist DCov(X,Y)?* <E(]| X — X" ||,)E(]] Y — Y'||,) und somit

E(| X — X'|l,) < VE(I X — X' |)) = E(] (X — E(X)) — (X' —E(X")||?)

< E(IX —E(X)|[2) +E(| X' — E(X)|[2) = /2E(| X — E(X) |12).

Analog folgt E(||Y —¥[],) < /2E(|Y —E(Y) |[2). Somit ist

DCov(X,Y)* <E(|| X = X'[|)E(||Y = Y"[],) < 2\/E(II X —E(X) [5E(Y —E(Y)|l3).

]

Bemerkung Man sieht anhand der Eigenschaften der Distanz Kovarianz, dass diese Un-
terschiede zur Kovarianz aufweist. Zum Beispiel ist die Funktion nicht bilinear, dennoch
kann die Wurzel vom Betrag eines Skalars herausgezogen werden und Konstanten, welche
an die Zufallsvariable addiert werden, haben keine Auswirkungen auf die Mafizahl. Dies
zéhlt also zu den Gemeinsamkeiten der Kovarianz und der Distanz Kovarianz, ebenso wie
die Tatsache, dass beide Funktionen zur Messung des Zusammenhangs zwischen Zufallsva-
riablen genutzt werden.

Wie bei der Kovarianz konnen wir auch fiir die Distanz Kovarianz eine standardisierte
Grofle angeben:
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2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

Definition 2.8. Seien X und Y Zufallsvektoren mit E(X) 4+ E(Y') < oo, dann heifit

DCouv(X.¥) falls DVar(X)DVar(Y) > 0,
DCor(X,Y) := \/DVar(X)DVar(Y)
0 falls DVar(X)DVar(Y) =0,

die Distanz Korrelation.

Da diese Mafizahl analog zur Korrelation definiert ist, konnen wir auch sehr @hnliche
Eigenschaften fiir diese feststellen wie in Satz [1.8]

Satz 2.9 (Eigenschaften der Distanz Korrelation). Seien X und Y Zufallsvektoren mit
dim(X)=n, dim(Y)=m und E(X) + E(Y) < oo, dann gelten folgende Eigenschaften:

(i) DCor(X,Y) = DCor(Y, X);
(il) DCor(X,X) = 1;
(ili) DCor(X,Y) € [0,1];
(iv) DCor(X,Y) =0 <X und Y sind unabhéngig;
)

(v) DCor(a; + b;C1 X, as + byCoY) = DCor(X,Y) fiir beliebige by, by € R,
Va; € R"Vay € R™ und fiir beliebige orthogonale Matrizen C; € R™*™,Cy € R™*™,

Beweis. (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Definition.

(iii) Da DCov > 0 und DVar > 0 folgt DCor = DCov(X,Y) > (.
\/DV&T(X)DV&T(Y)

DCor <1 wird spéter mittels der Brownschen Distanz Kovarianz gezeigt.
(iv) ,,«<=* folgt unmittelbar, da X und Y unabhéngig und somit DCov(X,Y)=0.
“ = Die einzige Moglichkeit, dass DCor(X,Y) Null ist, ist wenn der Zahler

DCou(X,Y)* = || oxv(t,5) — ox (v (s) I,
von DCor? Null ist. Dies ist aber nur der Fall wenn X und Y unabhiingig sind.
(v) Mit Satz [2.5| (ii) und Satz [2.7] (ii) ist
B DCov(a; + b1C1 X, as + byCoY)
\/DVCLT(CLl + blch)DVCLT<a2 + bQCQY)

\/ D XY
- 010l DEr(XY)  _ poor(x,v),
Vb1 DVar(X) |by] DVar(Y)

DCor(a; + b;C1 X, as + by C5Y)

36



2.1. Definiton und grundlegende Eigenschaften

Bemerkung Eigenschaft (v) besagt, dass die Distanz Korrelation skaleninvariant ist.
Die Skaleninvarianz war eine Anforderung an eine Kennzahl, welche zur Messung des Zu-
sammenhangs zwischen Zufallsvariablen dient, die wir am Anfang des Kapitels gefordert
hatten.

Die Distanz Korrelation besitzt einen engen Zusammenhang zur Korrelation im Fall von
bivariaten Normalverteilungen, den wir nun genauer untersuchen. Dazu nehmen wir an,
dass X, Y ~ N(0,1) mit Cov(X,Y) = p(X,Y) = p.

Satz 2.10. Es gilt

(i) DCor(X,Y) < |pl;

.. arcsin(p)++/1—p2—parcsin(p/2)—+/4—p2+1
(i) DCor?(X, ) = L2stler ey I oo/ /i1,

~ 0.89066.

ceey . DCor(X,)Y) _ 1. DCor(X)Y) __ 1
(iff) inf ==pm = lim == = s v

2

Beweis. Nach Beispiel [1.18] folgt, dass ¢x(t) = e~ 2 und gy y(t,5) = e~ *+)/2=ets Wiy
definieren die Funktion

o0

r dt ds
F(p) == loxy(t,s) — ox(t)ey(s)[’ TR
tc s
= / / ‘e—(t2+82)/2—pt5 _ e t?/2p—5%/2 2 ﬂ@
12 52

Damit folgt wegen ¢; = 7, dass DCov(X,Y)? = £ — % und dass

1

T dt ds
DVar(xp =1/ [ [ loxx(t.) - ex(Oox o) 55
T iy |2 dtds
mut [ [l ettt G0
0 00 e 2 g2 2 dtds
—1/71'2-//)6 (E4s%)/2=ts _ o=t°/2=57/2 t—2§:1/772‘F(1)'
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Also erhalten wir die Darstellung DCor?(X,Y) = %.
(i)
—(4?) 2pts _ 122,522 |" Ot S
2 g2
dt d
:/6—t2—32—2pts_26—(t2+52)—pts+6 (t?+5s2) tQ Sj
R2
22 Cots  _ops At ds
:/et (1—2e pt+62pt)t282
R2
=2l -2 dt ds
o —t2—g2 l
- [t A ) B
e 1=2
=\ 2% 2 dt ds
—$2_g2 2k
= [e (—pts)™ =
[ T e e
RQ
= /e_t (ts)2*Vdtds
— o
=&p)

Somit ist F'(p) = p*G(p) und damit G(1) = F(1). Fiir G(p) gilt G(p) < G(1) Vp € [0,1],
woraus nun folgt, dass

DCor®(X,Y) :%:p2% _ 00

gilt und deswegen auch DCor(X,Y) </| p|

p
(ii) Es ist F(0) = F"(0) = 0 und somit F(p) = [ [ F"(z)dzdx, wobei
0

Ct—=a

d2 —t2—g2 —zts —2zts dt dS <
F(z) = @/e (1—2e 4 o) G0 —av(s) —ov (2),
R2
mit
V(z) = /e‘tg_sg_wsdtds.

R2

Denn es ist
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d2 2_ .2 dt dS
" - —t“—s —zts —2zts
F(Z)—@/e (1—26 +e )t—2§
R2
d _$2_g2 —sts _9sts dt ds
=5 ] =57 (2tse™*" — 2tse 2t)t_2?
R2
—F(2)
dtds
— /€_t2_ 2( 2t2826 zts+4t2 2 —QZtS) t2 82
R2
=2 / e dtds + 4 / e U2 gt ds = —2V (g) +4V(2)
R2 R2

und

xT

/p/F” Jdzde /pF/ L'(0) dedz = F(p) = F(0) = F(p).

=0 =0

Die Eigenwerte von A := ( sind 1 + z und aulerdem gilt

() A(t,8)T = —(t, ) (i i) (i) PP

Fiir A gibt es eine Orthogonale Matrix C, sodass A = CTAC, wobei A = (1 5 N 1 j)_ z)

Weiter gilt fR e PNt = (§)1/ ? und somit erhalten wir mittels Transformationsregel

V(z) = / et s = / e~ (L)AL gt s = / ~(EICTACET gt

R2 R2 R2

e —(t,8)A(t,s)T dtds = / —t2(1—z)—82(1+z)dtds

]R[ R2
. 1/2 - 1/2
/ 1) dg / e 0+ s =
1—2 14z
R R

Nun folgt

F(p) = O/po/ (\/14i = NG 2_7T22/4) dzdx
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/ |4m arcsin(z) — 4w arcsin(z/2)]; d

=47 / arcsin(z) — arcsin(z/2)dx
0
=dr ‘\/ 1 — 22+ zarcsin(x) — V4 —a? —x arcsin(x/?)} ’
0

= 4dr(parcsin(p) + /1 — p? — parcsin(p/2) — /4 — p? + 1).
Also ist F/(1) = 4r(arcsin(1) — arcsin(1/2) — v/3 4+ 1) = 4n(1 + 7/3 — v/3) und es ist

DCor(x. vy = F0) _ parcsin(p) + /1= ¢* = parcsin(p/2) = 4= p* +1

(1) 1+7/3—/3

(iii) Wir benutzen die Regel von L'Hospital und verifizieren das dquivalente Ergebnis

. DCor(X,Y)? 1
lim 5 = .
p—0 p 4(1+7/3 —/3)
Es ist
d
d—parcsin(p) + /1 —p?—parcsin(p/2) — /4 —p>+1
P
= arcsin(p) + r_ 2 arcsin(p/2) P i (1)

- +
V1—p? J1-—p? 2/ 1—p%/4  2y/1—p%/4
= arcsin(p) — arcsin(p/2)

und somit folgt mittels zweimaligen Anwendens der Regel von L’Hospital:
1
| DCor(X,Y)? . arcsin(p) — arcsin(p/2) \/1 2 2/1-p2/4
im ———— = lim
p—0 p? p=0  2p(1+7/3 —/3) ﬂ—>0 2(1+7/3 —/3)
1

T A1+ /3 V3)

Berechnet man mittels Satz (ii) die Werte von DCor? und p in jeweiliger
Abhingigkeit, so erhélt man Abbildung [2.1} Die unterbrochene Linie stellt den Wert von
p in Abhingigkeit zu DCor? dar und die durchgezogene Linie repriisentiert den Wert von
DCor? in Abhingigkeit zu p. Man sieht hier gut die Eigenschaft (i) von Satz [2.10} da die
unterbrochene Linie stets iiber der durchgezogenen liegt. Das beide Werte im Nullpunkt
iibereinstimmen, folgt insbesondere aus der Tatsache, dass wenn X und Y normalverteilt
sind, dass p(X,Y) = 0 < X und Y sind unabhéngig. Also reprisentieren Korrelation und
Distanz Korrelation im bivariaten normalverteilten Fall Unabhéngigkeit.
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1.0

08

DCor?

0.4

0.2

0.0

Abbildung 2.1: Korrelation und Distanz Korrelation im normalverteilten bivariaten Fall

2.2 Empirische Distanz Kovarianz und Korrelation

Wie bei der Kovarianz und Korrelation kann auch zu der Distanz Kovarianz\Korrelation
ein Schétzer definiert werden. Wir werden neben der Definition noch einige Eigenschaften
dieser Schétzer vorstellen.

Definition 2.11 (Empirische Distanz Kovarianz). Seien (X%, Y4) = {(X;,Y))[i=1,--- ,d}
Stichproben des Zufallsvektors (X,Y) mit dim(X)=n und dim(Y)=m.
Sei QA -— HXk - Xl HZ? bkl = H Yk - Yz H2 und

A =ay —ay. —a,+a., kil=1---d,

wobei
d d d
_ 1 _ 1 _ 1
Q. = — E Qg a.) = — E Qe Q.. = — E Q-
d ’ d ’ d?
=1 k=1 l,k=1

Analog wird By := by — bp. —by+0b., kl=1,---,d definiert. Die Quadratwurzel aus

d
1
DCov3 (X4 YY) := = E A1 B
k=1
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2.2. Empirische Distanz Kovarianz und Korrelation

heifit empirische Distanz Kovarianz. Analog erhilt man einen Schétzer fiir die Distanz
Varianz durch ]
1
DVarj(X") = DCovj(X* X") = — Y A},
kl=1

folglich heifit die Quadratwurzel aus dieser Zahl die empirische Distanz Varianz.

Beispiel 2.12. Betrachten wir den Datensatz hills aus dem Paket M ASS und untersuchen
mittels der Distanz Kovarianz den Zusammenhang zwischen den Stichproben beziiglich der
Attribute time und dist erhalten wir den Wert dcov(dist, time) = 8.930865. Die empirische
Kovarianz, welche wir in einem fritherem Beispiel berechnet haben, ist

Cov(dist,time) = 254.1944.

Somit kann man also auch mit der Distanz Kovarianz einen Zusammenhang zwischen den
Stichproben vermuten.

Berechnet man nun die empirische Distanz Varianz und die empirische Standardabwei-
chung, so erhélt man fiir dist und time:

’ \ dist \ time ‘
emp. Distanz Varianz | 3.03603 30.032
emp. Standardabw. 5.523936 | 50.04072

Da die Distanz Kovarianz iiber die Norm von charakteristischen Funktionen definiert ist,
kommt die Frage auf, ob die empirische Distanz Kovarianz nicht auch einen Bezug zu den
charakteristischen Funktionen besitzt. Tatséchlich gibt es einen anderen Zugang zu der
empirischen Distanz Kovarianz, welcher die empirischen charakteristischen Funktionen
beriicksichtigt und sogar mit dem Zugang von obiger Definition iibereinstimmt. Dazu
benétigen wir vorher einige Hilfsaussagen der folgenden Lemmata.

Lemma 2.13. Sei f : R” — R eine stetige ungerade Funktion, dann gilt
/f(x)dx —0 VzeRU\{0}.
Beweis. Die Stammfunktion F einer stetigen ungeraden Funktion f ist gerade, somit gilt

[ f@de = P&l = ) = F=2) = F2) - F(z) =0,
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Lemma 2.14. Seien X und Y Zufallsvektoren mit dim(X)=n und dim(Y)=m, dann gilt
1 — eitTX

Wdt:anXHg.
Rn 2

Beweis. Sinus ist eine ungerade Funktion und W ist eine gerade Funktion. Das Produkt
2

einer ungeraden und einer geraden Funktion ist ungerade. Mit Lemma [2.13] erhalten wir

sinit?’ X _
¢ 1+n -
g 1]l
Und somit
1 —et'X 1—costt’X C[(sintTX
T = e — 1 Hﬂwdfzcnll)ﬂb-
in 2 2 in 2
—_——

=0
[
Satz 2.15. Seien (X?, Y¢) Stichproben des Zufallsvektors (X,Y) mit dim(X)=n, dim(Y)=m

und E(]| X |[,) + E(||Y'[],) < oo und ¢%, ¢f und ¢%, die zugehorigen empirischen cha-
rakteristischen Funktionen wie in Defintion [1.29, Dann gilt

2

w .

DCovi(X"Y?) = || ok v (t,5) — 0% )y () ||

Beweis. Einfachheitshalber betrachten wir den Fall dim(X) = dim(Y) = 1. Es ist

= %y (b, 9)0% v (t,5) — % v (. 5) 0% (£) el (s)
— %y (£, 9)% (1) 65 (5) + 0% (D)t ()% ()t (s).

0% v (. s) — % (D) (s)]

Sei c& ==t X}, + sYy und ¢y := tX; + sY;, dann ist mit Satz

e
—
e
Il

—

d
1
== 3 cos(ck y) + i -sin(ck y) - y ; cos(ck y) — i -sin(ck y)

k
1
= Z cos(c’ﬁgy) cos(chy) + sin(c’jgy) sin(chy) +R
=1
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1
=% Z cos(t(Xr — X)) +s(Yr —Y))+ R
k=1

=5 D cos{t(Xx — X)) cos(s(Yi — 1)) — sint(Xxe — Xi))sin(s(¥i ~ ¥0) +

R

J/

. TV
k=1 7

d
1
== g cos(t(Xk — Xp)) cos(s(Yr — Y))) —Ry,
k=1

J/

~~
=:51

wobei

d
Z i - sin CXY cos(chY) — - sin(c'}”(vy) cos(chy)

J1=1
d
= Z sin CXY CXY)+SIH(CXY+CXY)

Nach Lemma ist f Ridw = 0. Daher ist R; der Teil der bei der Auswertung des
Integrals redundant ist.

Analog erhalten wir

d
S
Py (t,8) 0% (1) @5 (s) = = D cos((X — Xp)t) cos((Yi, — Yin)s) —Ra,
k,l,m=1
—25,
0% ()5 (5) 0% (D)ot (5) d2 Z cos((Xi — Xi)t) = Z cos((Yy — Yi)s) — Rs
k=1 k=1

=:53

mit f R;dw = 0 fiir i = 2,3 (da diese dhnlich wie R; aus Summen von Sinus-Funktionen
bestehen).

Wir berechnen nun |gp§l<,y(t, s) — % (t)pi(s) |2 und verwenden dafiir Satz (vi). Fiir den
besseren Lesefluss definieren wir u := (Xy — X))t, v := (Yy — Y))s, w := (Y — Y,u)s und
z:= (Y,, — Y;)s und erhalten

S = % Z 1—(1—-cos(u)) — (1 —cos(v))+ (1 —cos(u))(1 — cos(v))

k=1
1 & 1 < 1 ¢
—1—52(1—@5(@)—@2(1—605 ﬁz (1 — cos(u))(1 — cos(v)),
kd=1 k=1 k=1
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Sy = % Z 1 —(1—cos(u)) — (1 —cos(w)) + (1 — cos(u))(1 — cos(w))

k,l,lmld d L
=1- 7 (1 —cos(u)) — = Z (1 —cos(w)) + = Z (1 —cos(u))(1 — cos(w))
k=1 km=1 k,l,m=1
S3 = % Z 1 —(1—-cos(u)) — (1 —cos(z)) + (1 — cos(u))(1 — cos(z))
:1—i i(l—cos L i 1 — cos(z i i (1 —cos(u))(1 — cos(z)).
> k=1 d j=1 T k,lm,j=1
Insgesamt
S1— 2S5 + 53 =
d
—= Z (1 — cos(u))(1 — cos(v)) — 2% (1 — cos(u))(1 — cos(w))
k=1 klm=1
L&
+ o > (1= cos(u))(1 — cos(z2)).
klim,j=1

Wenn H 0%y (t,s) — % ()i (s) Hi ausgerechnet wird, miissen Integrale der Form

J(1=cos(u))(1—cos(w))dw ausgewertet werden. Nun erhalten wir mit dem Satz von Fubini
und Lemma 2.2

/ (1~ cos((Xi — X)t)(1 — cos((Yi = YD)s))

J At2s?
[ (1 =cos((X — X))t)) (1 —cos((Yr — Y1)s))
= dt - ds

¢ t? c182

R R

= [ Xk = Xe[lo 11 Y = Vil -
Insgesamt gilt
2
||y (ts) =% (95 (s) ||, = T1 — 2T + T (2.7)

mit

d
1
Tl:ﬁz||Xk—Xl|’2||Yk_YlH2v

k=1
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d

1
L=4 > IXe = Xl [ Ye = Yl
k,l,m=1
1 < 1 <
T3=@Z||Xk—Xl||2EZ||Yk—Yz||2‘
=1 =1

Jetzt muss noch DCov? (X9, Y4) = T — 2T, + Ty verifiziert werden. Mit den Bezeichnungen
aus Definition 2.11] erhalten wir

b _aki[;h _aki[;-l akll;;
9 2 vd vdy —a.by Qb apb; —ag.b.
& DCovy(X7,Y7) = kzl_:l —Guby Qb aby —ab.
| aby  —a.b,. —a.b; a.b.
d a d B
= Z arbr — Z ap.b. — Z a;b;+a.b.
k=1 =1 =1
d d d d
= b +dY apb.+ > apb,—d Y ab.
=1 =1 k=1 |

d d d d
— Z @b, + Z @by + d Z @b, —d Z @b.

=1 k=1 =1 =1
d

@by —d Z a.b, + d*a.b.,
=1

]~

+a.b. —d

k=1

mit Qp. = dak., a.; = da.l, bk = dl;k und b.l = dBl Es ist

d
1
T, = 7z Z axbr,
k=1
1 & 1< 1<
I =— Z apbpm = ﬁzakbk = Ezﬁk b,
ke lm=1 k=1 k=1
1L 1 ¢
T3 ﬁzaklﬁzbkl:aba
k=1 k=1
a d b d -
&PTy = d*a.b. = 7Zj =N @by,
=1 k=1

und somit erhalten wir
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d*DCov3(X4 Y =d*T, — d*Ty — d*Ty + d*Ts
— d*Ty + d*Ty + d*T5 — d°T;
— d*Ty + d°T5 + d*Ty — d*Ty
+ d®Ty — d*Ty — d*Ty + d*Ts = d*(Ty, — 2Ty + T3).

]

Bemerkung In Formel ist eine weitere Moglichkeit angegeben die empirische Di-
stanz Kovarianz auszurechnen. Tatséchlich ist dieser Rechenweg aufwindiger als die Be-
rechnung aus Definition [2.11] So braucht die Berechnung zum Beispiel beim Datensatz hills
iiber Formel ca.l.1 Sekunden im Durchschnitt und die Berechnung iiber die Definition
ca.0.05 Sekunden durchschnittlich und das bei einem Stichprobenumfang von nur 35.

Satz 2.16. Es gilt
(i) DCov3(X% YY) >0 und DVari(X?) > 0;
(il) DVarg(X4) =0 X, = = X,

Beweis. (i) folgt direkt aus Satz [2.15] da |||, > 0.
(ii) ,, <= folgt unmittelbar aus X; = --- = X, da Ay =0 fir alle k, 1 =1,--- ,d.
,= Sei DVary(X?) =0, dann ist Ay = 0 fiir alle k,[ = 1,--- ,d. Hiermit gilt

0= Ak,’k = Qg —Qp. — A+ a. = —a. — Q. + a.

Wegen der Positivitat von ag; bzw. aj folgt

Q. =y =a./2.
Und damit folgt nun
O=Ap=am— Gk —a;+C. = ap — Q. — G + . + a1 = a = || Xi — X1 ||,
und daraus folgt X; =--- = X_. O

Wir méchten nun die Konvergenz der empirischen Distanz Kovarianz gegen die Distanz
Kovarianz nachweisen. Dazu benotigen wir einige Hilfsmittel aus der Statistik.
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Definition 2.17 (U-parameter). 6 = 6(F') heifit U-Paramter der Verteilung F, falls eine
messbare Funktion A : R" — R existiert mit

O(F) = 0,(F) = / hdF™.

Die Funktion h heifit Kern. F™ bezeichnet das Produktmafl /' x --- x F auf R™ und n
bezeichnet die Ordnung des Kerns.

Beispiel 2.18. Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X mit Verteilung F ist ein
U-Parameter mit Kern h(z) := x, denn

E(X) = / vdF = / hdF.

Analog ist jedes k-te Moment E(X¥) einer Zufallsvariable X mit Verteilung F ein U-
Parameter mit Kern h(z) := 2%, k € N.

Definition 2.19 (U-Statistik und V-Statstik). Sei 0 (F') ein U-Paramater und Xy, --- , Xy
eine Stichprobe, dann heif3t

d—mn)!
Un(X1, -+, Xa) i= ( d'n) Z{h(Xiu oo, Xi)|{i;} verschieden, 1 <i; < d}

die U-Statistik fiir 6,(F). Und

1
Vi(X1, -, Xg) = d—nZ{h(Xil, L X)) < iy < d fiir alle j }

heiBt die V-Statistik fiir 6),(F).

Definition 2.20. Sei f : R* — R mit f = (f1, -+, f,) und f; : R — R. Dann heifit f
Produktfunktion (oder kurz Produkt), falls

fl®"'®fn = f(xlf" vxn):fl(xl)fn(xn)

gilt. Ist weiter F eine Verteilung auf R, dann heift die Produktfunktion f; ® --- ® f, F-
integrierbar, falls jedes f; messbar ist und [ |f;|dF < oc.

Eine messbare Funktion A : R®™ — R nennt man beschrdinkt durch ein F-integrierbares
Produkt, wenn |h| < f; ® --- ® f, fiir ein F-integrierbares Produkt f; ® -+ ® f,.

Definition 2.21. Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (€', 2’) ein Messraum und T
eine Indexmenge. Man nennt X einen stochastischen Prozess(oder kurz Prozess), wenn es
eine Familie von Zufallsvariablen X, : Q — Q' ¢t € T gibt, sodass

X :QxT =, (w,t) — Xy(w) und X; A — A'-messbar ist fiir alle t € T..
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Fiir jedes feste w € Q heifit die Funktion X(w) : T — @, t — Xi(w), der Pfad des
stochastischen Prozesses X.
Die Funktion

px(t) == E(X (1))

heifit Erwartungswertfunktion des stochastischen Prozesses,

Cx(t,s) = Cov(Xy, X;)
heifit (Auto-)Kovarianzfunktion des stochastischen Prozesses und

Rx(t,s) = E(X(t)X(s))
heifit (Auto-)Korrelationsfunktion des stochastischen Prozesses.
Bemerkung Ein Stochastischer Prozess X : Q x T —, (w,t) — X;(w) ist als Produktab-
bildung aufgefasst im Allgemeinen nicht messbar. Die Eigenschaft, dass X; 24 —2'-messbar
ist fiir alle t € T besagt, dass fiir jedes feste t € T X, eine Zufallsvariable ist. T wird

oftmals als Zeiteinheit aufgefasst, also T'= N oder 7' = R.
Fiir die Korrelations- und Kovarianzfunktion gilt:

Cx(t,s) = Cou(X,, X) = E((X(t) - E(X(1)))(X(s) —E(X(5)))

= E(X(s)X(t)) — E(X(1)E(X(s)) = Rx(t, s) — pux(t)ux(s).

Definition 2.22. Ein stochastischer Prozess (X} )ren heiBt ergodisch, falls

d
1
E(th) = 1:1%10 C_Z ZlXtJ Vi e N
]:
(Xk)ken heit stationdr, falls
Fth,-~~Xtd<Zla N FthH,...Xth(zl, ey zq) Vi, oo tg,t,d €N

Satz 2.23. Sei (Xj)ren ein ergodischer stationédrer Prozess und sei h : R” — R beschréinkt
durch ein F-integrierbares Produkt. Dann gilt

dlim |Un(X1, -+, Xa) = Vi(Xy, -+, X4)| =0 P — fast sicher.
— 00

Beweis. Siehe [1]. O

49
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Satz 2.24 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir U-Statistiken). Sei (Xj)ren €in ergo-
discher stationdrer Prozess und sei h : R® — R beschréankt durch ein F-integrierbares
Produkt. Wenn eine der beiden folgenden Eigenschaften gilt:

(i) F ist diskret;
(ii) hist F™ fast tiberall stetig;

dann ist
lim Up(X1, -+, Xq) =0n(F) P — fast sicher.

d—o0

Beweis. Siehe [4]. O

Bemerkung Wegen Satz gilt das Starke Gesetz der grolen Zahlen fiir U-Statistiken
auch analog fiir V-Statistiken und wird auch als Starkes Gesetz der groffen Zahlen fiir
V-Statistiken bezeichnet.

Satz 2.25. Seien (X, Y'?9) Stichproben des Zufallsvektors (X,Y) mit dim(X)=n, dim(Y)=m
und E(X) + E(Y) < oo, dann gilt

lim DCovg(X% Y% = DCov(X,Y) fast sicher.

d—o0

Beweis. Verkiirzend bezeichnen wir

d d
E eitTXk+isTYk o § e’itTXk
k=1 k=1

und erhalten somit, dass DCov3(X? Y?) = || &4(t, s) ||
V-Statistik. Auflerdem definieren wir

fd(t, S) =

d
E : eisTYk
k=1

2 und per Definiton ist &,(t, s) eine

S
QU=
SHI

itT Xy,

T
up i=e 18" Vi

—ox(t) und v, =€ — vy (s).

Wir erhalten

1< I gn 1
E;ukvk—c—i;ukc—ink

k=1

d
1 . . . .
= D TN (e — oy (s)e X + px (t)pv(s)
k=1

d
_ <$ Z eltTXk+lsTYl o @X(t)estYk . @Y(S)eltTXk 4 @X(t)QOY(S>>
k=1
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d d d
1 , , 1 , 1 .
— C_Z E :ethXk—HsTYk . E E ethXka E :estYk — §d<t,3)~
k=1 k=1 k=1

Fiir jedes § > 0 definieren wir die Menge D(6) := {(¢,9)|0 < || t]], < 1/6,0 <||s||, <1/}
und
DC’ovié = / 1€a(t, s)|2dw.
D(3)
Fiir jedes 6 > 0 ist die Gewichtungsfunktion w(t,s) auf D(d) beschrankt und somit ist

DCov, s beschrankt. Fiir jedes d > 0 folgt nun mit dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen
fiir V-Statistiken und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim DCouZ, — lim / Ea(t, )| duw / lim |£4(t, 5)| dw
d—o0 ’ d—o0 d—o0

D(s) D(6)
= / loxy(t,s) — px(t)py(s)] dw fast sicher.
D(9)
::D‘C',ov?,(S

Auflerdem gilt
lim DOOU?(; = DCov?.
6—0 ’

7 zeigen ist nun
lim sup lim sup ‘DCovd 5 DCOU§| =0.

6—0 d—o0

Fiir jedes 0 > 0 gilt

|DCovj 5 — DCovj| < / €4, 5)|? dw + / €4(t, 5)|* dw

[1t]ly<é [1t]l;>1/8
: ) ’ ) (1)
+ / |€4(t, )| dw + / |€4(t, 8)|” dw.
[|s]]y<d | slly>1/6

Wegen |z + y|* < 2|z|> + 2 |y|> und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

2

1 <& Iem 1< Iem 1<
[€alt,s)* = Ezukvk_c_i Uk»dzvk <2|- Zukvk +2 EZ kg
k=1 k=1 k=1 k‘ 1 k=1 k=
d d d d d d
2 , 1 2 )1 , 4 )1
<D w5 el S Y el == meI
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 =1
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Betrachten wir nun den ersten Summand in , dann ist

lug>dt 1 \vk| ds
/ |€d(t8‘ dW<dZ / CnHtHI-i-ndZ T

el s
[[t]ly<d Ht||2<5 H H
Nun ist
. 2 2 e .
opl? = [ Y — oy (s)| = [ Y|+ oy ()] — € Yepy(s) — e iy (s)
=1+ Joy(s)]> — € Yoy (s) — e = Yigpy (s)
und
. 2 . 2 e .
Jug|? = [ X6 — wx(t)‘ = e X Jox ()] — e Nepx (t) — e Krpx (1)

=1+ |ox () - eitTX’“SOX(t) - efitTXkQOX(t)‘

Daraus folgt mit analogen Schritten wie in der Gleichung (2.6) und Lemma
/ i [l =G = ),

1+m 1+m
el s Iy o e | sl5"
[ L ey (s)F = e iy (s )—e_iSTY’“W(S)nLl—ldS
- cmllsIE"

Rm

1—‘@1/( )‘ / 1_eis(Yk—Y) / 1_eis(Y—Yk)
= [ =Y Ry S _ds| +Ey s
/ nlls 3 e cnlls I3 e enllSI3
=-E(lY =Y'|l,) + Ey (|| Vi = Y'|l,) + Ey (]| Y = Y& |l,)
— 2B, (| Y~ Y I) ~E(|Y - Y'l,)

-~

>0

< 2E([[ Y [ly) + E([ Y [l,) = 211 Ve ll; + E([Y [],))-

Ey bezeichnet den Erwartungswert beziiglich Y und Y’ ist eine unabhéngige identisch

verteilte Kopie von Y. Wir definieren nun fiir z = (2, - , 2,) € R die Funktion
1 — cos(z)
Y S P
1z l2<y

welche durch ¢, beschriinkt ist, denn mit e; = (1,0,---,0)T folgt

1 — cos(z) 1 — cos(zTe))
G(y) = / —ndzg/—ndz:anelH = ¢y,
121l5" [121l5" ——

IEIPESY R =1
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Auflerdem gilt lim G(y) = 0. Wir kénnen Lemma auf folgende Weise modifizieren:
y—0

1 — cos(t''z)dt
[ R = el Gl )

2

Itll<o

Mit der Substitution z = t||z ||, und wenn x mittels orthogonalen Projekten in eine
geeignete Form gebracht wird, erhalten wir

1 — cos(tTx)dt 1 — cos(z)dz
/ T = |z, WZH%HQG(WII&)- (*)
[1¢[]y<6 2 12 1y<6ll 2l ?

Mit (*) erhalten wir nun

/ |ug|” dt
e [ 8],

I1t]l<d

1— )| dt 1 — et (Xk=X) gt 1 — et(X—=X%) gy
- / ’(px<1)4r’n +Ex (/ - Ttn +Ex / ° Trn
tll,<s  Cnllt]] tlla<s  Cnllt]ly tll,<s  Cnll Ty

=2Ex (|| Xi = X )G (|| Xk — X [[,0) — E(|| X — X" [l,)G(|| X — X"[|,6)

<2 (|| X = X |],)G([] Xie = X ] 9),

wobei Eyxy den Erwartungswert beziiglich X bezeichnet und X’ eine unabhéngige identisch
verteilte Kopie von X ist. Insgesamt gilt also

d
Calt, ) dw < 4

S

k=1
lIt]l<d

Mit dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen erhalten wir
lim sup / [alt, s) dw < 42 2B(]| Y ||,) - 2B(]| X1 — X2 ||,)G (]| X1 — X2 ], ).

d—o0
[[t]l;<é

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

lim sup lim sup / €4(t, 5)|* = 0 fast sicher.
6—0 d—o0
It1ly<8

Nun schétzen wir den zweiten Summanden in ab: Es gilt \uk\Q < 4 und somit

d
D lug|> < 4. Noch eine Abschitzung, die wir bendtigen ist
k=1

dt 51+n
< .
/ calltlly™ 7 e

Itlly>1/8

d
211 Vi LBV 1)) 3 D2 2B X — X 1,61 X — X [},
k=1

)
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Somit ist

lug|”dt 1 \vk| ds
|§d(ts| dW<dZ / cn||t||1+nd2/ 1+m

cm |l s
[1t]l;>1/0 Htl\ >1/8 || ||
]vk\ ds

Cn H?sz+ dz CmH5H+

[[tll;>1/0
ds
< 166! / ol
Cndz emlls|i™

d
el 2
<168 S+ BV 1)
nt T
Mit dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen gilt

d
2 32
. n+1 n+1
lim sup 169 Cn_dkg (1 Yell, +E(Y |l5) = . — 0" 2R(Y)

d—o0 n

und somit

32
lim sup lim sup / €4(t, 5)” dw < limsup = - 0" . 2R(Y) = 0 fast sicher.
§—0  d—oo 111> /8 §—0 Cn
tl,>

Nun kann man fiir die restlichen Summanden in analog argumentieren und somit folgt
die Behauptung. O

Vollig analog zu der Definition der empirischen Korrelation durch die empirische
Kovarianz und empirische Varianz wie in Definition [[.12] kann man die empirische
Distanz Korrelation durch die empirische Distanz Kovarianz und empirische Distanz
Varianz definieren:

Definition 2.26 (Empirische Distanz Korrelation). Seien (X<, Y?) Stichproben der Zu-
fallsvektoren X und Y mit dim(X)=n, dim(Y)=m und E(X) + E(Y) < oo, dann heifit

DCovg(X4Y?) d d
DCorg( X%, Y4 := { V/DVaraXHDVara(v?) DVarg(X)DVara(Y?) > 0,
0 DVarg(XY)DVary(Y?) =0,

die empirische Distanz Korrelation.
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Satz 2.27. Es gilt
(i) 0 < DCorg(X4, YY) <1,

(ii) Ist DCorqg(X? Y4) = 1, dann existiert ein Vektor a, ein Skalar b und eine orthogonale
Matrix C, sodass Y4 = bCX? + a gilt.

Beweis. (i) folgt analog zu Satz (iii).
(ii) Einfachheitshalber gehen wir davon aus, dass dim(X)=dim(Y)=n ist. Nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung gilt fiir

1 (< WA 1 (<
7 (Z Ak,lBk,l> < 7z (Z Az,z> 2 (Z Bl%,l)

k=1 k=1 k=1

die Gleichheit nur wenn Ay; = By, fiir € € R, Vk,l. Also gilt DCory(X4,Y?) = 1 nur
wenn Ak,l = EBkJ Vk’, l.

Sei e| =1, dann ist || Xy — Xi ||, = || Ye — Y ||, + di + d; Yk, 1 fiir gewisse dj, d;. Fiir k =1
erhélt man d, = d; =0 Vk, da || X — Xi|], = || Y — V||, = 0.

X? und Y? sind isometrisch, also kann man X¢ aus Y? durch Shift- Rotations- und Re-
flektionsoperatoren erhalten und damit ist Y¢ = bCX? + a fiir einen Vektor a, ein Skalar
b = ¢ und eine Orthogonalmatrix C.

Sei nun |e] # 1 und ¢ # 0, dann kann man X% aus Y¢ durch Shift- Rotations- und Re-
flektionsoperatoren erhalten und damit ist Y¢ = bCX? + a fiir einen Vektor a, ein Skalar
b = ¢ und eine Orthogonalmatrix C.

Beispiel 2.28. Fiir den Datensatz hills aus dem Paket MLASS ist

DCory(dist, time) = 0.9352944. Zur Erinnerung: Die empirische Korrelation ist
Cor(dist,time) = 0.9195892. Also ermittelt die Distanz Korrelation auch einen engen
linearen Zusammenhang zwischen den Attributen.

Korollar 2.29. Seien (X% Y?) Stichproben des Zufallsvektors (X,Y) mit dim(X)=n,
dim(Y)=m und E(X) + E(Y) < oo, dann gilt

lim DCory(X® Y% = DCor(X,Y) fast sicher.

d—00

Beweris. Folgt aus Satz und der Defintion der empirischen Distanz Korrelation. O
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2.3. Unabhingigkeitstest

2.3 Unabhéangigkeitstest

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns damit wie ein multivariater Test auf Unabhéngigkeit
aufbauend auf der empirischen Distanz Kovarianz abgeleitet werden kann. Bevor wir den
Unabhéngigkeitstest vorstellen, benotigen wir noch einige Hilfsmittel.

Definition 2.30 (Verteilungskonvergenz). Eine Folge von Verteilungsfunktionen (Fj)gen
heifit verteilungskonvergent gegen eine Funktion F : R™ — [0, 1], wenn gilt

(i) F ist rechtsstetig;

(ii) alle Unstetigkeitsstellen von F liegen auf abzéhlbar vielen Hyperebenen
{y € R"y, =y, ,} mit den Unstetigkeitskoordinaten y, , € R;

(iii) fur y € R” fiir die F stetig in y ist, gilt klim Fr(y) = F(y).
—00
Man schreibt dafiir abkiirzend Fj, — F. Eine Folge von Zufallsvariablen (Xk)ken heiBit

verteilungskonvergent gegen eine Zufallsvariable X, falls Fly, 5 Fx. Man schreibt dafiir
auch abkiirzend X — X.

Anmerkung Die Starke Konvergenz sowie die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impli-
zieren die Verteilungskonvergenz, aber nicht umgekehrt! In [2] Satz 5.1. ist ein Beweis dazu
gegeben.

Beispiel 2.31. Sei X}, = (—1)*X mit X ~ N(0,1), wegen der Symmetrie der Normalver-
teilung gilt —X ~ N(0,1). Damit gilt X, — X.

Satz 2.32. Seien X, X;, Xo--- Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fx, (Fx,)ken
und charakteristischen Funktionen ¢x, (¢x, )keny und gelte klim ox, (1) = px(t) Vt € R".
—00

Dann gilt F, = Fy.
Gilt andererseits Fy, — Fx, so folgt klim ox,(t) = px(t) Vt € R
—00

Beweis. Siehe [2] Satz 23.8. O
Satz 2.33. Seien X, X, X, .- Zufallsvariablen, dann sind dquivalent:

(i) Xp — X;

(ii) klgg@ E(f(Xk)) = E(f(X)) fur f: R® — R stetig und beschrénkt.

Beweis. Siehe [2] Satz 5.1. O
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2.3. Unabhingigkeitstest

Definition 2.34. Fiir reelle Verteilungsfunktionen F und G heifit
A(F, G)ievy = inf{e > 0|G(z —¢) —e < F(x) < G(zx+¢)+¢, Vo € R}
die Lévy-Metrik. Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y ist die Lévy-Metrik definiert durch
d(X7 Y)levy = d(FX, FY)levy-

Satz 2.35. Fiir eine Folge von reellen Verteilungsfunktionen (Fy)4en und eine reelle Ver-
teilungsfunktion F gilt:
Fy = F < d(Fy, F)iew, — 0.

Definition 2.36. Sei X = (X)er ein stochastischer Prozess und T eine beliebige Index-
menge. X ist ein Gaufscher Prozess, falls (X;,, -+, X;,) normalverteilt ist fiir alle t; € T,
ty <---<t,und n € N.

Bemerkung Mit Satz gilt, dass die charakteristische Funktion der endlichen Ver-

teilung (Xy,, -+, Xy,) den Gaulschen Prozess eindeutig bestimmt. Fiir jede endliche In-
dexmenge t1,--- ,t,, t; € T ist die charakteristische Funktion gegeben durch
1 n
Oxy, X, (W1, 0+, Wn) = €Xp < Z px (te)wr, — = Z Z Covx (1, tk)wzwk> ;
I=1 k=1

wobei ux(t) = E(X(t)) und Covx(t,s) = E(X;X,). Ein GauBscher Prozess ist also durch
seine Erwartungswert- und Kovarianzfunktion eindeutig bestimmt.

Satz 2.37 (Multivariater Zentraler Grenzwertsatz). Seien (X;);ey unabhéngige identisch
verteilte Zufallsvektoren mit E(|X;|*) < co und E(X;) = g und Cov(X;) = ¥. Dann gilt

d
1 v
t=1

Beweis. Siehe [3] Theorem 29.5. O

Die fiir den Unabhéngigkeitstest genutzte Teststatistik lautet dDCov?/T5, wobei
Ty = @.b.. wie in Definition “ definiert ist.

Satz 2.38. Seien X und Y unabhéngige Zufallsvektoren mit dim(X)=n, dim(Y)=m und
E(|| X |],) +E(|]| Y |]5) < oo und ((+) ein komplexer GauBscher Prozess mit E(¢) = 0 und
Kovarianzfunktion

Ce(usuo) = (ox(t —to) — px()px(t))(py (s — s0) — vy (s)py(so))-
mit u = (t,s),ug = (to, So) € R" x R™.Dann gilt
lim dDCovj < |[¢(t,5) I[;
d—o0
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2.3. Unabhingigkeitstest

Beweis. Wir definieren den Prozess

Calw) = Galt, ) = Véa(t, s) = V(9 y (1, 5) — o5 ()5 (5))-

Dann gilt, da X und Y unabhéngig sind E(Cy(w)) = 0, E((a(u)Ca(uo)) = EC¢(u, up), denn
mit Satz [L.30]

E(Ca(w)) = VA(E(¢% v (t,5)) — E(0% (£)¢5(5))) = Vd(pxy (. s) — ox()oy(s))
= Vd(ox(t)ey(s) — ox(t)ey(s)) =

E(Ca(u)Ca(uo)) = d(E(9% .y (t, 8) 0%y (—to, —s0)) — E(p% v (. )% (—t0) 5 (—s0))
Ly (s) 0%y (—to, —s0)) + E(0% (1)t (s) 0% (—to) % (—50)))
1

= T(@X(t —to)ey (s — s0) — x(t —to)py(s)py(so)
— py (s — s0)px (t)px(to) + ©x(t)px (to)py (s)ey(so))
= d%.ll(sf?x (t —to) — ox(t)px (to))(wy (s — s0) — py(s)ey(so))
= %CC(uv uO)
Somit
E(Guw)) = E(G()o) = -+ Celuu) = (0 = lox @) ~ oy ()P). (28)

Sei e > 0, D(8) = {(¢,9)|0 < || t]l, <1/6,6 <||s]l, < 1/6} und (Dy)s_, eine Partition
von D(J) mit N = N(e) messbaren Mengen mit einem Durchmesser von hochstens e. Fiir
0 > 0 sei

Qa(0) ==Y i 1Ca(w)]? dw.

Und sei Q eine Zufallsvariable mit Q(8) := kﬁl Jp, 16(@)|* dw. Wir zeigen nun, dass fiir
(Qa)gen folgendes gilt:

(1) Qa(d) = Q;

(il) E(|Qa(0) —[ICall2]) < 6

(i) E(|Q() — [[¢I[2]) < 6.
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2.3. Unabhingigkeitstest

Mittels (i)-(iii), Satz [2.35 und
d([[ 11211 Ga Hi)levy < (I QO)ieny + d(Q(0): Qu(d))tewy + d(Qa(0), 1] Ca || iewy
folgt nun dDCov? = || ¢a ], = || C .-

Also miissen wir (i)-(iii) verifizieren.
(i) folgt aus dem Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz und dem obigen.

(ii) Sei M > 0 fest und

B(e) = sup E(|[¢a(u)]* — [Caluo) *]),
u,UQ
wobei das Supremum {iiber alle u = (¢,s) und uy = (t,So) genommen wird, sodass

max{|t|, [to], |s],|so|} < M und |t —to| + |s — so| < €% Somit ist lin%ﬁ(g) = 0 fiir je-
e—
des feste M > 0. Und fiir jedes feste 6 > 0 gilt

E

/ Caw)? dw — @dw)] < B(e) / Calw)?dw 2% 0. (1)
Pe) D(9)

AuBlerdem gilt

[ Jerao [l
< [ G@laes [P

lItll<d lItll;>1/6
b [P [ G
lIsllo<d IIslly>1/6

Aus dem Beweis von Satz folgt
4 d
G <23 1wl S
k=1 k=1

2
vi|” ds url” dt
/—' s op (1Y =Y ,) und / bl o 1% — X L)G( X — X 1L, 6)

1+m Tl n =
Cm
2 cmllsll leies s
] [ itTXk _ .— iSTYk _ [— l—COS(Zl)
mit uy 1= e ox(t), vy i=e vy (s) und G(y) = TG dz.
llzllo<y 7
Also insgesamt
P d
|Ca(w)]* dw < EZ y(IIV = Y [1,)2) Ex (|| X — X ||,)G(]] Xi — X ||, 0).
k=1 k=1

IIt]lp<d
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2.3. Unabhingigkeitstest

Eine weitere Ungleichung aus dem Beweis von Satz

d
[Calu)| dw < 326" e, > By (|| Vi = Y ||,).
1¢1ly>1/6 k=1

Es folgt

E At||2<6|<d<u>| do + / Cau)? dw)

[t]l,>1/6

<E (%ZQEY(HYk - YHZ)QZEX(HXk — X |)G([| Xk — X \|25))
d
+E (326”+1/anEY(|| Y, -V ||2)>

k=1

0

= 16dE(]| X1 — X5 |[,)G(|| X1 = Xa ||, 6)E(]| Yy — Y2 |I,) + 8246 /e, B(|| Vi = Y2 ||,) = 0

und analog

6—0

2 2
E /| G s / ()P dw | 230,

Ilslly>1/6

Mit (1) und (2)) folgt (ii).
(iii) Es konnen analoge Ungleichungen fiir Q und ¢ wie fiir Q4 und ;4 in(ii) aufgestellt
werden, sodass (iii) gilt.

0

Bemerkung Aus dem obigen Satz folgt, dass DC'ovg unter Unabhéngigkeit von X und Y
nicht Erwartungstreu ist: Wir haben DCovy = ‘ ) 1/ Ve, ‘ ) und wegen der Unabhéngigkeit

ist DCov(X,Y) = 0. Somit
)_ // |Cd‘ dtds
e (117 5 11,7

// E(|¢a|?)dtds
Cncm |1t 5[],

—1// (L~ lox (W)L — |y (s)|*)dtds

cucm [ £ s 1,

E(DCov;) = (H 1/\/_Cd

R™ R™
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2.3. Unabhingigkeitstest

d—1
E([] X = X" [[)E(Y = Y"[],)

d?
o B(1X = X E(]Y — Y[l + DCou(X, V)

2
Korollar 2.39. Secien X und Y Zufallsvektoren mit E(|| X |[,) +E(]| Y'|],) < oo, dann gilt:

(i) Sind X und Y unabhingig und Q = Z;; \NZ ]2, wobei Z; unabhéngige standardnormal-
verteilte Zufallsvariablen sind und \; positive Konstanten sind, die nur von der Ver-

teilung (X,Y) abhéngen. So ist
Cllim dDCov3 /Ty = Q und E(Q) = 1.
—00

P
= 0.

E(¢) = 0, wobei (4,¢ wie in

(ii) Sind X und Y abhéngig, dann gilt lim dDCov} /Ty

Beweis. (i) Da X und Y unabhéngig sind, folgt E((,)
Satz definiert sind. Nach [§], Kapitel 1, Abschnitt 2, hat die quadratische Norm eines

GauBschen Prozesses || (||, mit E(|| (]|,) = 0 die Darstellung
1CIE =D N2, (1)
j=1

wobei Z; unabhéngige standardnormal-verteilte Zufallsvariablen sind und \; positive Kon-
stanten sind, die nur von der Verteilung von (X,Y) abhédngen. Nach Satz und der
. Weiter gilt mit 1) und 1|

Unabhingigkeit von X und Y gilt, dass dDCov? = || C ||
BUICID = [ Rluwdo= [ (1= lox@)(1 - lor(s))do

Rn+m

(2)

Rn+m
=E(|X = X[ [[Y = Y'[l,),
wobei X’ eine unabhéngige identisch verteilte Kopie von X ist und Y’ analog.
Mit dem Starken Gesetz der grofien Zahlen fiir V-Statistiken gilt

lim Ty = E(| X = X' ||, [|[Y = Y'[l,) f.s

Mit Satz und (1)) gilt

dDCovy/Ty =I5 /(E(| X = X[, [|Y = Y"[],))
| X =X LY =Y'|I,) Z; =Y X;Z; = Q.
~~ =1

3 (/S

Jj=1
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2.3. Unabhingigkeitstest

Damit hat Q die gewiinschte Darstellung, da )\; > 0 Vj und nur von der Verteilung von
(X,Y) abhéngen und Z; unabhéngige standardnormal-verteilte Zufallsvariablen sind. Au-

Berdem gilt mit Satz und

<1l ) 1
E(Q) =E _ .
@ =2 (g —onv=r) " B
1
TEQX XLV -V

E(J| X = X", Y = Y']ly) = 1.

(ii) Da X und Y abhéngig sind, gilt DCov(X,Y) > 0 und nach Satz ist
lim DCovy 2 DCov und somit gilt dDCov? dL> oo. Nach dem Starken Gesetz der
— 00

d—o0
grofien Zahlen fiir V-Statistiken ist dlim T, = E(| X = X"||,||Y = Y"|],) = const. Also
—00
insgesamt dDCov3 /T dL) 0.
—00
[

Anmerkung Korollar zeigt, dass die Teststatistik dDCov?/T; konsistent ist.

Mit dem folgenden Satz konnen wir einen kritischen Wert fiir die Priifgrofle angeben.
Auflerdem zeigen wir, dass dieser kritische Wert eine scharfe Grenze ist.

Satz 2.40. Sei T(X,Y, a,d) der Test der die Unabhéngigkeit von X und Y ablehnt, falls

dDCov3(X1 YY) 9
> 1
/Iv2 X17a< )7

wobei x?__(1) das 1 — @ Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung ist mit Freiheitsgrad 1 und
a(X,Y, d) das Signifikanzlevel von T'(X, Y, o, d) ist. Gilt E(|| X ||,) + E(]| Y ||,) < oo, dann
ist fiir alle 0 < o < 0.215

(i) lim a(X,Y,d) < o

d—o0
(i) supyy { lim a(X,Y,d)|DCov(X,Y) = 0} = .
’ d—ro0

Beweis. (i) Dies ist ein Spezialfall von den Ergebnissen aus [12], Seite 186 ff. Es gilt fiir
eine quadratische Form von standardnormal-verteilten Zufallsvariablen Q mit E(Q) = 1,
dass

D 2(xd, yd
limP(d Covg(X7, ¥*)

T = Xf_a(l)) =P(Q = xi_o(1) <«

d—o0

fiir 0 < o <0.215.
(ii) Sind X und Y Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen, dann gilt DCor,; = |p|.
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Wegen der Unabhéngigkeit von X und Y und mittels dem Zentralen Grenzwertsatz ist

Vd|p| % N(0,1) also auch dp* = N(0,1)? und somit dDCor? 2 N(0,1)2. Daraus folgt
fiir die quadratische Form Q, dass Q = Z? mit Z ~ N(0,1). a wird erreicht, denn

P(Q = X7 o(1)) = P(Z{ = Xx{_o(1)) = a.
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Kapitel 3
Brownsche Distanz Korrelation

In diesem Kapitel definieren wir die Brownsche Distanz Kovarianz und die Brownsche
Distanz Korrelation. Diese Funktionen sind wie die Distanz Kovarianz\Korrelation
Mafzahlen zur Messung des Zusammenhangs zwischen zwei Zufallsvariablen. Die
Brownsche Distanz Kovarianz kann analog zur Distanz Kovarianz den Zusammenhang
zwischen Zufallsvariablen beliebiger Dimensionen messen und die Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen eindeutig charakterisieren. Zum Abschluss des Kapitels zeigen wir, dass
die Brownsche Distanz Kovarianz mit der Distanz Kovarianz iibereinstimmt.

3.1 Bedingter Erwartungswert und Brownsche Bewe-
gung

Zunéchst beschéftigen wir uns mit der Brownschen Bewegung und den bedingten
Erwartungswerten. Diese sind wesentliche Voraussetzungen fiir dem Umgang mit der
Brownschen Distanz Korrelation.

Definition 3.1 (Bedingter Erwartungswert). Sei X eine Zufallsvariable und %8 C 2 eine
o-Algebra iiber Q, dann heifit Z := E(X|B) bedingter Erwartungswert von X unter ‘B,
wenn Z eine B-messbare Zufallsvariable ist mit [ ZdP = [ XdP VB € B.

B B

Eine Zufallsvariable X mit X > 0 oder X eigentlich integrierbar heifit zuldssig. Fiir ein
zuléissiges X existiert stets der bedingte Erwartungswert E(X |B) fiir jede o—Algebra
B C 2 iiber Q.



3.1. Bedingter Erwartungswert und Brownsche Bewegung

Bemerkung Fiir 8 = {0, Q} gilt E(X|B) = E(X) und fiir B = A gilt E(X|B) = X.
Satz 3.2. Seien X und Y zulédssig, dann gilt fiir jede o—Algebra B C 2 {iiber (2:

(i) E(E(X]B)) = E(X);

i) X "Ly = B(xB) LT E(Y D),

(iii) E(aX|®B) "< aE(X|B);

(iv) E(X +Y|B) "<L¥ E(X|%8) + E(Y|B);

P—f.s. P—f.s.
V) X < Y= EXB) < EY|B):

(vi) X B-messbar = E(XY[%8) "< X - E(Y|B);

(vii) X B-messbar = E(X|B) Pt x.

(viii) E(Y - E(X|B)[%8) "< E(X|B) - E(Y|B);

Beweis. (i)-(iv) folgen direkt aus der Definition.
(v) Sei ohne Einschrinkung X <Y, dann existiert ein zulissiges Z mit X + Z =Y und
somit
EY|8B)=E(X + Z|B) =E(X|B) +E(Z|B) > E(X|8B).
>0

(vi) L.Fall: X >0und Y >0
Fiir d € N definieren wir X, := 57|2?X]. Dann gilt X, /X und X,;E(Y|B) ~ XE(Y|B).

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz ist
dlirn E(1pXE(Y|B)) = IE(dlim 1 XE(Y|B)) =E(1gXE(Y|B)) VB < B.
—00 —00

Weiter gilt

E(1pX.E(Y|B)) = iE(ngnxdmdkz—dEm%))
k=1

= Z ]E(ILBILXd:kgfdeidY)
k=1

=E(1pX.Y) B E(15XY).
Insgesamt also E(1pXE(Y|B)) = E(15XY) & [ XE(Y|B)dP = [ XYdP.
B B
2.Fall: X und Y sind beliebig aber Integrierbar.
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3.1. Bedingter Erwartungswert und Brownsche Bewegung

Folgt analog zu Fall 1 durch algebraische Induktion.
(vii) folgt aus (vi) fiir X = 1 und (viii) folgt ebenso aus (vi).

]

Definition 3.3. Seien 8,8, C 2 0—Algebren, dann heiflen B, und B unabhdingig, falls
By und B; unabhéngig sind VB; € B; i=1,2. Sei X eine Zufallsvariable, dann heiflen 8,
und X unabhéngig, falls o(X) = X~ !(B(R)) und B; unabhiingig sind.

Anmerkung Insbesondere sind zwei Zufallsvariablen X und Y genau dann unabhéngig,
wenn o(X) und o(Y) unabhéngig sind. Fiir den bedingten Erwartungswert wird auch
oftmals die Konvention E(X|Y) := E(X|o(Y)) verwendet.

Satz 3.4. Sei X zuldssig und B C 2 eine o-Ablgebra unabhingig von X, dann gilt
E(X|B) =E(X).

Beweis. E(X) ist messbar beziiglich 8. Fiir B € 9B sind 1z und X unabhingig, daraus
folgt wenn X integrierbar ist

/XdP = /]lBXdP:/]leP/XdP = /]lBIE(X)dP = /E(X)dP.

Q Q Q B

Fiir positives X folgt die Behauptung analog durch algebraische Induktion.
O

Definition 3.5 (Bedingte Verteilung). Sei X eine Zufallsvariable und B C 2l eine o-
Algebra, dann heiit Px(:[B)(-) : 2 x B — R U {—o0, 00} die bedingte Verteilung von X
unter ‘B, falls

(i) Px(-|B)(w) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B’ VYw € Q;

(ii) Px(B'|®B)(-) ist B-messbar VB’ € B';

(iii) Py(B/|B) "L P(X~1(B')B) VB €
Bemerkung Seien die Vorrausetzungen wie in der Definition oben und zudem X eine
reelle Zufallsvariable, dann existiert die bedingte Verteilung Px (B'|B).

Satz 3.6. Sei X eine P-integrierbare Zufallsvariable zum Wahrscheinlichkeitsraum (2, 2, P)
und B C A eine o-Algebra tiber Q. Sei f : R — R messbar mit E(f(X)) < co. Dann gilt

(i) E(f(X)|®B) £ [ £(x)Px(dr|);
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3.1. Bedingter Erwartungswert und Brownsche Bewegung

(ii) E(X|B) iﬂ{xPX(deB);

(iff) Tst f konkav, so gilt f(E(X)) < E(f(X)) und inshesondere f(E(X|B)) < E(f(X)|B).
(Jensensche Ungleichung)

Beweis. (i) Fir f = 1p B € B(R) gilt die Aussage unmittelbar. Durch algebraische
Induktion folgt die Aussage fiir f messbar.
(ii) folgt aus (i) durch f = idg.
(iii) siehe [7], Satz 8.19, Seite 172.
U

Definition 3.7 (Filtrierung & Adaption). Eine Familie von o — Algebren (§i)ier heifit
Filtrierung, falls Vs, t € T mit s < t §s C §; gilt. Ein stochastischer Prozess (X})ier heifit
adaptiert beziiglich der Filtrierung (§;)ier, wenn X, §; — messbar ist Vt € T.

Beispiel 3.8. (X;):cr sei ein stochastischer Prozess, dann ist (2(;):cr mit
A, = o(Xs|s < t) eine Filtration und (X;)er ist an (U;)ier adaptiert. Diese Filtrierung
nennt man auch die kanonische Filtrierung.

Definition 3.9 (Brownsche Bewegung\Wiener-Prozess). Ein adaptierter Stochastischer
Prozess (W})er beziiglich der Filtrierung (§;)¢er, heilt Brownsche Bewegung oder Wiener-
Prozess, wenn gilt:

(1 W()—O

)

(ii) (Wy)ier hat unabhéngige Zuwichse;

(i) Wy — W5 ~ N(0,t —s) V0 < s < ¢;
)

(iv) Die Pfade t — Wi(w), t € T sind stetig Vw.

Bemerkung Durch die Unabhéngigkeit und Normalverteilung der Zuwiéchse ist insbe-
sondere jede Brownsche Bewegung (W;)ier ein Gauflscher Prozess mit Erwartungswert-
funktion E(W;) = 0 ¥t € T und Kovarianzfunktion Cov(Ws, W;) = min(s,t) Vs, t € T.

Definition 3.10. Eine Brownsche Bewegung (W,);er heiit zweiseitige Brownsche Bewe-
gung, falls gilt

W, fallst >0,
Wt = -
WZ, fallst <0.
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3.1. Bedingter Erwartungswert und Brownsche Bewegung

Fiir diese Arbeit sei nun (W;)ier eine zweiseitige Brownsche Bewegung mit
E(Wy) =0Vt € T und Cov(Ws, W) = |s| + [t| — |s — t| = 2min(s,t) Vs,t € T.  (3.1)

Und fiir die Indexmenge T wird aus Einfachheitsgriinden die Menge der natiirlichen
Zahlen benutzt.

Satz 3.11. Fiir (W,)er gilt
(i) E(W(t)?) = 2t[;
(i) E(W(t)*) = 3E(W (¢)2)? = 12|t|*.

Beweis. (i) Da E(W;) = 0 ist Cov(Wy, W,;) = E(W,W};). Also gilt
E(W?) = Covo(W,, Wy) = [t] + [t| — [t — t| = 2]¢].
(ii) Fir X ~ N(0,0) gilt E(X*) = 302. Es folgt, da W(t) normalverteilt ist mit
Erwartungswert 0, dass
E((W,)") = 3E(W(1)2)* 2 12 ¢
[

Definition 3.12 (Kovarianzquadrat). Seien X und Y Zufallsvektoren mit
E(|| X [|2)+E(]| Y ||3) < oo und X’, Y’ jeweils unabhiingig identisch-verteilte Kopien, dann
ist das Kovarianzquadrat durch

Cov(X,Y)? = E*((X—E(X))(Y-E(Y))) = E(X—E(X))(X'-E(X") (Y -E(Y)) (Y'-E(Y")))
gegeben.
Definition 3.13 (Die U-zentrierte Version von X). Sei X eine Zufallsvariable und U =

(Up)ten ein von X unabhéngiger stochastischer Prozess, dann heifit
Xy =UX) = [ U@dFx() = U(X) - EUCO)

die U-zentrierte Version von X, soweit der bedingte Erwartungswert existiert.

Anmerkung Ist (U;)en der Identitatsprozess, also Uy(w) = id(w) Vt € N Vw € €2, dann
erhilt man Xy = X;q = X — E(X). Wir haben in Definition genutzt, dass X und U
unabhéngig sind und mit Satz die kompaktere Schreibweise gefolgert.
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

3.2 Brownsche Distanz Korrelation

Definition 3.14 (Brownsche Distanz Kovarianz). Seien X und Y Zufallsvektoren mit
E(|| X |12) + E(|Y ||3) < oo und (Wy)en,(W!)ien zweiseitige Brownsche Bewegungen mit
den Eigenschaften aus (3.1)), dann heifit die Quadratwurzel aus

BCov*(X,Y) := Coviy(X,Y) = E(Xw X{y Y Yii)

die Brownsche Distanz Kovarianz, wobei W und W’ nicht von (X,X’)Y,Y’) abhéngen.

Bemerkung Wenn man fiir (W;)eny und (W));en den Identitétsprozess fiir BCov einsetzt,
erhdlt man BCov = |Cov|. Denn

BCov*(X,Y) = Covi,(X,Y) = E(Xg X1, YiaYiy)
= E((X — E(X))(X' = E(X")(Y —E(Y))(Y' —E(Y")))
=E((X - E(X))(Y - E(Y)))”
& BCou(X,Y) =|Cov(X,Y)]|.

Achtung: Der Identitédtsprozess ist keine zweiseitige Brownsche Bewegung, da der Iden-
titédtsprozess kein Gaufischer Prozess ist.

Definition 3.15 (Brownsche Distanz Varianz). Sei X ein Zufallsvektor mit E(|| X [|7) < oo
und (W;)sen eine zweiseitige Brownsche Bewegung mit den Eigenschaften aus , dann
heif}t

BVar(X) := Covw (X, X) = E(X§/)

die Brownsche Distanz Varianz, wobei W nicht von X abhingt.

Bemerkung Wenn man fiir (W;);en den Identitdtsprozess bei BVar einsetzt, erhilt man
analog wie oben BVar(X) = Var(X).

Definition 3.16 (Brownsche Distanz Korrelation). Seien X und Y Zufallsvektoren mit
E(| X |12) + E(|Y [|3) < oo und (Wy)ien,(W!)ien zweiseitige Brownsche Bewegungen mit
den Eigenschaften aus (3.1)), dann heifit

BOov(X,Y) BVar(X)BVar(Y) > 0
BCor(X,Y) := \/BVar(X)BVar(Y)
0 BVar(X)BVar(Y) = 0;

V

I

die Brownsche Distanz Korrelation.
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

Bemerkung Wenn man fiir (W;)en den Identitétsprozess bei BCor einsetzt, erhilt man
analog wie oben BCor(X,Y) = |p(X,Y)].

Satz 3.17. Seien X und Y Zufallsvektoren mit E(]| X ||5) + E(|| Y |[3) < oo, dann existiert
BCov und es gilt

BCov*(X,Y) = E(|| X = X'[[, | Y = Y"[,) + E(|| X = X"|l)E(]|Y = Y"||,)
—E(IX = X" 1Y =Y"[l,) =E(| X = X" [, [[Y = Y"],),

wobei (X, Y),(X’,Y’) und (X”,Y") unabhéngig und identisch verteilt sind.

Beweis. Wir betrachten einfachheitshalber den Fall, dass dim(X)=dim(Y)=1 ist. Nach
Satz gilt B(W (t)4) = 3E(W (£)?)? = 12 |t|*. Damit erhalten wir

E(W(X)') = E(E(W(X)"|X)) = E(12|X[*) < o0
Wegen (z + y)* < 2%(2* + y*) und der Jensen Ungleichung gilt

E(Xw)* = E(W(X) — E(W(X)|W))* < 24(E(W (X)*) + E(E(W(X)|W))*)
< PE(W(X)Y) = 2°12E(|X[*) < o0

Analog haben Xj;, Yy~ und Yj}, alle ein existierendes viertes Moment. Mit der Ungleichung
abed < a* + b* 4 ¢* + d* folgt

BCov(X,Y) = E(XwX{y YY) <E(Xw)* + (Xi)* + Yt + (V) < oo
Weiter gilt mit Satz

BCov(X,Y)? = E(Xw Xy Y Vi) = E(E(Xw Xl Y Vi | X, XY, V"))
= BEXw Xl | X, XY, Y)EY Y | X, X', Y, V).

Xy X, — (W(X) - /R W(t)dFX(t)> <W (X) / W (t)dFy (t ))

= W(X)W(X') - / W (X)W (t)dFx(t / W(X )W (t)dFx(t)

/ / W ()W (s)dFx (£)dFx ()

und E(W(t)W(s)) = |t| + |s| — |t — s| gilt fiir die erste GroBe in (1))

Wegen
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

E(Xw X0y | X, X, Y,Y")

= X+ X — X — X| - / X]+ [t — X — ¢| dFx (1)
R

- / X 4 [t — | X7 — t) dFx(t) + / / ]+ 5| — |t — s| dFx (t)dFx (s)
— X] 4 X — X — X'| - (X + E(X]) — E(|X — X))

(X + E(X]) — E'(X' — X)) + (E(X]) + E(X']) - E(X — X))
S E(X — X))+ EY(X — X']) — |X — X'| — (X — X))

~
=A

wobei E' den Erwartungswert beziiglich X’ und E” den Erwartungswert beziiglich X"
bezeichnet und X’,X” unabhéngig identisch verteilte Kopien von X sind. Analog gilt fiir
die zweite Grofle in ([1))

E(Yi Vi | X, X, Y, Y)=E(Y =Y +E" (Y =Y")) = |Y = Y| —E(]Y = Y']),

=:B

wobei E' den Erwartungswert beziiglich Y’ und E” den Erwartungswert beziiglich Y be-
zeichnet und Y’,Y” unabhéngig identisch verteilte Kopien von Y sind.
Damit haben wir in ({1])

BCov*(X,Y) =E(A- B) =E(|X — X'|[Y — V') + E(|X — X')E(]Y — Y|)
“E(X - XY —Y")) —E(X - X"||Y - V7).

Wir kommen nun zu einem iiberraschenden Ergebnis: Die Distanz Kovarianz und die
Brownsche Distanz Kovarianz stimmen miteinander iiberein. Das Ergebnis ist insofern
iiberraschend, da beide Maflzahlen vollig verschiedene Definitionsansétze haben und bei
der Brownschen Distanz Kovarianz die Existenz des zweiten Moments der
Zufallsvariablen gefordert wurde, damit die Brownsche Distanz Kovarianz wohldefiniert
ist und bei der Distanz Kovarianz schon die Existenz des ersten Moments ausreichte,
damit diese wohldefiniert war.

Satz 3.18. Seien X und Y Zufallsvariablen. Dann gilt DCov(X,Y) = BCov(X,Y).
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass

DCov(X,Y)* =E(|| X = X' ||, [|Y = Y'[l,) + E(]| X = X" [[,)E(||Y = Y"],)
—E(IX = XL (1Y =Y"[l,) —E(| X = X" [l,[|Y = Y"[],),
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

wobei (X,Y),(X’,Y’) und (X”,Y"”) unabhéngig und identisch verteilt sind. Die
Behauptung folgt dann mit Satz da DCov > 0,BCov > 0. Der Zéahler im Integral
von DCov*(X,Y) kann wie folgt umgeschrieben werden:

loxy(t,s) — ox(t)py ()] = lexy(t, s)* — oxy(t, s)ox(t)ey(s)
— oxy (L) ox )@y (s) + |ox (B |y (s)]° == A

Mit einem #@hnlichen Vorgehen wie in ([2.5)) erhélt man:

oxy (t,9)[F = E(cos((X — X")t)cos((V = Y")T's));

lox (D] oy (5)]" = E(cos((X — X')))E(cos((Y — Y')Ts));
E(cos((X — X")Tt)cos((Y = Y")"s));
E(cos((X — X)t)cos((Y — Y")Ts)).

oxy(t,s)ox(t)py(s
pxy(t,s)ox(t)py (s

Mit Satz (vi) folgt

A= E(cos((X — X't)cos((Y —Y')s)) + E(cos((X — X)) E(cos((Y — Y")T5s))
— E(cos((X — X")Tt)cos((Y —Y")''s)) — E(cos((X — X")Tt)cos((Y — Y")'s))
=1— (1 —E(cos((X = X")"1))) = (1 = E(cos((Y = Y")"s)))
+E[(1 - cos((X X’)Tt)) 1 —cos((Y —Y")'s))] + E(cos((X — X)'t))E(cos((Y — Y")'s))
— 1+ (1 —E(cos((X — X't))) 4+ (1 — E(cos((Y —Y")"'s)))
E[(1 — cos((X — X)) (1 — cos((Y = Y")''s))] — 1+ (1 — E(cos((X — X")'1)))
+ ( E(cos((Y —Y")"s))) = E[(1 — cos((X — X")T#))(1 — cos((Y —Y")"s))]
E[(1 (X = X)) (1 = cos((Y = Y")Ts))]
+ E(l —cos((X — X"1)E(1 — cos((Y — Y')Ts))
[ (X = X)) (1 = cos((Y = Y")"s))]
[ (X = X")'1)(1 = cos((Y —=Y")"s))].

) =
) =

— COS

—_—

—E[(1 — cos
—E[(1 — cos

Mit dem Satz von Fubini und Lemma [2.2] gilt

/ / E[(1 — cos((X — X)Tt))(1 — cos((Y — Y")Ts))]dtds

cncm ¢ 112" |1 s ]l

(1 —cos((X — X)Tt))(1 — cos((Y — Y")T's))dtds
s |

e 1|1, Il 515"

_E / (1 — cos((X — X)Tt))dt/R (1 —cos((Y —Y")Ts ))d3]

el tlly"™ Cn |5 |l
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

=E(|| X = X[, 1Y = Y"[],)

und mit dhnlichen Schritten folgt
[ B cos((X = XY )BL - cos((¥ ') "9))do = E(| X = X' [LE(Y = V")
Insgesamt also

DCa(X. Y7 = [ [ Jexrltis) = ex(Dev(s) o

= /Rm E[(1 — cos((X — X")T1))(1 — cos((Y — Y')T's))]dw
n /R (1~ cos((X — X)T)E(L — cos((¥ — V")s))d
E[(1 — cos((X — X)) (1 — cos((Y — Y")T's))]dw

/
_ /R /R E[(1 — cos((X — X")TH))(1 — cos((Y — Y')Ts))]dw

| X = X 1Y =Y lp) + (| X = XT[L)E([Y =Y ||,)
—E(| X = X", [|Y = Y7 ]y) = E(| X = X", [[Y = Y'[[,).

Bemerkung Fiir die Distanz Varianz gilt
2
DVar(X)* = E(|| X = X'[3) + E(]| X — X"[|,)* = 2B(|| X — X" ||, [| X = X"]],)
wobei X, X’ und X” unabhéngig und identisch verteilt sind.

Wegen Satz konnen nun alle Eigenschaften der Distanz Kovarianz\Korrelation, die
wir in Kapitel 2 gezeigt haben, auf die Brownsche Distanz Kovarianz\Korrelation
iibertragen werden. Daher ist die empirische Distanz Kovarianz auch ein Schéatzer fiir die
Brownsche Distanz Kovarianz.

Nun kann man mittels obigen Sdtzen einen leichten Beweis fiir Satz (iii) angeben,
denn mittels Cauchy-Schwarzscher Ungleichung gilt E(VW) < /E(V2)E(IW?2). Wahlen
wir nun wie im Beweis von Satz 317

V=FE([ X = X"[[,) + E(]| X" = X" [ly) = [| X = X"[l, = E(]| X = X"[l,)

und
W =E([|Y =Y'|[,) +E"([Y =Y"||) = |Y = Y'||, = E(]|Y = Y"[],),
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

dann ist DCov(X,Y)? = BCou(X,Y)?> = E(VW), DVar(X)? = BVar(X)? = E(V?) und
DVar(Y)? = BVar(Y)? = E(IW?). Insgesamt also

DCov(X,Y)?
& <1
V/DVar(X)2DVar(Y)?
< DCor(X,Y) <1< BCor(X,Y) <1.

DCou(X,Y)? < \/DVar(X)2DVar(Y)?

Auflerdem kénnen wir nun einen Zusammenhang zwischen Kovarianz und Distanz
Kovarianz angeben, es ist ndmlich

DCov(X,Y)* = E(|| X = X[, [[Y = Y'[l,) + E(]| X = X" [|)E(||Y = Y"],)
—2B(|| X = X[, [[Y = Y"[,)
= Cov(|| X = X"[|, IV = Y"ly) = 2C0u([| X = X"[|,,[|Y = Y"],).

Fiir die Distanz Varianz folgt somit

DVar(X)* = E(]| X = X'[[3) + E(| X — X'[|5)* = 2E(| X = X" || || X — X"],)
= Var(|| X = X"|ly) = 2Cov (|| X = X[, [[ X = X"[|,).
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Kapitel 4
Simulation

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit der Anwendung der Distanz Korrelation und
der klassischen Korrelation auf reelle Datenmengen.

Anwendung 1 Als Datenmenge wurden die Aktienpreise und die dazugehoérigen Log-
Returns der RWE AG und E.ON im Zeitraum vom 01.01.2009 bis 14.09.2012 gewihlt.
Insgesamt sind dies 956 Preise bzw. 955 Log-Returns. In Abbildung
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Abbildung 4.1: Preisentwicklungen(oben) und Log-Returns(unten) der RWE AG und E.ON
im Zeitraum vom 01.01.2009 bis 14.09.2012



3.2. Brownsche Distanz Korrelation

sehen wir die Preisentwicklung und die Log-Returns der beiden Aktien im
Betrachtungszeitraum. Abbildung stellt ein Streudiagramm der beiden Preise und
beider Log-Returns dar, auf dem man sofort einen linearen Zusammenhang erkennt.
Diesen Zusammenhang hitte man von vornherein vermutet, da es sich um Aktien aus
derselben Branche handelt und zudem beide im DAX vertreten sind.
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Abbildung 4.2: Streudiagramm der Aktienpreise(links) und Log-Returns(rechts) von der
RWE AG und E.ON

Dieser lineare Zusammenhang wird zusétzlich durch die Pearsonsche Korrelation
untermalt, denn es ist fiir die Aktienpreise p = 0.9671158. Zudem ist der Pearsonsche
Korrelationstest signifikant (P-Wert < 2.2e — 16).

Die Distanz Korrelation ermittelt ebenso einen Zusammenhang der beiden Stichproben:
DCor = 0.9647255 und P-Wert = 0.005, ist also auch signifikant.

Fiir die Log-Returns ist p = 0.8020525 mit P-Wert < 2.2e — 16 und DCor = 0.7940915
mit P-Wert = 0.005, also geht der lineare Zusammenhang etwas zuriick.
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3.2. Brownsche Distanz Korrelation

Anwendung 2 Als Datenmenge verwenden wir nun die Aktienpreise und die dazu-
gehorigen Log-Returns von BMW und von Adidas im Zeitraum vom 01.01.2003 bis 26.01.2009.
Bei Adidas ist zu erwidhnen, dass am 06.06.2006 ein 4:1 Aktiensplit durchgefiihrt wurde.
Insgesamt sind es 1568 Preise bzw. 1566 Log-Returns, da der Log-Return bei dem Aktien-
split rausgenommen wurde. In Abbildung[4.3]sind die Preisentwicklungen und Log-Returns
im Betrachtungszeitraum der beiden DAX-Unternehmen abgebildet.
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Abbildung 4.3: Aktienpreisentwicklung(oben) und Log-Returns(unten) bei BMW und Adi-
das im Zeitraum vom 01.01.2003 bis 26.01.2009

In Abbildung [4.4], welche ein Streudiagramm der beiden Preise und der Log-Returns
darstellt, sieht man, dass ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen beiden Preisen
besteht und ein leichter linearer Zusammenhang zwischen den Log-Returns besteht. Da
beide Unternehmen im DAX enthalten sind, aber in vollig verschiedenen Branchen tétig
sind, hiatte man einen Zusammenhang vermutet.

Mit dem Pearsonschen Korrelationstest erhalten wir fiir die Aktienpreise p = 0.01801265
mit P-Wert = 0.476. Also ist kein linearer Zusammenhang vorhanden. Der Distanz
Korrelationstest ermittelt DCor = 0.4147271, welcher dazu noch signifikant ist

(P-Wert = 0.005). Also handelt es sich bei den Aktienpreisen um zwei Datenmengen, die
nahezu unkorreliert sind, aber nach dem Distanz Korrelationstest abhéngig sind.

Fiir die Log-Returns ist p = 0.496137 mit P-Wert < 2.2e — 16 und DCor = 0.3991172 mit
P-Wert = 0.005. Somit verdndert sich die Distanz Korrelation im Vergleich zur Distanz
Korrelation bei den Aktienpreisen kaum, aber die Korrelation ermittelt nun einen
starkeren linearen Zusammenhang.
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Abbildung 4.4: Streudiagramm der Aktienpreise(links) und der Log-Returns(rechts) von
BMW und Adidas

Anwendung 3 Die Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen kann eingeteilt werden
in einen linearen und einen nicht-linearen Teil. Hier zeigen wir nun wie man den nicht-
linearen Teil der Abhéngigkeit erfassen kann. Da weder die Distanz Kovarianz noch die
Distanz Korrelation in lineare und nicht-lineare Komponenten zerlegt werden kann, muss
zuerst die klassische Korrelation herausgezogen werden.

Um die lineare Komponente der Abhéngigkeit heraus zu ziehen, wird auf die Stichprobe
(X4, Y?) ein lineares Modell der Form Y = X +& mittels der Kleinsten-Quadrate-Methode
angepasst. Die Fehler &; = Xig — Y, sind mit den Préadikatoren X unkorreliert. Um die
nicht-lineare Komponente zu erhalten, wird der Distanz Korrelationstest auf die Fehler ¢
und die Pradikatoren X angewandt.

Beispiel 4.1. (Aus [5], Aufgabe 10.2.1)

In einem Experiment wurden Meeresbakterien einer Rontgenstrahlung in insgesamt 15
aufeinander folgenden sechsminiitigen Strahlungsintervallen ausgesetzt. Man erhielt die
folgenden Ergebnisse:

Bakt. | 355 | 211 | 197 | 166 | 142 | 106 | 104 | 60 | 56 | 38 | 36 | 32 | 21 | 19 | 15
Intervall | 1 2 3 4 ) 6 71819 (10111213 |14 |15

Passen wir fiir die Daten ein Regressionsmodell der Form Y = X + ¢ an, wobei die
Kleinste-Quadrate-Methode fiir die Schétzung des Regressionskoeffizienten g verwendet
wird, so erhalten wir die Fehler
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Wenden wir nun den Distanz Korrelationstest auf die Fehler € und die Pradikatoren X
an, erhalten wir fiir DCor = 0.5864254. Dieser Test ist signifikant(P-Wert = 0.05).
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