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Einleitung

Quantitative statistische Modelle versuchen die Realität mittels mathematischer Zusam-
menhänge möglichst genau zu beschreiben. Gerade im �nanzwirtschaftlichen Bereich �
generell in der Ökonometrie, speziell aber auch im Risikomanagement � sind quantitative
Erfassungsmöglichkeiten der Wirklichkeit von enormer Bedeutung: so ist der Value-at-
Risk ein besonders wichtiges Standardrisikomaÿ, dessen Konzept mittlerweile vielfach für
die Quanti�zierung von Risiken angewandt wird. Auch andere Risikomaÿe als statistische
Kennzahlen, wie etwa die klassische Standardabweichung, der Conditional-Value-at-Risk
und viele weitere gehören zu den häu�g verwendeten Erfassungsmöglichkeiten für die
�nanzwirtschaftliche Verlustwahrscheinlichkeit.

Sämtliche Risikomodelle beruhen auf Annahmen bezüglich des entsprechenden Marktes,
auf dem diese angewandt werden. Mehrere grundlegende Techniken und Methoden setzten
lange Zeit voraus, dass es sich bei der Verteilung von Finanztiteln um eine Normalver-
teilung handelt. Dies impliziert die Situation einer symmetrischen Verteilung mit Norm-
algipfel. Allerdings sind derartige Annahmen aufgrund von empirischen Untersuchungen
mittlerweile mehrfach widerlegt und verworfen worden, da sie mit den tatsächlichen Beob-
achtungen kollidierten: zum Beispiel bildet, wie sich herausgestellt hat, eine Verteilung mit
dickeren Flanken (eine sogenannte Heavy-Tailed-Verteilung) oder mit stärkerer Wölbung
als die Normalverteilung (eine sogenannte leptokurtische Verteilung) heutige ökonome-
trische Sachverhalte um einiges besser ab. Da man mit den Normalitätsannahmen auch
gleichzeitig davon ausging, dass die lineare Korrelation nach Pearson ein vermeintlich
adäquates Abhängigkeitsmaÿ sei, musste auch hier nun auf allgemeinere Konzepte zu-
rückgegri�en werden. Spätestens seit [5] gewannen hier Copula-Funktionen und auf deren
Konzept basierende Abhängigkeitsmaÿe in Finanzmodellen zunehmend an Bedeutsamkeit.

Die vorliegende Arbeit möchte dieser Problemstellung, der sich zahlreiche Modelle in
den letzten zwei bis drei Jahrzehnten gegenübersahen, nachgehen, indem zunächst die
nötige Vorarbeit durch eine Einführung in die �nanzökonometrische Modellierung und
anschlieÿend in die Welt der Copulas gemacht werden soll.

Die �nanzökonometrische Modellierung analysiert zeitabhängige Beobachtungen von Fi-
nanztiteln (zum Beispiel Renditeverläufen von Aktien) über einen längeren Zeithorizont
hinweg. Diese bilden die Grundlage einer umfassenden Risikoanalyse sowie von Progno-
semöglichkeiten. Mit den Aspekten der Zeitreihenanalyse im Finanzkontext befasst sich
deshalb das erste Kapitel; zuerst mit den Grundbegri�en � wie etwa der Volatilität �
und Annahmen in der univariaten Situation und dann mit der nicht minder wichtigen
multivariaten Betrachtungsweise. Gerade die Zusammenhänge innerhalb einer Zeitreihen-
komponente (serielle Korrelation oder Abhängigkeit), genauso wie komponentenübergrei-
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fende Querbeziehungen (Kreuzkorrelation oder -abhängigkeit), sind hier nämlich für den
Statistiker von Interesse. Hier sollen daher gängige sogenannte Volatilitäts- oder bedingt-
heteroskedastische Modelle � für univariate wie multivariate Zeitreihen � vorgestellt wer-
den, welche die obigen Normalverteilungsannahmen durch möglichst realistische Merkmale
zu ersetzen versuchen.

Mit einem theoretischen Überblick über zentrale Aussagen und Eigenschaften von ein-
gangs genannten Copula-Funktionen und einem praktischen Ausblick in die möglichen
Anwendungsbereiche soll anschlieÿend das zweite Kapitel die Grundlagen für den nach-
folgenden Kontext scha�en.

In den beiden Kapiteln 1 und 2 wird jeweils das Hauptaugenmerk auf die parametrische
Schätzung gelegt, da diese inhaltlich auf das dritte Kapitel dieser Arbeit vorbereiten sollen.
Dort werden die beiden vorangehenden Kapitel verknüpft: Viele multivariate Zeitreihen-
modelle für Finanztitel haben das Konzept der Copula-Funktion versucht zu integrieren,
so dass sich eine eigene Modellklasse der sogenannten copula-basierten multivariaten Dy-
namik (kurz CMD-Modellklasse) gebildet hat. Diese besitzt eine leicht zu implementieren-
de Unterklasse, die die praktischen Vorzüge der Copula-Funktionen mit den bereits weit
entwickelten und einfacher gestrickten univariaten Volatilitätsmodellen für die Marginal-
zeitreihen verbindet. Zusammen lassen sich damit multivariate Volatilitätsmodelle relativ
einfach konstruieren und auch für die Parameterschätzung hat diese Modellklasse einige
vereinfachende Implikationen. Deshalb befasst sich dieses Kapitel mit den titelgebenden
Copula-GARCH-Modellen, deren Aufbau und Konzept umfassend dargestellt wird und
für welche einige gängige Schätzmethoden aus schätztheoretischer Sicht beschrieben wer-
den. Die dort aufgezeigte Theorie soll am Ende des Kapitels in einer Simulationsstudie
veranschaulicht werden und die Einfachheit der Implementierung bestätigen.

Mit einem Fazit als Zusammenfassung, aber auch als kritische Betrachtung der im Laufe
der drei Kapitel dargestellten Erkenntnisse und Ergebnisse und einem Ausblick auf aktu-
elle Forschungs- und Anwendungsgebiete der Copula-Theorie zusammen mit der GARCH-
Modellierung runden wir die Arbeit am Ende ab.



Kapitel 1

Finanzökonometrische Modellierung

Als Einstieg in das Thema dieser Arbeit befassen wir uns zuerst mit der �nanzökonometri-
schen Modellierung im Allgemeinen, das heiÿt der adäquaten Nachbildung der zeitlichen
Dynamik von Finanztiteln. Diese zeitliche Dynamik, abgeleitet von einem stochastischen
Prozess, spiegelt sich in Form einer Zeitreihe wider:

De�nition 1.1 (Zeitreihe):
Eine Zeitreihe ist eine zufällige Beobachtung (auch Realisation oder Pfad genannt) eines
stochastischen Prozesses (Xt)t∈T mit diskreter Zeitindexmenge T.

Zeitreihen tauchen in unterschiedlichsten Situationen auf, selbst dem Nichtmathematiker
begegnen sie im Alltag nicht selten. So tre�en wir fast täglich auf aktuelle Aktienkurse
oder andere Börsendaten (Finanzzeitreihen) und ebenso �nden sich Zeitreihen in Natur-
und Ingenieurswissenschaften, in Psychologie und Medizin, den Sozialwissenschaften, in
Politik und nicht zuletzt der Mathematik wieder, die diesem Themengebiet die nötige
theoretische Würdigung bieten kann.

Bemerkungen:

• Obige De�nition besagt, dass wir mit der Zeitreihe (Xt(ω))t∈T eine vom zufälligen
Elementarereignis ω ∈ Ω abhängige Realisationsfolge erhalten, wobei (Ω,F , P ) ein
unbekannter Wahrscheinlichkeitsraum sei, der uns auch im restlichen Verlauf dieser
Arbeit zugrunde liegen soll.

• Wir wollen aus Gründen der Einfachheit die Schreibweise (Xt)t∈T für den abstrakten
Zufallsprozess und (Xt(ω))t∈T für ein konkret eingetretenes Ereignis ω ∈ Ω synonym
verwenden.

• Im realen Experimentfall ist eine Stichprobe natürlich nur von endlichem Umfang.
Wir schreiben dann T := {1, . . . , T} mit einer ganzen Zahl T > 0, die auch Stichpro-
benumfang oder Sample-Size genannt wird. Ohne Einschränkung nehmen wir also
positive ganzzahlige Zeitpunkte, meist beginnend mit t = 1, an. Für allgemeine
theoretische Betrachtungen wird T nicht näher de�niert (beispielsweise kann T = N
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oder gar T = Z sein). De�nition 1.1 stellt eine strikte Trennung von den zeitkonti-
nuierlichen Prozessen dar, die nicht in dieses Gebiet fallen � der Zustandsraum des
Zufallsprozesses kann dagegen ungeachtet dessen sowohl diskret als auch kontinu-
ierlich sein.

In den nächsten Teilen dieses Kapitels durchleuchten wir zuerst (in Abschnitt 1.1) die
besonderen Charakteristika von Finanzzeitreihen, einschlieÿlich wichtiger Begri�ichkei-
ten und zu berücksichtigender Komponenten. Anschlieÿend beschäftigen wir uns in Teil
1.2 mit geeigneten ökonometrischen Modellen sowohl für die direkt beobachteten als auch
nicht beobachtbaren zugrundeliegenden Komponenten einer Finanzzeitreihe. Dort wer-
den wir speziell das erwähnte univariate GARCH-Modell einführen und diskutieren sowie
multivariate Verallgemeinerungen vorstellen. Das Ende des Kapitels wird schlieÿlich durch
eine kurze Zusammenfassung dieses Kapitels in Punkt 1.4 eingeleitet.

1.1. Spezi�ka von Finanzzeitreihen

Angefangen bei Aktienkursen (oder allgemein Kursen von Vermögenswerten) eines be-
stimmten Unternehmens über Wechselkurse zwischen verschiedenen Währungen bis hin
zu Zinsverläufen beispielsweise auf Kreditmärkten existiert wohl gerade in der Finanzwelt
eine schier unüberschaubare Zahl zeitvariierender Daten. In diesem Kontext besonders
wichtige Begri�e wie etwa Rendite oder Volatilität sollen in den kommenden Unterab-
schnitten kurz eingeführt und erläutert werden, denn wir werden diese Fachtermini von
nun an häu�ger antre�en. Danach verscha�en wir uns einen groben Überblick über geeig-
nete Annahmen hinsichtlich der typischen Verteilungen von Finanzzeitreihen, aber auch
Spezi�ka wie die Einbeziehung der bedingten Heteroskedastizität in neuartigen Finanzmo-
dellen werden hier vorgestellt.

1.1.1. Begri�e, Kontext und Annahmen

In den folgenden Absätzen sollen unter anderem kurz die Begri�e �Rendite� sowie �Shocks�,
�Volatilität� beziehungsweise �bedingte Heteroskedastizität� de�niert werden, damit die
Begri�ichkeiten und der Kontext gri�bereit sind.

Rendite

Primär handelt es sich bei den direkt beobachteten Daten um den Preisverlauf eines Fi-
nanztitels, formal die Zeitreihe (Pt)t∈T, beispielsweise von Wertpapieren. Doch diese ist in
ihrer untransformierten Version für statistische Analysen relativ schlecht geeignet, auÿer-
dem weist (Pt)t∈T meist lokale Trends auf, weshalb wir die Zeitreihe noch �stationarisieren�
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müssen. Uns interessieren daher als indirekt beobachtete zeitvariable Daten vielmehr die
sogenannten Renditen (englisch Asset Returns oder einfach Returns) eines Finanztitels.
Zwei häu�g benutzte Renditetypen stellen wir nun vor.

De�nition 1.2 (Gewöhnliche Rendite):
Sei Pt der Preis für eine Anlage zum Zeitpunkt t. Die gewöhnliche Netto-Rendite (englisch
Simple Net Return) wird de�niert durch

Rt :=
Pt
Pt−1

− 1 =
Pt − Pt−1

Pt−1

.

Alternativ wird manchmal die gewöhnliche Brutto-Rendite (englisch Simple Gross Return)
R̃t := Rt + 1 = Pt

Pt−1
betrachtet. Diese interpretieren wir als den relativen Ertrag, der sich

aus dem Verhältnis �neuer Preis zu alter Preis� ergibt.

Abbildung 1.1.: Zeitlicher Verlauf des Preises und der Log-Returns der BMW-
Stammaktie (3562 Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und
26.01.2009)
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De�nition 1.3 (Log-Rendite):
Sei Pt der Preis für eine Anlage zum Zeitpunkt t. Die Log-Rendite (englisch Log-Return)
wird de�niert durch

rt := ln(R̃t) = ln

(
Pt
Pt−1

)
= pt − pt−1,

wobei man pt := ln(Pt) als Abkürzung setzt.

Renditen sind eine brauchbare Transformation des direkt beobachteten Preises und kön-
nen selbst wieder als Zeitreihe (Rt)t∈T beziehungsweise (rt)t∈T aufgefasst werden. Die
Betrachtung von Renditen einer Anlage hat mehrere Vorteile gegenüber der des Preises.
Zum einen stellen sie ein normiertes Maÿ dar, beispielsweise den Ertrag aus einer zu Pe-
riodenbeginn getätigten Investition einer Geldeinheit, zum anderen sind diese Daten für
statistische Analysen und Prognosen aufgrund der Stationarität besser modellierbar. Im
weiteren Verlauf werden sowohl die englischen als auch die deutschen Begri�e gleicherma-
ÿen verwendet.

Wegen ln(1 + x) ≈ x als Approximation erster Ordnung gibt es für x nahe Null keine
signi�kanten Unterschiede zwischen der Verwendung der gewöhnlichen Renditen Rt und
den Log-Returns rt, was vor allem bei der Betrachtung von hochfrequentierten Daten wie
etwa Tagesdaten gegeben ist (Renditen erreichen betraglich nur selten mehr als 10%).
Neben diesen Varianten für Returns werden im Übrigen oft auch weitere Typen wie zum
Beispiel Portfolio-Return oder Excess-Return verwendet.

Shocks

Als Shocks (oft auch Innovationen, Störterme oder Residuen) bezeichnet man im
ökonometrischen Modellierungskontext völlig zufällige Ein�üsse, die neben (nichtzufäl-
ligen) erklärenden Variablen auf die Renditen einwirken. Formal handelt es sich bei
der Shock-Zeitreihe (zt)t∈T meist um ein weiÿes Rauschen (auch White-Noise-Prozess,
kurz WN-Prozess), also eine unabhängige und identisch verteilte Zeitreihe, die streng
stationär mit Erwartungswert Null sowie konstanter Varianz σ2 ist. Oft schreibt man
kurz zt ∼ WN(0, σ2) und sehr häu�g wird die Normierung σ2 = 1 vorgenommen.

Zeitvariierende Momente und Verteilungsannahmen

Um die Illustration des Kontexts zu vervollständigen, benötigen wir noch weitere Grund-
begri�e de�niert aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht, etwa die zu einem bestimmten
Zeitpunkt t ∈ T bekannte Information sowie die (auf die Information aus der Vergangen-
heit) bedingten Momente eines Prozesses.
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De�nition 1.4 (Zeitvariierende Information):
Bis zum Zeitpunkt t ist uns eine gewisse Grundgesamtheit an Information (beispielsweise
über die bisherigen Kursverläufe) verfügbar, die wir formal als σ-Algebra

Ft := σ (r1, . . . , rt) := σ
(
r−1

1 (B), . . . , r−1
t (B) : B ∈ B(R)

)
de�nieren, welche eine Teilmenge der gesamten Prozessinformation F := σ(rt : t ∈ T)

bildet.

Auf diese Information aus der Vergangenheit Ft−1 können wir zum Beispiel die ersten
beiden Momente, Erwartungswert und Varianz, bedingen.

De�nition 1.5 (Zeitvariierende (bedingte) Momente):
Für den Renditeprozess (rt)t∈T de�nieren wir die ersten zwei zeitabhängigen und auf die
Information Ft−1 bedingten Momente:

(1.) Der bedingte Erwartungswert von rt ist gegeben durch

µt := E[rt | Ft−1]. (1.1)

(2.) Die bedingte Varianz von rt wird durch das zweite bedingte Moment des zentrierten
Prozesses r̄t := rt − µt de�niert, also

σ2
t := Var(rt | Ft−1) = E[r̄t

2 | Ft−1]. (1.2)

Im Finanzjargon � und somit in unserem Kontext � wird σ2
t auch Volatilität der

Rendite rt genannt.

Sind die rt, t ∈ T, unabhängig von der Information Ft−1 aus der Vergangenheit, so fällt
die Bedingtheit weg und es ergeben sich die gewöhnlichen Kenngröÿen Erwartungswert
beziehungsweise Varianz von rt. Alternativ erhält man die unbedingten Momente auch
als Erwartungswert der bedingten Momente (Gesetz vom iterierten Erwartungswert).

Diese eben de�nierten Gröÿen charakterisieren in ihren unbedingten Versionen die zugrun-
deliegende Verteilung einer Reihe von Daten im Allgemeinen zwar noch nicht eindeutig,
als wichtigste Kenngröÿen reichen sie jedoch häu�g schon aus. Bei elliptischen Verteilun-
gen genügen aber zum Beispiel bereits die ersten beiden Momente. Nun stellen wir uns
die Frage: Was zeichnet gerade die Verteilungen speziell von Renditezeitreihen aus?

Bis vor etwa fünfzig Jahren gab es auÿer in L. Bacheliers Arbeiten aus Vorweltkriegszeiten
(siehe [2]) keinen probabilistischen Zugang zu �nanzökonometrischen Sachverhalten. So
war man fast ausschlieÿlich � ohne empirische Befunde � davon ausgegangen, dass die
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Normalverteilung die wohl adäquateste Verteilung für Finanzzeitreihen wäre. Doch mitt-
lerweile wurden diese Annahmen mehrfach widerlegt (siehe [22] oder [8]), da vor allem
Renditezeitreihen oft zwei wichtige Merkmale aufweisen, die mit der Normalverteilungs-
annahme kollidieren: Als erstes sind die Verteilungen häu�g nicht symmetrisch, sondern
weisen eine negative Schiefe auf (man spricht auch von Linksschiefe), das bedeutet, dass
negative Ereignisse wahrscheinlicher sind als entsprechende positive. Im Falle von Sym-
metrie wie bei der Normalverteilung wäre das dritte Moment, die Schiefe, gleich Null.
Hierdurch wird auch eine der Ursachen des Leverage-E�ekts erklärt. Weiterhin sind die
Verteilungen sehr oft leptokurtisch, ein Phänomen, das auftritt, wenn an den äuÿeren
Flanken der Verteilungsdichte die Wahrscheinlichkeiten für extreme Ereignisse generell
um einiges höher sind als bei der Normalverteilung, so dass der Gipfel der Wahrschein-
lichkeitsdichte vergleichsweise spitzer wird. Dieser Befund hängt mit dem vierten Moment,
derWölbung (oder auch Kurtosis), zusammen, die bei der Normalverteilung stets den kon-
stanten Wert Drei hat und bei den empirischen Verteilungen von Finanzdaten deutlich
darüber liegt. In einem solchen Zusammenhang verwendet man für die Randbereiche ei-
ner Verteilung auch öfters die englischen Bezeichnungen �fat tails� oder �heavy tails� oder
es ist von Heavy-Tailed-Verteilungen die Rede, die vor allem in der Extremwerttheorie
umfangreich verwendet werden.

Abbildung 1.2.: Dichte-Plots der Standardnormalverteilung sowie einer links-
schiefen (negativ asymmetrischen) und einer leptokurtischen
(steilgip�igen) Verteilung, die aus je zwei verschiedenen Nor-
malverteilungen gemischt wurde.

Wir wollen hier auf eine formale De�nition der eben genannten höheren Momente Schie-
fe und Kurtosis nicht näher eingehen, illustrieren aber wenigstens in Abbildung 1.2 ein
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anschauliches Beispiel für linksschiefe (negativ asymmetrische) sowie leptokurtische (steil-
gip�ige) Verteilungsdichten im Vergleich zur Dichte der Standardnormalverteilung.

Diese empirischen Befunde � lange Zeit unter anderem aus Mangel an geeigneten Modellen
nicht beachtet � hatten mit ihrem Nachweis und anschlieÿender allgemeiner Akzeptanz
für eine Reform in der Finanzmarktmodellierung gesorgt, denn gerade für diesen Bereich
sind möglichst realistische und genaue Modelle von enorm hoher Bedeutung. Aus diesem
Grund geht man heutzutage oft von leptokurtischen und asymmetrischen Verteilungen wie
beispielsweise der (schiefen) Student-t-Verteilung aus. Bei dieser sind Schiefe undWölbung
vom Freiheitsgrad-Parameter abhängig, den man deshalb als alternative Maÿzahl für diese
Momente verwenden kann.

1.1.2. Volatilität und bedingte Heteroskedastizität

Schwankungen der Rendite werden in der Finanzterminologie Volatilitäten genannt. Dass
sich bei Finanzzeitreihen die Volatilität im Laufe der Betrachtungszeit ändert, ist (be-
sonders bei hochfrequenten Daten) seit [6] mehrfach bestätigt worden und herrscht als
generelle Au�assung mittlerweile seit einigen Jahrzehnten vor. Dieses Phänomen nennt
man in der Statistik bedingte Heteroskedastizität und wird de�niert als eine Ungleichmä-
ÿigkeit oder Zeitvariation der bedingten Varianz innerhalb einer Datenmessung, sprich:
Innerhalb einer Reihe von zeitlich aufeinander folgenden Messungen ist die Volatilität der
Daten nicht zeitkonstant (die Daten somit nicht bedingt-homoskedastisch). Die Volatilität
eines Finanztitels ist jedoch nicht ad hoc beobachtbar, sondern muss geschätzt werden.
Eine möglichst genaue und zuverlässige Schätzung der Volatilität ist auch deshalb wichtig
für groÿe Kreditinstitute, weil sie in direktem Verhältnis zu Risikomaÿen steht. Zwar gibt
es auch exogene makroökonomische Faktoren, von denen man ein gewisses Ein�usspoten-
tial auf die Volatilität erwarten könnte, doch hat man empirisch festgestellt, dass diese
am ehesten noch von eigenen Rendite- und Volatilitätswerten abhängig ist (endogene Ein-
�üsse). In Abschnitt 1.2 befassen wir uns daher mit geeigneten Modellansätzen aus der
Finanzzeitreihenanalyse. Volatilitäten haben einige interessante und � vor allem für das
�nanzwirtschaftliche Risiko-Management � wichtige Aspekte.

Die folgenden Absätze sollen einige dieser empirisch untermauerten Merkmale der Volati-
lität einer Finanzzeitreihe illustrieren, welche wir am Ende dieses Abschnitts noch einmal
zusammenfassen werden.

Ein erstes empirisch ausführlich untersuchtes Erscheinungsbild ist, dass Volatilitäten in
sogenannten Clustern auftreten (auch Volatilitäts-Clustering genannt), das heiÿt, kleine
Schwankungen werden tendenziell von kleinen gefolgt, umgekehrt tri�t man häu�g auf
groÿe Schwankungen zusammen mit anderen groÿen innerhalb eines zeitlich zusammen-
hängenden Bereichs. Auÿerdem weist die Volatilität die Besonderheit auf, auf vergleichbar
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starke positive sowie negative Ausschläge des Preises in unterschiedlichem Ausmaÿ zu rea-
gieren � ein Merkmal, das Leverage-E�ekt genannt wird und mit linksschiefen Verteilungen
in Verbindung steht.1

Abbildung 1.3.: Zeitlicher Verlauf der Log-Returns der BMW-Stammaktie
mit geschätzter Volatilität (3562 Werktagesdaten zwischen
02.01.1995 und 26.01.2009)

Nun haben wir einige grundlegende De�nitionen, Fachtermini und empirische Fakten über
Finanzzeitreihen kennengelernt. Im kommenden Abschnitt sind diese noch einmal in einer
Übersicht zusammengefasst. Anschlieÿend wenden wir uns der bedingten Heteroskedasti-
zität aus der Modellierungsperspektive zu.

1.1.3. Empirische Befunde im Überblick (Stylized Facts)

Zusammenfassend ergibt sich eine Vielzahl an Eigenschaften, die Renditezeitreihen als be-
sondere �nanzökonometrische Beobachtungsobjekte von anderen Zeitreihen hervorheben.
In der Literatur oftmals als stilisierte Fakten (englisch Stylized Facts) bezeichnet, bilden
unter anderem folgende Aspekte die wichtigsten Charakteristika einer Finanzzeitreihe,

1Vergleiche [36], S. 99.
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beruhend auf allgemein anerkannten Ergebnissen aus jahrelangen und umfassenden em-
pirischen Untersuchungen:

(1.) Renditezeitreihen sind nicht unabhängig und identisch verteilt, obwohl diese nur eine
geringe serielle Korrelation au�weisen.

(2.) Die Absolutbeträge und Quadrate von Renditezeitreihen sind dagegen stark seriell
korreliert.

(3.) Die bedingte Erwartung von Renditen ist nahezu gleich Null.

(4.) Es liegt bedingte Heteroskedastizität vor, also eine zeitvariierende Volatilität, die im
Zeitverlauf clusterweise auftritt.

(5.) Manche Renditezeitreihen sind linksschief (Leverage-E�ekt), viele sind leptokurtisch.

Auch im multivariaten Fall wurden ähnliche Merkmale festgestellt, auf die wir in Abschnitt
1.3 näher eingehen werden. So gilt:

(6.) Die parallele Korrelation (Kreuzkorrelation mit Lag Null) variiert in der Zeit; sie ist
zwischen den Komponenten signi�kant höher als die zeitversetzte Kreuzkorrelation
(Kreuzkorrelation mit Lag gröÿer Null), welche selbst nur zwischen den Absolutbe-
trägen und Quadraten der Zeitreihenkomponenten hoch wird (vergleiche die Sach-
verhalte aus (1.) und (2.)).

(7.) Extreme Ausschläge einer Zeitreihenkomponente gehen häu�g mit extremen Aus-
schlägen anderer Komponenten einher.

Wie wir gesehen haben, sind diese Merkmale sehr nennenswerte Zeitreiheneigenschaften,
die nur bei Renditen in solcher Form und in solchem Ausmaÿ diagnostiziert werden. Sie
bedürfen deshalb auch eigener Modelle, um sie adäquat nachbilden zu können. Dieser Auf-
gabenstellung haben sich Ökonometriker seit Mitte des 20. Jahrhunderts auf der ganzen
Welt gewidmet und noch heute werden ständig neue Modellvarianten für spezielle Zwecke
entwickelt und vorgestellt, meist um die Schwächen anderer bereits bestehender auszubü-
geln. Daher wenden wir uns im kommenden Abschnitt der Einführung solcher Volatilitäts-
oder auch bedingt-heteroskedastischer Modelle zu, die für einen ersten weltweiten Durch-
bruch in der Modellierung von Finanzzeitreihen gesorgt haben. Zuerst betrachten wir im
Univariaten die sogenannten GARCH-Modelle, anschlieÿend die multivariaten Erweite-
rungen mit Blick auf deren Fähigkeit, die Stylized Facts angemessen nachzubilden, aber
auch mögliche Schwachpunkte.
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1.2. Univariate Volatilitätsmodelle: GARCH

In den Anfängen der Ökonometrie gab es zunächst nur Modelle, die von einer zeitkonstan-
ten (bedingten) Varianz für die Renditen rt ausgingen. Volatilitätsmodelle oder bedingt-
heteroskedastische Modelle, die also eine zeitliche Veränderung der Schwankung als Ein-
�ussfaktor und eigene grundlegende Modellkomponente integrieren, wurden erstmals in
den 1980er Jahren eingeführt. Maÿgeblich trugen hier die Statistiker R. Engle und T.
Bollerslev zu einem Fortschritt in der �nanzökonometrischen Modellierung bei, indem sie
mit ihren revolutionären Entwicklungen, den ARCH- bezeihungsweise GARCH-Modellen,
welche die tatsächlichen Phänomene auf Finanzmärkten deutlich realistischer und voll-
ständiger nachbilden und prognostizieren konnten als die bis dahin lange Zeit auch in
der Praxis gebrauchten Modelle. Allein das GARCH-Modell von Bollerslev als Ergän-
zung von Engles ARCH-Klasse wird im nun kommenden Abschnitt kurz vorgestellt und
durchleuchtet.

1.2.1. De�nition, Modellaufbau und Eigenschaften

Die Betrachtungen beim ARCH- respektive GARCH-Konzept setzen zunächst bei der
Aufspaltung der Rendite rt in ein Produkt aus bedingter Varianz (oder Volatilität) σ2

t =

Var(rt | Ft−1) und standardisierten zufälligen Shocks zt an.

Der Entwickler der ARCH-Modellklasse machte für die Einbindung der bedingten Hete-
roskedastizität von Finanzzeitreihen erstmals den Ansatz, die Volatilität zeitdynamisch in
Abhängigkeit von quadrierten historischen Renditedaten r2

t−i, 1 ≤ i ≤ p, zu modellieren,
sprich σ2

t = f(rt−1, . . . , rt−p). Diese Idee gri� Bollerslev auf und entwickelte daraus die
GARCH-Modellklasse, indem er die Volatilität zusätzlich noch mit vergangenen Volatili-
tätswerten σ2

t−j, 1 ≤ j ≤ q, kombinierte, formal also σ2
t = f(rt−1, . . . , rt−p, σt−1, . . . , σt−q).

Diese Bausteine zusammengefügt führen uns zu folgender De�nition.

De�nition 1.6 (GARCH-Modell):
Ein GARCH(p,q)-Modell für die Renditezeitreihe (rt)t∈T mit Volatilität (σ2

t )t∈T besteht
aus

(a) der Renditegleichung
rt = σt · zt (1.3)

und

(b) der Volatilitätsgleichung

σ2
t = ω +

p∑
i=1

αir
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j, t ∈ T. (1.4)
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Dabei seien zt
iid∼ WN(0, 1) zufällige Residuen und ohne Einschränkung gelte αp 6= 0 6= βq

für die Eindeutigkeit der Grade p und q. Im Spezialfall q = 0 reduziert sich die Volatili-
tätsgleichung (1.4) auf den ARCH-Ansatz von Engle und wir setzen die Bezeichnungen
�GARCH(p,0)-Modell� und �ARCH(p)-Modell� gleich.

Bemerkungen:

• Ein Prozess (rt)t∈T wie in obiger De�nition 1.6 heiÿt GARCH-Prozess mit Graden
p und q.

• Für die ersten beiden bedingten Momente eines GARCH-Prozesses gilt o�ensichtlich

E[rt | Ft−1] = σt · E[zt] = 0

sowie
Var(rt | Ft−1) = E[r2

t | Ft−1] = σ2
t .

Auÿerdem gilt
Cov(rt, rt+h) = E[E[σtzt · σt+hzt+h | Ft+h]] = 0

für die Autokovarianz. Also ist ein GARCH-Prozess eine Zeitreihe aus unkorrelier-
ten und zentrierten Zufallsvariablen, womit zwei weitere empirische Befunde für Fi-
nanzzeitreihen erfüllt wären (vergleiche Stylized Facts (1.) und (3.), Unterabschnitt
1.1.3).

• Insgesamt hat also ein GARCH(p,q)-Modell 1 + p+ q zu schätzende Parameter. Es
sei angemerkt, dass man mit dem reinen ARCH(p)-Modell zwar auch schon Vola-
tilitätscluster nachbilden kann (vergleiche Stylized Fact (4.), Unterabschnitt 1.1.3).
Allerdings benötigt man eine weitaus höhere Ordnung p und damit viel mehr Pa-
rameter � selbst im direkten Vergleich mit dem beispielsweise am häu�gsten ver-
wendeten Modell, GARCH(1,1), bei dem schon drei Parameter für den gewünschten
E�ekt ausreichen. Mit dem allgemeineren GARCH-Modell ist das Clustering also
viel leichter zu modellieren.

Damit die Volatilität σ2
t nichtnegativ bleibt, muss an die Koe�zienten als Bedingung

wenigstens ω > 0 sowie αi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ p, und βj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ q, gestellt werden.2

Man kann auch weitere Restriktionen an die Parameter einführen, zum Beispiel für die
Endlichkeit von Schiefe und Wölbung, um die zugrundeliegende Verteilung näher charak-
terisieren und Abhängigkeitsstrukturen auch in den Tails modellieren zu können.

2Für strenge Stationarität eines GARCH-Prozesses sind noch weitere Parameterrestriktionen erforder-
lich, vergleiche zum Beispiel [21], die hinreichende und notwendige Bedingungen liefern.
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Abbildung 1.4.: Zeitlicher Verlauf der Log-Returns der BMW-Stammaktie (3562
Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und 26.01.2009) im Ver-
gleich mit einem simulierten GARCH(1,1)-Prozess

1.2.2. Parameterschätzung

Die Parameterschätzung bei GARCH-Modellen erfolgt, wie in den meisten ökonomischen
Anwendungen, klassisch mittels derMaximum-Likelihood-Methode (kurz ML). In [39] wird
ausführlich auf ML-Schätzverfahren und -techniken unter �nanzwirtschaftlichen Modella-
spekten eingegangen. Besonders ist jedoch zu erwähnen, dass Schätzverfahren, wie man
sie für ARMA-Modelle verwendet, nur schwer auf GARCH-Parameter zu übertragen sind,
obwohl der quadrierte Prozess (r2

t )t∈T einer ARMA-Gleichung genügt.3 Wir wollen hier
lediglich auf die in [17] beschriebene ML-Schätzung der GARCH-Parameter eingehen.

Im Folgenden sei der Illustration halber angenommen, dass es sich beim Residuenpro-
zess (zt)t∈T um Gauÿsches weiÿes Rauschen handelt, dieser also unabhängig und iden-
tisch aus einer Normalverteilung hervorgeht. Daraus folgt, dass auch die bedingte Ver-

3Dies verdeutlichen beispielsweise [21].
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teilung der Rendite rt eine Normalverteilung ist.4 Sei ferner T = {1, . . . , T} die Zei-
tindexmenge mit endlichem Stichprobenumfang T > m := max(p, q) und schlieÿlich
θθθ := (ω, α1, . . . , αp, β1, . . . , βq)

> der zum GARCH(p,q)-Modell aus De�nition 1.6 gehö-
rige Parametervektor, den wir schätzen wollen.

Die (auf alle vergangenen Realisationen) bedingte univariate Dichte von rt sei mit f|t−1

bezeichnet, wir erhalten also mit

f|t−1(rt;θθθ) := f(rt;θθθ | rt−1, . . . , r1) =
1

σt(θθθ)
√

2π
exp

(
−1

2

r2
t

σ2
t (θθθ)

)
, t ∈ T,

eine durch θθθ parametrisierte Darstellung für die bedingte Normalverteilung.

Aus dem T -fachen Produkt der univariaten Dichten setzt sich die multivariate gemeinsame
Dichte

h(r1, . . . , rT ;θθθ) =
T∏
t=1

f|t−1(rt;θθθ)

der kompletten Beobachtung r1, . . . , rT zusammen.

Dann gilt für die bedingte Log-Likelihood-Funktion L(θθθ) die Schreibweise

L(θθθ) := ln (h(r1, . . . , rT ;θθθ))

= ln

(
T∏
t=1

f|t−1(rt;θθθ)

)

=
T∑
t=1

ln(f|t−1(rt;θθθ))

(1.5)

mit t ∈ T und f|0 ≡ f . Benennen wir weiterhin mit `t(θθθ) := ln(f|t−1(rt;θθθ)) die Summanden
in Gleichung (1.5), so ergibt sich jeweils

`t(θθθ) = −1

2
ln(2π)− 1

2
lnσ2

t (θθθ)−
r2
t

2σ2
t (θθθ)

=

= −1

2
ln(2π)− 1

2

(
lnσ2

t (θθθ) +
r2
t

σ2
t (θθθ)

)
, t ∈ T,

(1.6)

und insgesamt wieder

L(θθθ) =
T∑
t=1

`t(θθθ) = −T
2

ln(2π)− 1

2

T∑
t=1

(
lnσ2

t (θθθ) +
r2
t

σ2
t (θθθ)

)
. (1.7)

4In [36], S. 107f, �ndet sich alternativ auch eine beispielhafte Erläuterung der Parameterschätzung eines
Student-t-verteilten ARCH-Prozesses.
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Der bedingte ML-Schätzer θ̂θθ für θθθ ist de�niert als das maximierende Argument von L
und damit das von allen Summanden `t gleichzeitig. Di�erenzieren wir einmal nach dem
Parametervektor θθθ, so bekommen wir den ML-Schätzer gerade als Lösung des Gleichungs-
systems

∇`t(θθθ) :=
∂

∂θθθ
`t(θθθ) = −1

2

(
∂

∂θθθ
lnσ2

t (θθθ) +
∂

∂θθθ

r2
t

σ2
t (θθθ)

)
=− 1

2σ2
t (θθθ)

∂σ2
t (θθθ)

∂θθθ
+

r2
t

2σ4
t (θθθ)

∂σ2
t (θθθ)

∂θθθ

=
1

2σ2
t (θθθ)

∂σ2
t (θθθ)

∂θθθ

(
r2
t

σ2
t (θθθ)
− 1

)
!

= 0.

(1.8)

Dabei gilt für die konkreten partiellen Ableitungen nach den einzelnen θθθ-Komponenten:

∂

ω
σ2
t ≡ 1,

∂

∂αi
σ2
t (θθθ) = σ2

t−i(θθθ) (1 ≤ i ≤ p),
∂

∂βj
σ2
t (θθθ) = r2

t−j (1 ≤ j ≤ q),

so dass insgesamt der Gradient ∇σ2
t (θθθ) die Gestalt

∇σ2
t (θθθ) :=

∂σ2
t (θθθ)

∂θθθ
= (1, σ2

t−1, . . . , σ
2
t−p, r

2
t−1, . . . , r

2
t−q)

>

hat.

Das asymptotische Verhalten des Schätzers θ̂θθ wird im folgenden Satz beschrieben.

Satz 1.7 (Konsistenz und asymptotische Normalität des GARCH-Schätzers):
Vorausgesetzt, es existieren auch die ersten vier Momente des Residuenprozesses (zt)t∈T,
so stellt sich heraus, dass der resultierende bedingte ML-Schätzer θ̂θθ für die GARCH-
Parameter konsistent und asymptotisch normalverteilt ist mit der Konvergenz

√
T ·
(
θ̂θθ − θθθ

)
D−→ N

(
0, I(θθθ)−1

)
, T →∞,

in Verteilung, wobei I(θθθ) := −E[H(θθθ)] die Fisher-Informationsmatrix ist.5

In Kapitel 3 werden wir im Zusammenhang mit Copula-GARCH-Modellen ein mehr-
stu�ges ML-Schätzverfahren vorstellen, bei dem in einem eigenen Schritt die GARCH-
Parameter zu schätzen sein werden und in einem zweiten Schritt die Parameter einer
Copula (siehe Kapitel 2).

5H(θθθ) ist dabei die Hesse-Matrix von `(θθθ), vergleiche [17], S. 89�.
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1.2.3. Schwachpunkte und Erweiterungen

Der Vorteil von GARCH-Modellen liegt � zumindest der ARCH-Klasse gegenüber � beson-
ders in der Sparsamkeit bei der Parameterdimension von θθθ = (ω, α1, . . . , αp, β1, . . . , βq)

>,
womit sich vor allem der Schätzaufwand im Vergleich zum ARCH-Modell enorm reduziert.
Das am häu�gsten verwendete GARCH(1,1)-Modell etwa, mit den insgesamt drei Parame-
tern ω,α1,β1, genügt meist schon, um Charakteristika von Finanzzeitreihen nachzubilden,
für die im ARCH-Modellkontext weitaus höhere Grade (und damit weitaus mehr Parame-
ter) erforderlich wären. Auÿerdem können mit GARCH viel einfacher die Cluster-E�ekte
der Volatilität nachgebildet werden.

Doch GARCH-Modelle haben auch ein paar Schwächen. So können die klassischen Ver-
sionen unter ihnen zum Beispiel nicht die Volatilitätsasymmetrie (Leverage-E�ekt, siehe
Stylized Fact (5.), Unterabschnitt 1.1.3) nachbilden, also die Eigenschaft, dass positive
und negative Shocks unterschiedliche Auswirkungen auf die Schwankungen haben. Auch
die Analyse von höheren Momenten bedarf noch weiterer Parameterrestriktionen, was
stark einschränkend ist und bei höheren Graden leicht zu Komplikationen führen kann.
Ferner mag man mit ihnen zwar Volatilitäten auf mechanische Art und Weise adäquat re-
konstruieren können, allerdings geben uns GARCH-Modelle freilich noch keine Erklärung
für die Ursachen des Zustandekommens solcher Phänomene.

Viele Versuche, die Schwächen der GARCH-Modelle auszubügeln, beginnen zumeist bei
dem Ansatz, bereits vorhandene Modellvarianten noch weiter auszubauen. Stellvertretend
seien dafür unter anderem folgende Kategorien genannt:

• Asymmetrische GARCH-Modelle

Bei asymmetrischen GARCH-Modellen versucht man den E�ekt, den die Shocks
auf die Volatilität ausüben (den ARCH-Teil), in zwei unterschiedlich gewichtete
Anteile, nämlich die der positiven und die der negativen Shocks, zu spalten. Die
unmittelbare Folge ist, dass man den Leverage-E�ekt nun auf sehr simple Art und
Weise nachbilden kann. Meist werden negative Shocks höher gewichtet als positive,
so dass Ausschläge nach unten deutlich stärker und tendenziell häu�ger vorkommen
als Ausschläge nach oben. Dies ist empirisch schon in sehr vielen Finanzzeitreihen
bekräftigt worden.

Beispiele für solche GARCH-Erweiterungen sind das EGARCH-Modell von Nelson
(1991), das TGARCH-Modell von Zakoian (1994), das GJR-GARCH-Modell von
Glosten, Jagannathan und Runkle (1993) sowie weitere. Ausführliches zu diesen
Modellen sowie der Theorie über das Testen auf Asymmetrie-E�ekte �ndet man
auch in [17].
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• GARCH-Modelle mit Volatilitätssprüngen

Die Erfahrung hat gezeigt, dass die meisten Finanzzeitreihen schlagartig auf Nach-
richten, formal auf eine Zugewinnung an Information, reagieren können. Solche
plötzlichen Schwankungen können nur mit Modellen nachgebildet werden, die Sprün-
ge � sei es nach oben oder nach unten � unterstützen. Hierfür werden gewöhnliche
GARCH-Modelle mit sogenannten Sprung-Modellen (englisch jump models) kombi-
niert. Erwähnt seien als Beispiele unter anderem Beiträge von Jorion (1989), Vlaar
und Palm (1993) und das noch recht junge GARJI-Modell von Maheu und McCurdy
(2004), bei welchem es sich in Grundzügen um eine komplizierte Erweiterung von
GARCH mit einer zeitvariierenden Sprungintensitätskomponente handelt.

• Schwache GARCH-Modelle

Eine empirische Studie von Nijman und Palm (1990) hat hervorgebracht, dass
GARCH-Prozesse nicht temporal aggregierbar sind, das heiÿt, man kann weder die
Schätzergebnisse noch das Modell überhaupt ohne Weiteres von hochfrequentierten
(beispielsweise täglichen) Daten auf Daten mit geringerer Frequenz übertragen. Mit
anderen (mathematischen) Worten: Die Klasse der gewöhnlichen GARCH-Modelle
ist nicht abgeschlossen unter temporaler Aggregation. Zu diesem Zweck haben Nij-
man und Droste (1993) die Klasse der sogenannten schwachen GARCH-Modelle
entwickelt, die diese Abgeschlossenheit als Eigenschaft aufweisen.

Neben den aufgezählten gibt es noch weitere Entwicklungen, von denen ein Groÿteil (auch
obige Referenzen) in [17] oder [36] beschrieben wird. Auch folgender Ansatz kann dort in
ausführlicherer Version nachgeschlagen werden.

• Stochastische Volatilität
Manche Modelle setzen noch eine Ebene weiter oben an: Neben Modellen, die die
Volatilitätsgleichung in Form einer exakten deterministischen Funktion bilden, wie
GARCH und obige Erweiterungen, gibt es auch Modelle mit zusätzlichen Zufalls-
komponenten. Zum letzten Typ gehören beispielsweise Modelle der stochastischen
Volatilität, sogenannte SV-Modelle, die von S.J. Taylor fast zeitgleich zu den erst-
genannten Typen (1982, 1986) eingeführt wurden. Darin wird neben den Residuen
zt aus der bekannten GARCH-Renditegleichung (1.3) eine weitere zufällige Fehler-
komponente in die Volatilität selbst eingebaut, so dass sie nur durch einen latenten
Prozess beschrieben werden kann. Diese Betrachtung ist oft sehr sinnvoll, weshalb
solche Modelle eine angemessene Alternative zu den klassischen Ansätzen darstel-
len, die aber auf Kosten des Schätzaufwands gehen kann, der sich natürlich mit
jeder weiteren Zufallskomponente erhöht. Doch im Fortverlauf dieser Arbeit wollen
wir nicht weiter auf die stochastische Volatilität eingehen � ausführlicher dargestellt
wird sie in bereits erwähnten Werken.
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1.3. Multivariate Volatilitätsmodelle: MGARCH

1.3.1. Ausgangssituation

Im multivariaten Fall liegen uns mehrere simultane Beobachtungen von Renditen
rt,1, . . . , rt,n vor, die komponentenweise nur minimal seriell und komponentenübergreifend
nur minimal kreuzkorreliert sind. Beide Arten von Korrelation sind für die Absolutbeträge
oder Quadrate der Renditeprozesse dagegen wesentlich höher (siehe Stylized Facts (1.)
und (6.), Unterabschnitt 1.1.3).

Daher sind die Zusammenhänge zwischen quadrierten Renditezeitreihen sowie die Auswir-
kungen der Volatilität der einen Komponentenzeitreihe auf andere Komponentenzeitrei-
hen (selten ist hierbei auch von Ko-Volatilität die Rede) von viel gröÿerem Interesse.
Hierfür brauchen wir nun multivariate bedingt-heteroskedastische Modelle, von denen ei-
nige nachfolgend vorgestellt werden sollen, aufbauend auf der klassischen GARCH-Idee
im Univariaten aus Abschnitt 1.2; in Kapitel 3 werden wir schlieÿlich eine eigene multi-
variate GARCH-Modellklasse einführen, die auf dem Wesen und Konzept der in Kapitel
2 vorgestellten Copula-Funktionen basiert.

De�nition 1.8 (MGARCH-Modelle):
Multivariate GARCH-Modelle (kurz MGARCH) für n zeitgleich beobachtete Renditen,
zusammengefasst in der Vektorzeitreihe (rt)t∈T = (rt,1, . . . , rt,n)>t∈T, bestehen aus

(a) der Renditegleichung
rt = Σ

1/2
t zt, t ∈ T, (1.9)

und

(b) einer Spezi�kation der bedingten Kovarianzmatrix Σt = Cov (rt | Ft−1) = (σt,ij)1≤i,j≤n .

Dabei sei zt das multidimensionale Pendant zum unabhängigen und identisch verteilten
weiÿen Rauschen zt aus dem univariaten Fall.

Bemerkungen:

• Wir wollen für eine möglichst allgemeine Darstellung von nun an mit I = {1, . . . , n}
die Zeitreihenindex- oder Komponentenindexmenge der n-dimensionalen Zeitreihe
(rt)t∈T bezeichnen.

• Die Matrix Σ
1/2
t in obiger Gleichung ist dieMatrixwurzel von Σt mit Σt := Σ

1/2
t ·Σ

1/2
t .

• In der Literatur herrscht bei der Bezeichnung �Volatilitätsmatrix� ein wenig Unei-
nigkeit: manche Autoren sprechen bereits bei der gesamten bedingten Kovarianz-
matrix Σt davon, während andere damit (konsequenterweise) lediglich die Diagonal-
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elemente meinen, also nur die bedingten Varianzen, zusammengefasst in der Matrix
diag (σt,11, . . . , σt,nn). Allgemeiner möchten wir daher auf den Begri� der Kovolati-
litätsmatrix ausweichen.

Was nun fehlt, ist die Spezi�kation einer Modellgleichung für Σt, die stets berücksich-
tigt, dass diese symmetrisch und positiv de�nit bleibt. In der Art und Weise eben dieser
Spezi�kation unterscheiden sich nun auch vor allem die meisten bis dato entwickelten
MGARCH-Modellvarianten.

1.3.2. Modellvarianten: Überblick

In diesem Unterabschnitt stellen wir zwei Kategorien von Modellklassen vor:

(1.) In der ersten wird die Kovolatilitätsmatrix Σt direkt modelliert. Darin enthalten sind
allen voran die Modellklassen VEC und BEKK, welche als Pioniere in der multivaria-
ten Finanzzeitreihenmodellierung gelten, enorm rechenaufwendig werden können und
dennoch sehr häu�g verwendet werden, da sie die realen Sachverhalte hervorragend
nachbilden können.

(2.) In der zweiten Kategorie be�nden sich sogenannte Conditional-Correlation-Modelle
(kurz CC-Modelle), die anstatt der direkten Modellierung von Σt bevorzugt auf einer
Zerlegung Σt = DtRtD

>
t aus zeitvariierender bedingter Korrelationsmatrix Rt sowie

der Diagonalmatrix
Dt := diag

(√
σt,11, . . . ,

√
σt,nn

)
(1.10)

aufbauen.

Modellgleichungen für Σt oder Rt direkt in einer Matrixdarstellung anzugeben, ist zwar
möglich, aber oftmals relativ unübersichtlich und die Implementierung ist noch dazu
enorm rechenintensiv. Daher wird häu�g zunächst eine Reparametrisierung der symme-
trischen Matrix Σt in Kategorie (1.) beziehungsweise Rt in Kategorie (2.) durchgeführt,
bei der alle relevanten Komponenten in einem Vektor ςςς t gestapelt werden. Wegen der
Symmetrie genügen so ohne Einschränkung diejenigen unterhalb der Diagonalen, zusätz-
lich zu denen entlang der Diagonalen. Der Vektor ςςς t wird anschlieÿend einer einfachen
vektoriellen Erweiterung des GARCH-Modells unterworfen.
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In Kategorie (1.) erhalten wir so beispielsweise den gestapelten Vektor

ςςς t = stdiagunten(Σt) := (σt,11,

σt,21, σt,22,

σt,31, σt,32, σt,33,

...

σt,n1, . . . , σt,nn)>

aller Komponenten von Σt auf und unterhalb der Diagonalen.

Dagegen setzt sich in Kategorie (2.) der Vektor

ςςς t = (
√
σt,11, . . . ,

√
σt,nn, ρρρ

>
t )>

aus den bedingten Standardabweichungen und dem gestapelten Vektor

ρρρt := stunten(Rt) := (ρt,21,

ρt,31, ρt,32,

...

ρt,n1, . . . , ρt,nn−1)>

aller Komponenten von Rt unterhalb der Diagonalen zusammen. Die Diagonalelemente
(das heiÿt die Korrelationen der Komponenten zu sich selbst) sind ohnehin immer konstant
Eins und müssen deshalb nicht geschätzt werden.

Zwar hat ςςς t mit insgesamt n(n+1)
2

Elementen eine überschaubarere Form als mit manchen
anderen Zerlegungen von Σt, doch auch diese bläht sich bei hohen Dimensionen recht
schnell auf. Als Alternative wird auch oft die Cholesky-Zerlegung verwendet, die sogar
ohne weitere (hier noch notwendige) Beschränkungen an die Komponenten die positive
De�nitheit der jeweiligen Matrix garantieren kann.6

In den Absätzen im Anschluss wird der Vollständigkeit halber jeweils kurz der zu den
Modellkategorien gehörige Aufbau angegeben und auf Vorteile oder Schwachpunkt hinge-
wiesen.7

6Nähere Details zur Reparametrisierung illustriert zum Beispiel [36].
7Diese und weitere MGARCH-Varianten werden in einer übersichtlichen Darstellung von [34] ausführ-
licher erläutert.
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Modelle für die Kovolatilität Σt: VEC- und BEKK-GARCH

Das VEC-GARCH-Modell (von Bollerslev, Engle, Wooldridge, 1988) versucht das univa-
riate GARCH-Modell aus Abschnitt 1.2 so allgemein wie möglich auf das Höherdimen-
sionale zu erweitern. Die Kovolatilitätsgleichung der reparametrisierten Matrix Σt hat
hierbei die Form

ςςς t = ωωω +

p∑
i=1

Ai st
diag
unten(rt−ir

>
t−i) +

q∑
j=1

Bjςςς t−j. (1.11)

Dabei wird diese generelle Darstellung für n = 1 wieder vollständig in die univariate
Volatilitätsgleichung des GARCH(p,q)-Modells überführt, wenn wir ωωω, Ai und Bj als
höherdimensionale Analoga zu den ω, αi sowie βj au�assen (vergleiche Gleichung (1.4)
aus De�nition 1.6).

Die Nachteile dieses Modells liegen unter anderem im rapiden Anstieg der Parameteran-
zahl. Diese beträgt allgemein (p+ q)(n(n+1)

2
)2 + n(n+1)

2
. Doch auch Parameterrestriktionen

sind zu berücksichtigen, um die positive De�nitheit von Σt am Ende zu gewährleisten.
Somit ist auch die Parameterschätzung als Optimierungsverfahren sehr komplex und re-
chenlastig, obwohl (oder gerade weil) diese Modellklasse die wohl gröÿte Flexibilität für
die Modellierung von multivariaten Finanzzeitreihen bieten kann.

Das BEKK-Modell (von Baba, Engle, Kraft, Kroner, 1995) ist eine leichte Vereinfachung
(und damit gleichzeitig eine Einschränkung) der obigen VEC-GARCH-Variante, bei der
die positive De�nitheit bereits in der Konstruktion der Kovolatilitätsgleichung (durch
Multiplikation der Parameter-Matrizen und ihren Transponierten) vorgegeben wird.

Modelle für die bedingte Korrelation Rt: CC-GARCH

Bei Constant-Conditional-Correlation-GARCH-Modellen (kurz CCC-GARCH) variiert
nur die Diagonalmatrix Dt aus Gleichung (1.10) mit der Zeit, da wir Rt ≡ R als
zeitkonstante positiv de�nite Matrix au�assen wollen. Daraus erhalten wir dann genau
n univariate GARCH-Marginalmodelle für die Diagonalelemente nach dem Schema, das
bereits in Abschnitt 1.2 vorgestellt wurde.

Diese Herangehensweise ist allerdings sehr restriktiv und bildet die Phänomene, welche
�nanzwirtschaftliche Zeitreihen auch wechselseitig verursachen, nicht sehr realistisch nach.
Doch sie wird häu�g als erster Schritt benutzt, um daran in anschlieÿenden Schritten
weitere Analysen und Modelle anknüpfen zu können.

DasDynamic-Conditional-Correlation-GARCH-Modell (kurz DCC-GARCH) verallgemei-
nert obiges CCC-Konzept um die Zeitdynamik der Matrix Rt derart, dass Schätzungen
in einzelnen Etappen aufgrund univariater GARCH-Marginalmodelle immer noch mög-
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lich sind.8 Einen Vorschlag hierfür geben etwa [37] mit der Einführung des sogenannten
Varying-Correlation-Modells (kurz VC oder VC-GARCH), bei dem die bedingte Korrela-
tionsmatrix gemäÿ ARMA- oder GARCH-ähnlicher Modelle abgebildet wird.

In jeder sogenannten Korrelationsgleichung der DCC-GARCH-Modelle beträgt die Anzahl
der zu schätzenden Parameter im Allgemeinen n(n+1)

2
+ (n + 1)(p + q). Als Schwäche

wird beispielsweise die Restriktion angesehen, dass alle Korrelationen der selben Dynamik
folgen, ein besonderer Fall, der in der Praxis natürlich eher selten eintritt.

Eine ausführlichere Gegenüberstellung vieler gängiger, aber auch �exotischer� MGARCH-
Modelle und -Erweiterungen wird beispielsweise in [23] sowie [34] illustriert.

1.4. Überblick

Wir haben in diesem Kapitel unser Hauptaugenmerk auf Eigenschaften von Zeitreihen ge-
legt, die auf Finanzmärkten zu beobachten sind (Stylized Facts). Neben den Objekten des
Interesses, den Renditen, haben wir die Shocks als zufällige unabhängige Komponenten
sowie die Volatilität als wichtigste Bestandteile eines Finanzzeitreihenmodells kennenge-
lernt.

Die Mehrheit der Finanzmodelle hat anfangs die bedingte Heteroskedastizität nicht be-
rücksichtigt. Erst später in den 1980er Jahren gelangen erste Versuche, die zeitliche Va-
riation und weitere besonderen Merkmale der Volatitilität in das Modell zu integrieren,
allen voran die GARCH-Modelle, mit denen wir uns in Grundzügen aus theoretischer und
praktischer Sicht sowohl im Univariaten als auch im Multivariaten befasst haben. Seit
deren Einführung wurden mittlerweile eine Vielzahl von Erweiterungen entwickelt, für
unterschiedlichste Zwecke verwendet und mit Hilfe dieser eine Reihe weiterer Phänomene
und E�ekte beschrieben, die �nanzwirtschaftliche Zeitreihen von anderen hervorheben,
jedoch mit den vormaligen Modellen nicht genügend nachgestellt werden konnten.

Im Multivariaten haben wir uns mehrere MGARCH-Varianten angesehen. Die wohl o�en-
sichtlichste Anwendung multivariater GARCH-Modelle ist das Studieren von Zusammen-
hängen zwischen den Volatilitäten und Kovolatilitäten, die mehrere Finanztitel auf einem
Markt zusammen im Zeitverlauf beein�ussen. Aber auch zwischen mehreren Märkten kann
man nach Wechselwirkungen suchen und forschen: erhöht ein Shock groÿen Betrags auf
einem Markt die Volatilität auf einem anderen Markt und, wenn ja, in welchem Ausmaÿ
und mit welchem Vorzeichen?

8Ausführlicheres zu dieser Modellklasse gibt es in [7].
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Mit diesen Fragen beschäftigen sich die Modelle zwar nicht direkt, aber mittelbar kön-
nen sie Hinweise und Andeutungen auf die Ursachen aufdecken und ermöglichen so auch
Vorhersagen. Dies ist vor allem im Hinblick auf die Entscheidungs�ndung von groÿer
Bedeutung wie etwa im Asset Pricing, Option Pricing oder in der Portfolio-Selektion.
Besondere Bedeutung kommt den bedingt-heteroskedastischen Modellen auch im quanti-
tativen Risikomanagement zu, da sie gerade bei der Abschätzung des Marktrisikos eines
Finanztitels (beispielsweise durch den Value-at-Risk als Maÿzahl) direkt die Volatilität
als zu verarbeitende Komponente verarbeiten.

Ziel dieser Arbeit ist die Vorstellung einer eigenen neuartigen, multivariaten Modell-
Klasse, die die ausgereiften Fähigkeiten von GARCH-Modellen für univariate �nanzökono-
metrische Phänomene ausnutzt und das äuÿerst vielseitige Konzept der im nun folgenden
Kapitel vorgestellten Copula-Funktionen als �Verbindung� zu einem multivariaten Modell
vereinigt.



Kapitel 2

Copula-Funktionen

Hat man für eine Reihe von Beobachtungen X1, . . . , Xn (beispielsweise Renditen oder
Risiken in einem Portfolio) alle univariaten Randverteilungen sowie deren lineare Korre-
lationsmatrix vorliegen, so kann man bei Normalverteilungsannahmen schnell die multi-
variate gemeinsame Verteilung aus diesen gegebenen Informationen konstruieren. Doch
da viele Modelle in der �nanzökonometrischen Praxis mittlerweile nicht mehr von dieser
vereinfachten Situation ausgehen, bedarf es eines allgemeineren Konzepts zur Verknüp-
fung von univariaten Randverteilungen und der formalen Abhängigkeitsstruktur. Hätte
man diesen Baustein zur Hand, lieÿen sich mittels beliebiger Randverteilungen auch be-
liebige gemeinsame Verteilungsfunktionen generieren, beispielsweise auch ohne dass alle
Marginalverteilungen vom selben Typ sein müssen. Umgekehrt könnte man die multiva-
riate Verteilung aufspalten in seine univariaten Randbestandteile sowie die eben genannte
Abhängigkeitsstruktur.

Die Lösung dieser Problemstellungen verspricht das Konzept der sogenannten Copulas.
Mit Hilfe dieser lässt sich tatsächlich die multivariate Verteilung als funktionalen Aus-
druck der univariaten Randverteilungen darstellen. Eine Copula-Funktion bildet genau
diese funktionale Verknüpfung und den Baustein der formalen Abhängigkeitsstruktur,
weshalb diese auch dependence functions oder functional dependence genannt wurden.
Der Begri� �Copula�1 selbst wurde in den 1950er Jahren vom Mathematiker A. Sklar
([35]) geprägt, obwohl diese unter obigen Bezeichnungen bereits ein Jahrzehnt früher in
Arbeiten von W. Hoe�ding beschrieben wurden. Im Laufe der nachfolgenden Jahre ge-
wann diese Funktionenklasse ab etwa 1990 im Zusammenhang mit den revolutionären
Entwicklungen von Finanzmarktmodellen (vergleiche Kapitel 1) zunehmend an Beliebt-
heit und Bedeutung. Spätestens nach [5] haben copula-basierte Zusammenhangsmaÿe die
lineare Korrelation als Standardmaÿ für die Abhängigkeit in vielen Bereichen abgelöst
und verliehen damit dem Copula-Konzept bei der Anwendung im Risiko-Management
noch gröÿeres Gewicht.

Dieses Kapitel beginnt in Abschnitt 2.1 mit einem kurzen Einstieg in wichtige Zusammen-
hänge zwischen Zufallsvariablen und deren Verteilungsfunktionen. Anschlieÿend werden
wir uns in Abschnitt 2.2 mit der Einführung in die Theorie der Copulas und mit zen-

1lat. copula, �Verbindung� oder �Verknüpfung�
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tralen Aussagen beschäftigen, überwiegend angelehnt am Standardwerk [25], bevor wir
Copulas im Abschnitt 2.3 aus einem praktischen Blickwinkel beleuchten. Dort werden die
Simulationsmöglichkeiten erläutert und verschiedene Vorgehensweisen in der Maximum-
Likelihood-Schätzung besonders ausführlich beschrieben, bei welcher wir nicht näher be-
stimmte Zufallsvektoren � zunächst zeitkonstant, danach als multivariate Zeitreihe � zu-
grundelegen werden. Vorrangiges Ziel dieses Kapitels ist nämlich eine Vorbereitung auf
das Hauptthema in Kapitel 3 mit allen nötigen theoretischen und praktischen Hilfsmit-
teln. Als Abschluss versucht Abschnitt 2.4 einen Ausblick in tiefergehende und hier nicht
näher behandelte Themengebiete zu liefern.

2.1. Motivation

Im gesamten Verlauf dieser Arbeit gehen wir stets stillschweigend von einem nicht näher
beschriebenen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) aus. Der Einfachheit halber werden wir
fast immer Aussagen zu einem zweidimensionalen Zufallsvektor (X, Y )> : Ω → R2 mit
Verteilungsfunktion HXY sowie Randverteilungen FX beziehungsweise FY tre�en. Die
Ergebnisse sind dann analog beziehungsweise induktiv auf Dimension n > 2 übertragbar.

De�nieren wir zunächst den Begri� der Quasi-Inversen als Verallgemeinerung der Inversen
von Verteilungsfunktionen.

De�nition 2.1 (Quasi-Inverse):
Für eine Zufallsvariable X mit Verteilung FX de�nieren wir mit

F
(−1)
X (y) := inf{x ∈ R : FX(x) ≥ y}

die sogenannte Quasi-Inverse der Funktion FX .

Bemerkungen:

• Die Quasi-Inverse aus obiger De�nition ist in der Statistik auch bekannt als Quan-
tilsfunktion der entsprechenden Verteilung.

• Da eine Verteilungsfunktion nur rechtsseitig stetig und im Allgemeinen nur monoton,
und nicht streng monoton wachsend ist, bildet der Begri� der Quasi-Inversen in
obiger De�nition eine Verallgemeinerung des Begri�s der Inversen. Im Falle strenger
Monotonie gilt insbesondere die Invertierbarkeit von FX , damit also F (−1) ≡ F−1.

Bevor wir uns mit dem Copula-Konzept auseinandersetzen, legen wir einen interessanten
und für praktische Zwecke äuÿerst nützlichen Zusammenhang zwischen einer Zufallsva-
riable und ihrer Verteilung dar:
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Satz 2.2 (Fisher, [11]):
Für eine stetige Zufallsvariable X und deren Verteilungsfunktion FX ist die neue Zufalls-
variable

FX(X) := FX ◦X : Ω→ [0, 1] (2.1)

uniform verteilt auf dem Intervall [0, 1] (wir schreiben FX(X) ∼ U [0, 1]), denn es gilt

P (FX(X) ≤ u) = P
(
X ≤ F

(−1)
X (u)

)
= FX

(
F

(−1)
X (u)

)
= u

mit u ∈ [0, 1].

Diese Tranformation (im Englischen ist hier von probability integral transform die Re-
de) hat eine entscheidende praktische Bedeutung: Die uniform verteilten Zufallsvariablen
U = FX(X) und V = FY (Y ) enthalten keine Information mehr über die univariaten
Verteilungen. Das bedeutet, die restliche Information, die noch in der gemeinsamen Ver-
teilung HUV von (U, V )> �steckt�, enthält nur noch Daten über die Art der Abhängigkeit
zwischen U und V . Dieses Sachverhalts bedient sich nun das theoretische Konzept der
Copula-Funktionen.

2.2. Theoretisches Konzept der Copula-Funktionen

2.2.1. De�nitionen

In seinen mathematischen Untersuchungen des funktionalen Zusammenhangs zwischen
gemeinsamer Verteilung und den Marginalien eines Zufallsvektors hatte A. Sklar
in den 1950er Jahren eine neue Klasse von Funktionen verwendet, die damals als
Copula-Funktionen bekannt geworden sind. In diesem Unterabschnitt werden lediglich
die wesentlichen Begri�ichkeiten sowie zentralen Ergebnisse der Theorie der Copula-
Funktionen zusammengefasst, wobei der an tiefergehende Details interessierte Leser zum
Beispiel auf das Einstiegsbuch [25] verwiesen sei.

Eine formale De�nition der Copula-Funktion ist nun angebracht. Zuerst wird die allge-
meinste (n-dimensionale) Version formuliert, doch aus Gründen der Einfachheit beschrän-
ken wir uns im anschlieÿenden Kontext auf Dimension n = 2. Erst bei der Parameter-
schätzung betrachten wir wieder den allgemeinen Fall.
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De�nition 2.3 (n-Copula):
Wir nennen eine Funktion C : [0, 1]n → [0, 1] eine n-Copula, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(1.) Für alle u ∈ [0, 1]n mit mindestens einer Komponente ui = 0 gilt C(u) = 0, 1 ≤ i ≤ n.

(2.) Für alle u ∈ [0, 1]n mit ui = 1 für alle 1 ≤ i ≤ n bis auf eine Komponente uj gilt
C(u) = uj, 1 ≤ j ≤ n, j 6= i.

(3.) Für alle u,v ∈ [0, 1]n mit u ≤ v (komponentenweise) gilt

VC ([u,v]) :=
2∑

i1=1

. . .

2∑
in=1

(−1)i1+...+in · C(w1,i1 , . . . , wn,in) ≥ 0, (2.2)

wobei mit wj,1 = uj und wj,2 = vj, 1 ≤ j ≤ n, die insgesamt 2n Eckpunkte des
n-dimensionalen Hyper-Quaders [u,v] ⊂ [0, 1]n gemeint sind.

Copulas ermöglichen es, den eindimensionalen (Rand-)Verteilungen F1, . . . , Fn von Zu-
fallsvariablen X1, . . . , Xn eine gemeinsame Verteilungsfunktion HX des Zufallsvektors
X := (X1, . . . , Xn)> zuzuordnen. Dies ist zwar recht heuristisch formuliert, aber dass
diese Funktionen tatsächlich einen solchen Zusammenhang herstellen können, ist einer-
seits nach Konstruktion recht einfach einzusehen, andererseits erklärt der zentrale Satz
von Sklar im kommenden Unterabschnitt 2.2.2 genau diesen Sachverhalt und gibt uns
sogar ein Eindeutigkeitskriterium.

Anstatt die zentralen Aussagen allgemein zu formulieren, werden wir nun die speziellen
2-Copulas einführen (fortan einfach Copulas) und mit diesen die weiteren Besonderheiten
von Copula-Funktionen erklären. Es ist zwar bei den meisten Aussagen möglich, analoge
Schlussfolgerungen auf höhere Dimensionen zu übertragen (so gilt etwa für n ≥ 3 und
alle 2 ≤ k ≤ n, dass jede k-dimensionale Randverteilung einer n-Copula wiederum eine
k-Copula ist), doch auf Sonderfälle in der Dimension n = 2 wird nicht mehr explizit
hingewiesen.2

De�nition 2.4 (2-Copula):
Wir nennen eine Funktion C : [0, 1]2 → [0, 1] eine 2-Copula, wenn sie die Eigenschaften

(1.) C(u, 0) = 0 = C(0, v),

(2.) C(u, 1) = u und C(1, v) = v,

(3.) C(u1, v1)− C(u1, v2)− C(u2, v1) + C(u2, v2) ≥ 0

für alle u, u1 ≤ u2 und v, v1 ≤ v2 aus [0, 1] erfüllt.

2Für eine ausführlichere Behandlung siehe [25].
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2.2.2. Zentrale Aussagen

Wie im letzten Abschnitt bereits angekündigt, liefert folgender Satz von Sklar die theo-
retische Grundlage für die praktische Anwendung von Copula-Funktionen.

Satz 2.5 (Sklars Theorem):
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit Verteilungen FX beziehungsweise FY sowie
gemeinsamer Verteilung HXY . Dann existiert eine Copula C so, dass

HXY (x, y) = C (FX(x), FY (y)) (2.3)

für alle x, y ∈ R gilt. Die Copula ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn FX und FY
beide stetige Verteilungsfunktionen sind.

Der Blickwinkel von Sklars Theorem lässt sich auch umkehren: Falls C eine Copula ist
und FX sowie FY die Verteilungsfunktionen von X beziehungsweise Y sind, dann ist jede
Funktion H, die Gleichung (2.3) erfüllt, eine gemeinsame Verteilung von X und Y mit
Marginalverteilungen FX und FY und wir setzen H := HXY .

Folgerung 2.6:

Als direkte Konsequenz und Alternativformulierung des Satzes 2.5 ergibt sich die Dar-
stellung

C(u1, u2) = HXY

(
F

(−1)
X (u1), F

(−1)
Y (u2)

)
(2.4)

mit u1, u2 ∈ [0, 1] und Quasi-Inversen F (−1)
X von FX beziehungsweise F (−1)

Y von FY .

Welche praktischen Konsequenzen nun Sklars Theorem für uns hat, erkennt man sofort:
Einerseits lassen sich gemäÿ Gleichung (2.3) durch die Wahl beliebiger univariater Vertei-
lungen und einer beliebigen Copula-Funktion alle erdenklichen multivariaten Verteilungen
völlig willkürlich zusammenbauen. Andererseits können wir nach Gleichung (2.4) die in
einer gegebenen multivariaten Verteilung HXY enthaltene Information über die Abhän-
gigkeitsstruktur in Form der Copula-Funktion C extrahieren, nämlich durch Einsetzen
der Quasi-Inversen der univariaten Marginalien FX und FY .

Bemerkung (Copula als Verteilungsfunktion):
Eine Copula-Funktion C kann selbst als eine multivariate Verteilungsfunktion aufgefasst
werden, nämlich als gemeinsame Verteilung zweier auf [0, 1] gleichverteilter Zufallsvaria-
blen U und V . Denn dann gilt HUV (u, v) = P (U ≤ u ∧ V ≤ v) = C(u, v), das heiÿt
C ≡ HUV .
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Im nun folgenden Unterabschnitt sind einige der übrigen wichtigen Eigenschaften von
Copulas, auch hinsichtlich späterer Kapitel dieser Arbeit, übersichtlich und in Kürze dar-
gestellt.

2.2.3. Weitere Eigenschaften

Weitere für unseren Fortverlauf wichtige Merkmale von Copula-Funktionen sind ihre Dif-
ferenzierbarkeit und die Zerlegbarkeit in absolutstetige und singuläre Komponente. Im
Zuge dessen werden wir den Begri� �Copula-Dichte� einführen. Abschlieÿend übertragen
wir die bisherigen theoretischen Aussagen auf die bedingte Version des Copula-Konzepts.

Tre�en wir zuerst kurze Vorbereitungen, um danach sogenannte Copula-Dichte einzufüh-
ren.

Satz 2.7 (Di�erenzierbarkeit):
Eine Copula C ist fast sicher partiell di�erenzierbar, das heiÿt die partiellen Ableitungen
Cu(u, v) := ∂

∂u
C(u, v) und Cv(u, v) := ∂

∂v
C(u, v) existieren fast sicher und es gilt stets

0 ≤ ∇C(u, v) ≤ 1 (2.5)

komponentenweise für den Gradienten ∇C := (Cu, Cv)
>.

Da eine Copula C nach obiger Bemerkung als gemeinsame Verteilung zweier Zufallsvaria-
blen U, V ∼ U [0, 1] aufgefasst werden kann, ergibt sich für die partiellen Ableitungen

Cu(u, v) = P (V ≤ v |U = u),

beziehungsweise analog
Cv(u, v) = P (U ≤ u |V = v).

Es handelt sich also um die bedingte Verteilung von V , gegeben U = u, respektive die
von U , bedingt auf V = v.

Satz 2.8 (Absolutstetige und singuläre Komponente):
Jede Copula-Funktion C besitzt die Zerlegung in die Summe

C ≡ AC + SC

aus absolutstetiger Komponente

AC(u, v) :=

∫ u

0

∫ v

0

∂2

∂s∂t
C(s, t) dt ds

und singulärer Komponente

SC(u, v) := C(u, v)− AC(u, v).
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Bemerkung:

Die beiden Komponenten AC und SC erfüllen keineswegs die Copula-Eigenschaften aus
De�nition 2.4!

De�nition 2.9 (Copula-Dichte):
Falls C ≡ AC , dann heiÿt die Copula C absolutstetig und der Integrand aus Satz 2.8,

c(u, v) :=
∂2

∂u∂v
C(u, v) =

∂2

∂v∂u
C(u, v),

wird Copula-Dichte von C genannt.

Die Copula-Dichte wird meist dazu verwendet, um beispielsweise gegebene (seien es reale
oder simulierte) Daten an eine Copula anzupassen. Ist die Copula C die Verteilungsfunk-
tion von uniform verteilten Zufallsvariablen U und V , so können wir entsprechend die
Copula-Dichte c aus obiger De�nition als gemeinsame Verteilungsdichte von U und V

au�assen.

Mit Sklars Theorem (Satz 2.5) ergibt sich entsprechend für allgemeine absolutstetige
Verteilungen HXY sowie FX und FY :

hXY (x, y) =
∂2

∂x∂y
H(x, y)

=
∂2

∂x∂y
C(FX(x), FY (y))

=
∂2

∂FX(x)∂FY (y)
C(FX(x), FY (y)) · ∂

∂x
FX(x) · ∂

∂y
FY (y)

= c(FX(x), FY (y)) · fX(x) · fY (y)

mit den Dichten hXY von (X, Y )> sowie fX und fY von X beziehungsweise Y . Daraus
folgt das Verhältnis

c(FX(x), FY (y)) =
hXY (x, y)

fX(x) · fY (y)
, (2.6)

welches genau dann 1 wird, wenn sich die gemeinsame Dichte hXY (x, y) = fX(x) · fY (y)

als Produkt der Marginaldichten darstellen lässt. Dies ist nur bei Unabhängigkeit der
Zufallsvariablen X und Y der Fall.

Mittels der Maximum-Likelihood-Methode (ML) schätzt man dann die Copula-Parameter
einer zuvor nach gewissen Kriterien ausgewählten Copula-Familie, wie in Abschnitt 2.3
ausführlich beschrieben wird. Wie wir aber in Kapitel 1 erfahren haben, ist im �nanzöko-
nometrischen Kontext meist die bedingte Log-Likelihood-Funktion in der ML-Methode das
Objekt der Untersuchung. Um dies auch mit Copula-Funktionen zu ermöglichen, stellen
wir im nachfolgenden Unterabschnitt das bisherige Konzept, übertragen auf die bedingte
Version, dar.



Kapitel 2. Copula-Funktionen 32

2.2.4. Bedingte Copula

Wie wir in Kapitel 1 erfahren haben, ist es in der ökonometrischen Modellierung von
Finanzzeitreihen ein ganz wesentlicher Aspekt, dass die Zufallsvariablen des Interesses
bedingt auf Realisationen aus der Vergangenheit sind. Sei im Fortverlauf dieses Unter-
abschnitts W die (reellwertige) Zufallsvariable, auf die (beziehungsweise deren Werte aus
W (Ω) ⊂ R) bedingt werden soll. Die von W erzeugte σ-Algebra symbolisieren wir mit
W := σ(W ).

De�nition 2.10 (Bedingte Copula):
Eine 2-dimensionale, auf W bedingte Copula ist eine Funktion C : [0, 1]2×W (Ω)→ [0, 1],
die die Eigenschaften

(1.) C(u, 0 |w) = 0 = C(0, v |w),

(2.) C(u, 1 |w) = u und C(1, v |w) = v,

(3.) C(u1, v1 |w)− C(u1, v2 |w)− C(u2, v1 |w) + C(u2, v2 |w) ≥ 0

für alle u, u1 ≤ u2 und v, v1 ≤ v2 aus [0, 1] und alle w aus W (Ω) erfüllt. Fassen wir
die gesamte Information, auf die wir bedingen wollen, in W zusammen, so schreiben wir
schlicht C(u, v |W). Man beachte jedoch, dass dieser Ausdruck � strikt betrachtet � wieder
eine Zufallsvariable ist!

Diese bedingte Copula können wir ebenfalls, analog zum unbedingten Fall, au�assen als
bedingte Verteilung zweier auf [0, 1] uniform verteilter Zufallsvariablen U und V , gegeben
die Information W .

Mit der in [31] vorgestellten Tatsache, dass mit der Zufallsvariable X und deren beding-
ten Verteilung FX(· |W) auch die Tranformation U := FX(X |W) eine uniform verteilte
Zufallsvariable ist, können wir auch eine bedingte Version von Sklars Theorem aufstellen.

Satz 2.11 (Bedingte Version von Sklars Theorem):
SeienX und Y zwei Zufallsvariablen mit bedingten Verteilungen FX(· |W) beziehungswei-
se FY (· |W) sowie gemeinsamer bedingter Verteilungsfunktion HXY (·, · |W). Dann exis-
tiert eine bedingte Copula C(·, · |W) so, dass

HXY (x, y |W) = C(FX(x |W), FY (y |W) |W) (2.7)

für alle x, y ∈ R gilt. Die bedingte Copula ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn
FX(· |W) und FY (· |W) beide stetige bedingte Verteilungsfunktionen sind.
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Gilt umgekehrt, dass C(·, · |W) und FX(· |W) beziehungsweise FY (· |W) gegeben sind,
so ist jede Funktion H, die Gleichung (2.7) erfüllt, eine bedingte multivariate Verteilung
für X und Y und wir setzen H := HXY (·, · |W).

Folgerung 2.12:

Als direkte Konsequenz und Alternativformulierung des Satzes 2.11 ergibt sich die Dar-
stellung

C(u1, u2 |W) = HXY

(
F

(−1)
X (u1 |W), F

(−1)
Y (u2 |W) |W

)
(2.8)

mit u1, u2 ∈ [0, 1] und Quasi-Inversen F (−1)
X (· |W) und F (−1)

Y (· |W) von FX(· |W) bezie-
hungsweise FY (· |W).

Die De�nition und Herleitung der bedingten Copula-Dichte c(·, · |W) erfolgt recht ähnlich,
so dass wir dies auslassen wollen. Analog zu Gleichung (2.6) können wir im absolutstetigen
Fall ebenfalls schlussfolgern:

c(FX(x |W), FY (y |W) |W) =
hXY (x, y |W)

fX(x |W) · fY (y |W).

Die bedingte Dichte hXY (·, · |W) lässt sich also als Produkt aus bedingter Copula-Dichte
c(·, · |W) und den bedingten Marginaldichten fX(· |W) respektive fY (· |W) schreiben.

Wir haben nun viele theoretische Eigenschaften von Copula-Funktionen kennengelernt,
deren Verwendungen in der Praxis jedoch nicht immer unmittelbar ersichtlich sind. Des-
halb wenden wir uns nun im nächsten Abschnitt der praktischen Seite zu, indem wir die
Bedeutung der Copulas in der Anwendung hervorheben.

2.3. Copula-Funktionen in der Statistik

Copula-Funktionen werden auf vielerlei Weisen und zu unterschiedlichsten Zwecken ein-
gesetzt. Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit der künstlichen Erzeugung von Zufalls-
realisationen aus einer gegebenen Copula heraus. Dabei werden wir speziell zwei Copula-
Klassen präsentieren, die sehr häu�g verwendet werden, um Simulationen oder Schätzun-
gen durchzuführen. Beide besitzen nämlich jeweils eigene nützliche Besonderheiten, die
wir in Grundzügen nennen wollen. Nachdem die Simulation von Zufallszahlen behandelt
wurde, widmen wir uns ausführlich der Parameterschätzung bei Copula-Funktionen.

2.3.1. Simulation von Zufallszahlen

Eine typische Vorgehensweise zu Beginn einer Simulation ist beispielsweise die zufällige
Erzeugung von Realisationen zweier reellwertiger Zufallsvariablen X und Y , die gemäÿ
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der Funktionen FX sowie FY verteilt sein sollen. Geschehen die Simulationen voneinander
unabhängig, so erhält man stets stochastisch unabhängige Zufallszahlen. Nun möchten wir
aber gezielt die Abhängigkeitsstruktur (und damit die Copula C) festlegen. Durch deren
Wahl erzeugen wir entsprechende stochastisch abhängige und damit korrelierte Realisa-
tionen des Vektors (X, Y )>, verteilt nach C(FX(X), FY (Y )). Hierzu sei folgende, recht
intuitive Vorgehensweise genannt:

Algorithmus 2.13 (Inversionsmethode):
Sei C eine willkürlich ausgewählte bivariate Copula-Funktion.

(1.) Generiere zwei unabhängige auf [0, 1] uniform verteilte Zufallszahlen u und t.

(2.) Setze v := C
(−1)
u (t), wobei C(−1)

u die Quasi-Inverse der bedingten Verteilung

Cu(v) = P (V ≤ v |U = u)

von V , gegeben U = u, sei (vergleiche auch Satz 2.7).

(3.) Aus dem Paar (u, v) transformiere nun komponentenweise den gewünschten Vektor
als Quantile

(x, y) =
(
F

(−1)
X (u), F

(−1)
Y (v)

)
der selbst gewählten Marginalverteilungen FX respektive FY .

Welchen Copula-Typ man in diesen Schritten wählt, hängt von vielerlei Faktoren ab.
Sicherlich beein�usst das übergeordnete Ziel der Simulation unsere Entscheidung. Bei-
spielsweise eignen sich manche Copula-Typen nicht für die Modellierung bestimmter Ab-
hängigkeitsstrukturen wie Tail-Dependence (selten auch Abhängigkeit in den Flanken oder
Randabhängigkeit genannt), während andere Typen diese durchaus adäquat und sinnvoll
beschreiben können. Daneben spielt aber auch die Einfachheit, mit der man solche Co-
pulas erzeugen oder implementieren kann, eine groÿe Rolle. Viele Vertreter bestimmter
Typen werden nach gemeinsamen nützlichen Eigenschaften kategorisiert, die die Arbeit
mit diesen enorm erleichtern. Zwei Klassen, die archimedischen und die elliptischen Co-
pulas, sollen im Folgenden präsentiert werden.

Archimedische Copulas

Zuerst sei die Klasse der archimedischen Copulas genannt, die alle oben genannten Vorteile
(einfache Erzeugung, nützliche Eigenschaften) mit sich bringt und noch dazu eine Vielzahl
von Repräsentanten besitzt. Wir beginnen gleich mit einer formalen De�nition für diese
Copula-Klasse und führen dabei den Begri� der �Generatorfunktion� ein.
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Satz 2.14:

Sei φ : [0, 1]→ [0,∞] mit φ(1) = 0 eine stetige, monoton fallende Funktion. Wir bezeich-
nen wie schon vorher mit

φ(−1)(t) :=

φ−1(t), falls 0 ≤ t ≤ φ(0),

0, falls φ(0) ≤ t ≤ ∞,

die Quasi-Inverse von φ. Sei auÿerdem eine Funktion C : [0, 1]2 → [0, 1] gegeben durch

C(u, v) := φ(−1) (φ(u) + φ(v)) . (2.9)

Dann gilt: C ist genau dann eine Copula, wenn φ konvex ist.

De�nition 2.15 (archimedische Copulas):
Copulas C mit der Gestalt aus Gleichung (2.9) heiÿen archimedische3 Copulas und die
konvexe Funktion φ wird dabei Generator-Funktion (oder einfach Generator) von C ge-
nannt. Im Falle von φ(0) = ∞ gilt die Invertierbarkeit und damit φ(−1) ≡ φ−1 und φ

wird strikter Generator (sonst nicht-strikter Generator) genannt und auch die Copula C
bezeichnen wir dann in expliziten Fällen mit strikte archimedische Copula.

Archimedische Copulas haben also den entscheidenden Vorteil gegenüber anderen Copula-
Klassen, dass sie bereits nur mit Hilfe einer univariaten Generatorfunktion zu konstruieren
sind.

Nun interessieren uns aber gerade die nützlichen Eigenschaften, die diese Klasse von
Copula-Funktionen kennzeichnen. Diese sollen nun illustriert werden.

Satz 2.16 (Eigenschaften archimedischer Copulas):
Sei C eine archimedische Copula mit Generator φ. Dann gilt für alle u, v, w ∈ [0, 1]:

(1.) C ist symmetrisch, das heiÿt C(u, v) = C(v, u).

(2.) C, aufgefasst als binärer Operator auf [0, 1], ist assoziativ, das heiÿt also
C (C(u, v), w) = C (u,C(v, w)).

(3.) Für jede Konstante k ∈ [0,∞) ist auch k · φ ein Generator von C.

Diese Eigenschaften sind für eine Vielzahl von Zwecken zwar sehr von Vorteil, jedoch
kann man beispielsweise aus (1.) und (2.) im Höherdimensionalen folgern, dass die k-
Copulas als Marginalien alle identisch sein müssen für 2 ≤ k < n. Auÿerdem ist die

3Die Bedeutung des Attributs �archimedisch� rührt von der Interpretation einer Copula als binärer
Operator her � Näheres dazu �ndet sich in erwähnten Standardwerken.
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Tatsache, dass alle Familien in dieser Klasse bis auf ein oder höchstens zwei Parameter
eindeutig festgelegt sind, ein weiterer Schwachpunkt. Diese Restriktionen an das Wesen
der Abhängigkeitsstruktur gereichen den archimedischen Copulas zum Nachteil.

Als Letztes betrachten wir zwei wichtige Beispiele der Familie der archimedischen Copulas.

Beispiele (Archimedische Copulas):

• Gumbel-Copulas haben den (strikten) Ein-Parameter-Generator φθ(t) := (− ln t)θ

mit Parameter θ ∈ [1,∞). Daraus erhalten wir die (strikte) Ein-Parameter-Copula

Cθ(u, v) := exp
(
−
[
(− lnu)θ + (− ln v)θ

] 1
θ

)
.

• Clayton-Copulas nennen wir solche, die mit dem (für θ > 0 strikten) Ein-Parameter-
Generator φθ(t) := 1

θ

(
t−θ − 1

)
, mit θ ∈ [−1,∞) \ {0}, erzeugt wurden und die

Gestalt
Cθ(u, v) :=

[
max

(
u−θ + v−θ − 1, 0

)]− 1
θ

haben.

Abbildung 2.1 auf der nachfolgenden Seite stellt je zwei Beispiele einer Gumbel- und einer
Clayton-Copula dar, zu je unterschiedlichen Parametern θ. Es handelt sich konkret um
vier Scatterplots von je 500 simulierten Datenpaaren, die aus einer festen Copula zu festem
Parameter erzeugt wurden. Die Copula-Parameter sind θ = 2,5 in der ersten Zeile, in der
zweiten Zeile θ = 10. Links sind zu jedem der beiden Parameteroptionen eine Gumbel-
(blau), rechts je ein Beispiel einer Clayton-Copula (grün) zu sehen.

Auf eine Zusammenstellung von weiteren Vertretern und von Zwei-Parameter-Familien
wird an dieser Stelle verzichtet.4 Mit obigen Beispielen beenden wir die Thematisierung
archimedischer Copulas und wenden uns nun den elliptischen Copula-Funktionen und
ihren Besonderheiten zu.

4[25] bietet eine ausführliche tabellarische Übersicht über wichtige Vertreter dieser Copula-Familie.
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Abbildung 2.1.: Scatterplots der Gumbel- beziehungsweise Clayton-Copula

Elliptische Copulas

Der Begri� �elliptisch� bei Copulas geht auf die Klasse der sogenannten elliptischen Vertei-
lungen zurück, zu der beispielsweise die Normal- oder die Student-t-Verteilung gehören.
Folgende De�nition gibt zunächst Aufschluss über die charakteristischen Eigenschaften
der Verteilungsklasse:

De�nition 2.17 (Elliptische Verteilungen):
Für einen n-dimensionalen (reellen) Zufallsvektor X, einen Vektor µµµ ∈ Rn und eine sym-
metrische, positiv de�nite n× n-Matrix Σ habe die charakteristische Funktion ϕX−µµµ von
X− µµµ die Form

ϕX−µµµ(t) = ψ(t>Σt), t ∈ Rn.
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Dann bezeichnen wir die Verteilung von X als elliptisch und schreiben X ∼ En(µµµ,Σ, ψ).
Die Funktion ψ heiÿt auch charakteristischer Generator von X, welcher zusammen mit
µµµ = E[X] und Σ = Cov(X) die Verteilung eindeutig parametrisiert. Insbesondere be-
deutet dies, dass elliptische Verteilungen durch die ersten beiden Momente bereits exakt
charakterisiert werden.

Klären wir als Nächstes einige besondere Eigenheiten elliptischer Verteilungen, bevor wir
eine elliptische Copula einführen.

Satz 2.18 (Eigenschaften elliptischer Verteilungen):

(1.) Elliptische Verteilungen sind radial oder kugelsymmetrisch, das heiÿt für einen Zu-
fallsvektor X ∼ En(µµµ,Σ, ψ) und für alle a ∈ Rn gilt:

X− a
D
= a−X.

(2.) Lineare Kombinationen BX+b eines Zufallsvektors X ∼ En(µµµ,Σ, ψ) für eine n×n-
Matrix B und einen Vektor b ∈ Rn sind elliptisch verteilt mit Parameter Bµµµ + b,
BΣB> und ψ:

BX + b ∼ En(Bµµµ+ b, BΣB>, ψ).

(3.) Alle Randverteilungen einer elliptischen Verteilung eines bestimmten Typs sind eben-
falls elliptische Verteilungen des selben Typs.

(4.) Mit einem weiteren von X ∼ En(µµµ,Σ, ψ) unabhängigen Zufallsvektor Y ∼
En(λλλ,Σ, χ) ist auch deren Faltung eine elliptische Verteilung mit Parameter µµµ + λλλ,
Σ und ψ ∗ χ:

X + Y ∼ En(µµµ+ λλλ,Σ, ψ ∗ χ).

Es sei angemerkt, dass die Umkehrung zu Eigenschaft (3.) im Allgemeinen nicht gilt, denn
durch die willkürliche Wahl einer Copula kann man auch eine gemeinsame Verteilung nach
Sklars Theorem (Satz 2.5) generieren, die zwar ausschlieÿlich elliptische Randverteilungen
besitzt, selbst jedoch nicht elliptisch sein muss.

De�nition 2.19 (Elliptische Copula):
Sei X ∼ H := En(µµµ,Σ, ψ) eine Zufallsvariable mit eindimensionalen Randverteilungen
Fi := E1(µi, σ

2
i , ψi), i = 1, . . . , n. Dann nennen wir Copula-Funktionen C elliptisch, wenn

sie die Form
C(u) = H

(
F−1

1 (u1), . . . , F−1
n (un)

)
(2.10)

für u ∈ [0, 1]n besitzen.
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Elliptische Copulas sind also schlicht die Copulas von elliptisch verteilten Zufallsvaria-
blen. Der Vorteil dieser Copula-Klasse liegt in der Parametrisierung durch Parameter von
elliptischen Verteilungen. Doch gerade die implizite Darstellung, die (im Gegensatz zu den
archimedischen Copulas mit einer expliziten Generatorfunktion) direkt aus Folgerung 2.6
von Sklars Theorem abgeleitet ist, ist bei den elliptischen Copulas kein unerheblicher
Nachteil. So kann man Zufallsvariablen nach bereits vorgestellter Inversionsmethode (Al-
gorithmus auf Seite 34) nur numerisch erzeugen. Auch wegen der recht restriktiven Eigen-
schaften elliptischer Verteilungen (Kugelsymmetrie, Abgeschlossenheit der Typen-Klasse
und dergleichen) ist dieser Typ nicht immer die beste Wahl. Für die Modellierung von Ab-
hängigkeitsstrukturen eignen sich dagegen Copulas vom elliptischen Typ ganz besonders,
vor allem da es sich beim Copula-Parameter um den (linearen) Korrelationskoe�zienten
ρ beziehungsweise die Korrelationsmatrix R handelt.

Bevor wir uns mit dem nächsten Anwendungsbereich von Copulas befassen, sollen ab-
schlieÿend ein paar der wichtigsten Vertreter eben vorgestellter Copula-Klasse erwähnt
werden.5

Beispiele (Elliptische Copulas):

• Die Familie der Gauÿ-Copulas hat die Gestalt

CΣ(u) = Φn

(
Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un)

)
,

wobei Φn die n-variate Normalverteilungsfunktion darstellt und Φ = N (µµµ,Σ). Der
Parameter Σ sei die Kovarianzmatrix, während µµµ der als fest angenommene Erwar-
tungswertvektor sei (Alternativ lässt sich statt Σ auch die aus ihr durch Transfor-
mation hervorgehende Korrelationsmatrix R betrachten). Für n = 2 können wir die
Formel noch leicht konkretisieren, so dass sich die Korrelationsmatrix

R =

(
1 ρ

ρ 1

)
als Parameter der elliptischen Copula nur noch auf einen Wert ρ reduziert und
wir damit die zweidimensionale Gauÿ-Copula als folgendes numerisches Integral
schreiben können:

Cρ(u, v) =

∫ Φ−1(u)

−∞

∫ Φ−1(v)

−∞

1

2π
√

1− ρ2
· exp

(
−x

2 − 2ρxy + y2

2(1− ρ2)

)
︸ ︷︷ ︸

= cρ(u,v)

dx dy. (2.11)

Aufgrund dieser Gestalt lässt sich auch gleich die Copula-Dichte cρ(u, v) aus dem
Integral ablesen.

5[25] bietet eine ausführliche tabellarische Übersicht über wichtige Vertreter dieser Copula-Familie.
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Abbildung 2.2.: Scatterplots der Gauÿ- beziehungsweise t-Copula

• t-Copulas besitzen die Form

CΣ,ν(u) = T nν
(
T−1
ν (u1), . . . , T−1

ν (un)
)

mit n-dimensionaler Student-t-Verteilung T nν sowie den Inversen der eindimensio-
nalen t-Verteilung Tν . Dabei bezeichne ν die Anzahl der Freiheitsgrade, die also für
alle Verteilungen gleich sein müssen. Für n = 2 erhalten wir eine ebenfalls noch
übersichtliche Darstellung der t-Copula:

Cρ,ν(u, v) =

∫ t−1
ν (u)

−∞

∫ t−1
ν (v)

−∞

1

2π
√

1− ρ2
·
(

1 +
x2 − 2ρxy + y2

ν(1− ρ2)

)− ν+2
2

︸ ︷︷ ︸
= cρ,ν(u,v)

dx dy, (2.12)

wobei ρ ∈ [−1, 1] wie eben, ν > 0 und cρ,ν(u, v) die Copula-Dichte sei.
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In Abbildung 2.2 auf der vorigen Seite werden die Unterschiede zwischen je zwei Copulas
der in obigem Beispiel vorgestellten Typen zu unterschiedlichen Parametern ρ veran-
schaulicht. Es handelt sich um zwei mal je zwei Plots von 1000 simulierten Daten aus
einer Gauÿ-Copula (blau) und einer t-Copula (grün) zu den Parametern ρ = 0,4 und
ρ = 0,9 mit jeweils den gleichen Marginalien (verschiedene Normalverteilungen).

2.3.2. Parametrische Schätzung

In der parametrischen Schätzung geht man im Allgemeinen von der Situation aus, dass
man die Verteilungen jeweils bis auf zu schätzende Parameter bereits vollständig identi-
�ziert hat.

Sei zunächst X := (X1, . . . , Xn)> ein zeitkonstanter Zufallsvektor mit Marginalver-
teilungen F1(·;θθθ), . . . , Fn(·;θθθ), parametrisiert durch den zu schätzenden Vektor θθθ.
Wir bezeichnen mit I := {1, . . . , n} die Komponentenindexmenge. Die zugehörige
Copula werde mit Cθθθ = C(·, . . . , ·;θθθ) bezeichnet. Im Falle von Absolutstetigkeit
der multivariaten Verteilung betrachtet man im Allgemeinen nicht die Darstellung
H(X;θθθ) = C (F1(X1;θθθ), . . . , Fn(Xn;θθθ);θθθ) für die gemeinsame multivariate Verteilung H,
sondern bedient sich der Dichtefunktion h, die sich aus dem Produkt

h(X;θθθ) =
∂n

∂X1 . . . ∂Xn

H(X;θθθ)

= c (F1(X1;θθθ), . . . , Fn(Xn;θθθ);θθθ) ·
n∏
i=1

fi(Xi;θθθ)

der Randdichtefunktionen fi, i ∈ I, und der Copula-Dichte cθθθ := c(·, . . . , ·;θθθ) zusammen-
setzt. Aus diesem wird dann die Log-Likelihood-Funktion

L(θθθ) := lnh(X;θθθ)

= ln

(
c (F1(X1;θθθ), . . . , Fn(Xn;θθθ);θθθ) ·

n∏
i=1

fi(Xi;θθθ)

)

=
n∑
i=1

ln fi(Xi;θθθ) + ln c ((F1(X1;θθθ), . . . , Fn(Xn;θθθ);θθθ)

(2.13)

gebildet und durch Maximierung von L erhalten wir den Schätzer θ̂θθ des Parametervektors.

Wir verknüpfen nun in diesem Abschnitt die Betrachtungen der Copula-Parameterschätzung
praktischerweise mit zeitabhängigen Zufallsvektoren, also multivariaten Zeitreihen, da
wir diese Methoden in Kapitel 3 für GARCH-Zeitreihen direkt implementieren wer-
den. Sei somit für die nachfolgende Illustration die Komponentenindexmenge wieder
I := {1, . . . , n} und die Zeitindexmenge T := {1, . . . , T} für endliche Sample-Size T .
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Nehmen wir demzufolge an, uns liegt jetzt eine beliebige n-dimensionale Zeitreihe (zt)t∈T
mit zt = (zt,1, . . . , zt,n)> und n-variater Verteilung H vor. Wir verwenden zunächst nur die
Information aus den sich vollständig überlappenden Datenreihen, ohne Einschränkung sei
somit T der gemeinsame Beobachtungszeitraum aller Datenvektoren zt, t ∈ T, unabhängig
von i ∈ I. 6

Wir fassen wieder im Vektor θθθ alle zu schätzenden Parameter für zuvor festgelegte (uni-
variate) Marginalverteilungen sowie eine zuvor spezi�zierte Copula-Familie zusammen.

Obige Dichte-Darstellung ergibt sich, erweitert auf die Zeitabhängigkeit, als

h(zt;θθθ) =
∂n

∂zt,1 . . . ∂zt,n
H(zt;θθθ)

= c (F1(zt,1;θθθ), . . . , Fn(zt,n;θθθ);θθθ) ·
n∏
i=1

fi(zt,i;θθθ)

beziehungsweise in der bedingten Form als

h|t−1(zt;θθθ) = c|t−1

(
F1|t−1(zt,1;θθθ), . . . , Fn|t−1(zt,n;θθθ);θθθ

)
·
n∏
i=1

fi|t−1(zt,i;θθθ),

gegeben alle Informationen aus der Vergangenheit bis zum Zeitpunkt t− 1. Die Informa-
tionsgesamtheit Ft−1 ist also die σ-Algebra σ(zs : s ≤ t− 1). Diese Darstellung benötigen
wir für die nachfolgende �Gesamtdichte�:

Die �Gesamtdichte� g aller Datenvektoren z1, . . . , zT (zur Unterscheidung vom Begri� �ge-
meinsame Dichte�, des einzelnen Vektors zt) stellt sich im Allgemeinen aus dem Produkt

g(z;θθθ) =
T∏
t=1

h|t−1(zt;θθθ)

=
T∏
t=1

(
c|t−1

(
F1|t−1(zt,1;θθθ), . . . , Fn|t−1(zt,n;θθθ);θθθ

)
·
n∏
i=1

fi|t−1(zt,i;θθθ)

)

=
n∏
i=1

T∏
t=1

fi|t−1(zt,i;θθθ) ·
T∏
t=1

c|t−1

(
F1|t−1(zt,1;θθθ), . . . , Fn|t−1(zt,n;θθθ);θθθ

)
(2.14)

der auf die Vergangenheit bedingten n-variaten Dichten h|t−1, t ∈ T, zusammen.

6Später illustrieren wir eine Möglichkeit zur Verwendung verschiedener Datenlängen Ti für die einzelnen
Komponenten (zt,i)t∈Ti mit Ti := {1, . . . , Ti}, i ∈ I.
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Nachdem wir Gleichung (2.14) logarithmiert haben, erhalten wir die im Argument θθθ zu
maximierende Log-Likelihood-Funktion

L(θθθ) := ln (g(z;θθθ))

= ln

(
T∏
t=1

h|t−1(zt;θθθ)

)

=
T∑
t=1

ln
(
h|t−1(zt;θθθ)

)
=

n∑
i=1

T∑
t=1

ln
(
fi|t−1(zt,i;θθθ)

)
+

+
T∑
t=1

ln
(
c|t−1

(
F1|t−1(zt,1;θθθ), . . . , Fn|t−1(zt,n;θθθ);θθθ

))
=:

n∑
i=1

T∑
t=1

`t,i(θθθ) +
T∑
t=1

`t,c(θθθ)

=:
n∑
i=1

Li(θθθ) + Lc(θθθ).

(2.15)

Die Schätzung in der ML-Methode erfolgt jetzt, je nach Konstellation der Randparameter,
durch Maximierung in einem oder mehreren Schritten. Beide Möglichkeiten laufen wie
folgt ab.

Einschritt-Schätzung

Haben wir diese allgemeine Situation wie in Gleichung (2.15) vorliegen, so bleibt uns keine
andere Möglichkeit, als den Schätzer θ̂θθ mittels eines einzigen Schätzschrittes, formal durch
die Maximierung

θ̂θθ := argmaxθθθ L(θθθ) (2.16)

der Log-Likelihood-Funktion, zu ermitteln. Wir nennen diesen Schätzer θ̂θθ von nun an den
Einschritt-Maximum-Likelihood-Schätzer (kurz Einschritt-MLS oder Einschritt-Schätzer).

Diese Optimierung ist sehr rechenaufwendig, zumal der Einschritt-Schätzer oftmals nur
numerisch approximiert werden kann. Andererseits liefert dieses Verfahren ein zuverlässi-
ges und sehr exaktes Resultat.

Wir wollen nun einige asymptotische Eigenschaften für den Einschritt-MLS θ̂θθ anführen,
ehe wir uns auf eine vereinfachte Situation der Trennbarkeit in einzelne Marginalparameter
konzentrieren werden.
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Satz 2.20 (Asymptotik des Einschritt-MLS):
Sei θθθ0 der wahre Parametervektor der zuvor beschriebenen Verteilungen. Maximiert man
die Log-Likelihood-Funktion in Gleichung (2.15) simultan über alle Komponenten von θθθ,
so ist der Einschritt-Schätzer θ̂θθ unter gewissen Regularitätsbedingungen7

1. konsistent,

2. asymptotisch normalverteilt mit
√
T · (θ̂θθ − θθθ0)

D−→ N (θθθ0, I(θθθ0)−1), wobei

I(θθθ0) = E

[(
∂

∂θθθ0

L(θθθ0)

)(
∂

∂θθθ0

L(θθθ0)

)>]

die Fisher-Informationsmatrix darstelle, und

3. asymptotisch e�zient.

In der Praxis ist es oftmals zu aufwendig, alle Parameter gleichzeitig in einem Schritt zu
schätzen. Insbesondere, wenn die Beobachtungsdimension n groÿ wird (n � 2) oder die
Parameterdimension zunimmt, steigt der Rechenaufwand für die Optimierung immens.

Mehrschritt-Schätzung und �exible Datenlängen

Es kommt aber zu unseren Gunsten in einigen praktischen Situationen vor, dass die zu-
grundeliegende Information der Vergangenheit, enthalten in der σ-Algebra Ft−1, nicht für
alle Randvariablen relevant ist. So erreicht man beispielsweise, falls jede Marginalzeitrei-
he nur von ihren eigenen vergangenen Werten abhängt, eine Trennung des Vektors θθθ in
die einzelnen zu den Komponenten und zu der Copula gehörigen Parameter θθθi, i ∈ I,
beziehungsweise θθθc, so dass wir

θθθ = (θθθ>1 , . . . , θθθ
>
n , θθθ

>
c )>

schreiben können. Dies ist dann der Fall, wenn die zugrundeliegende Informationsmenge
Ft−1,i für eine Komponente nicht weniger relevante Information enthält als die Gesamt-
informationsmenge.8 Daraus folgt auÿerdem für die Log-Likelihood-Summanden in Glei-
chung (2.15), dass Li(θθθ) = Li(θθθi) für alle i ∈ I gilt; für Lc ist dagegen das zu maximierende
Argument nach wie vor der ganze Vektor θθθ, handelt es sich ja bei den Argumenten der
bedingten Copula (mit Parameter θθθc) um die bedingten Randverteilungsfunktionen (mit
Parametern θθθi, i ∈ I).

7siehe [30] und [18].
8Formal spiegelt sich dies in der Bedingung zt,i|Ft−1,i

D
= zt,i|Ft−1 wider.
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Aber was für Möglichkeiten bieten sich nun bei dieser Ausgangssituation? Betrachten wir
dafür wieder die Log-Likelihood-Funktion L aus Gleichung (2.15), dann ergibt sich die
Darstellung

L(θθθ) = L(θθθ1, . . . , θθθn, θθθc) =
n∑
i=1

Li(θθθi) + Lc(θθθ1, . . . , θθθn, θθθc). (2.17)

Uns ist es nun möglich, die Maximierung von L nicht simultan in allen Komponenten von
θθθ durchzuführen, sondern stattdessen in mehreren getrennten Schritten. Diese sogenannte
Mehrschrittschätzung, bekannt geworden unter der Bezeichnung IFM (aus dem Englischen
inference functions for margins) von [18], ist aufgeteilt in die zwei Hauptschritte

(1.) Schätzung der Marginalparameter durch

θ̃θθi := argmaxθθθi Li(θθθi), i ∈ I,

unabhängig voneinander (dann vor allem nacheinander) und

(2.) Schätzung der Copula-Parameter durch

θ̃θθc := argmaxθθθc Lc
(
θ̃θθ1, . . . , θ̃θθn, θθθc

)
,

bedingt auf die Schätzer aus Schritt (1.).

Daraus erhalten wir insgesamt den alternativen Mehrschritt-Maximum-Likelihood-
Schätzer (kurz Mehrschritt-MLS oder Mehrschritt-Schätzer)

θ̃θθ :=
(
θ̃θθ
>
1 , . . . , θ̃θθ

>
n , θ̃θθ

>
c

)>
. (2.18)

Eine weitere, äuÿerst sinnvolle Unterstützung bietet diese Ausgangssituation für die Da-
tenlängen jeder einzelnen Komponentenzeitreihe (zt,i)t∈Ti , i ∈ I. Wie bereits angekündigt,
nutzen wir jetzt die separierte Summendarstellung aus Gleichung (2.17) aus, um �exible
Datenlängen zu erlauben. Wir erhalten damit

L(θθθ) =
n∑
i=1

Li(θθθi) + Lc(θθθ1, . . . , θθθn, θθθc)

=
n∑
i=1

Ti∑
t=1

`t,i(θθθi) +
T∑
t=1

`t,c(θθθ)

(2.19)

und können im ersten Optimierungsschritt auf alle Randdaten zurückgreifen, ohne diese
auf die gemeinsame Beobachtungslänge �trimmen� zu müssen. Nehmen wir an, dass in
obiger Gleichung Ti die Sample-Size der i-ten beobachteten Zeitreihe (zt,i)t∈Ti sei (alle be-
ginnend mit t = 1), so können wir die einzelnen Zeitindexmengen durch Ti := {1, . . . , Ti}
voneinander unterscheiden. Mit T := min{Ti : i ∈ I} bezeichnen wir dann nur noch die
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Länge des sich überlappenden Beobachtungszeitraums, ohne Einschränkung also T :=

{1, . . . , T}. Da die Optimierung im ersten Schritt komponentenweise für jedes i ∈ I oh-
nehin unabhängig und nacheinander geschieht, ist diese Berücksichtigung verschiedener
Sample-Sizes sehr einfach zu implementieren.

Aufgrund jener Konstellation und der damit ermöglichten �Nacheinander-Optimierung�
in den beiden Hauptschritten ist diese Vorgehensweise insgesamt um einiges weniger re-
chenintensiv als die simultane Einschritt-Schätzung. Auÿerdem ist durch die Möglichkeit
der Flexibilisierung der Sample-Size für jede Komponentenzeitreihe ein sehr realistischer
Aspekt integrierbar, der unter anderen Umständen nicht berücksichtigt werden kann.

Doch wie e�zient ist dieser Mehrschritt-Schätzer im Vergleich zum Einschritt-MLS θ̂θθ aus
Gleichung (2.16)? Wir wollen dieser Frage nun nachgehen und die Asymptotik der beiden
Schätzer θ̂θθ und θ̃θθ gegenüberstellen und besonders unter dem Gesichtspunkt der asympto-
tischen E�zienz miteinander vergleichen. Uns interessiert also vor allem das Verhalten
des Mehrschritt-Schätzers, wenn der Stichprobenumfang T beliebig groÿ wird (T →∞).

Einschritt- versus Mehrschritt-Schätzung

In den folgenden Darstellungen werden wir uns der Einfachheit halber wieder auf die
Dimension n = 2 beschränken, da die Allgemeinheit der Formeln sonst auf Kosten der
Übersicht geht. Sei dafür zunächst Ti := {1, . . . , Ti}, i ∈ I := {1, 2}. Ohne Einschränkung
sollen also alle Zeitreihen mit t = 1 beginnen. Wir bezeichnen auÿerdem durch T :=

T1 ∧ T2 die Länge des Zeitraums, in dem beide Zeitreihen gleichzeitig beobachtet werden
können. Die Log-Likelihood-Funktion wird in diesem Fall folglich zerlegt in die Summe
L1(θθθ1) + L2(θθθ2) + Lc(θθθ1, θθθ2, θθθc), wobei wir hier mit

(1.) θ̃θθ1 := argmaxθθθ1 L1(θθθ1) := argmaxθθθ1
1

T1

T1∑
t=1

`t,1(θθθ1),

θ̃θθ2 := argmaxθθθ2 L2(θθθ2) := argmaxθθθ2
1

T2

T2∑
t=1

`t,2(θθθ2),

(2.) θ̃θθC := argmaxθθθc Lc
(
θ̃θθ1, θ̃θθ2, θθθc

)
:= argmaxθθθc

1

T

T∑
t=1

`t,c(θ̃θθ1, θ̃θθ2, θθθc)

die entsprechenden Schätzer als maximierende Argumente der (zusätzlich noch �stan-
dardisierten�) Log-Likelihood-Summanden de�nieren wollen. Die Parameterdimensionen
bezeichnen wir mit p, q und r, so dass θθθ1 ∈ Rp, θθθ2 ∈ Rq, θθθc ∈ Rr und damit θθθ =

(θθθ>1 , θθθ
>
2 , θθθ

>
c )> ∈ Rs mit s := p+ q + r.

In [30] werden nun Regularitätsbedingungen an die Funktionen L1, L2 und Lc gegeben,
unter denen der Mehrschritt-Schätzer θ̃θθ (sogar unter Annahmen unterschiedlicher Start-
zeitpunkte) asymptotisch normalverteilt ist. In folgendem Satz halten wir dessen Resultat
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fest, angepasst an einen gemeinsamen Startzeitpunkt t = 1 bei unterschiedlichen Sample-
Sizes T1 und T2:

Satz 2.21 (Asymptotik des Mehrschritt-Schätzers):
Sei θθθ0 der wahre Parametervektor. Seien T1 ≥ T2 ≥ T derart, dass für T1 → ∞ die
Grenzwertbetrachtungen

T2

T1

→ λ2,1 ∈ (0, 1] beziehungsweise
T

T1

→ λc,1 ∈ (0, 1]

existieren. Unter gewissen Regularitätsbedingungen9 an die Erwartungswert-Matrizen
A := E[H(θ̃θθ)] und B := E[P (θ̃θθ)] ist der Mehrschritt-Schätzer

1. konsistent und

2. gemäÿ folgender schwacher Konvergenz

B−1/2 · T 1/2 · A ·
(
θ̃θθ − θθθ0

)
D−→ N (0, Is), T1 →∞,

asymptotisch normalverteilt.

3. Des Weiteren ist der Schätzer nicht asymptotisch e�zient:

Normieren wir T zur Matrix T ∗ := 1
T
T , so erhalten wir mit dem Grenzwert

T ∗∞ := lim
T1→∞

T ∗

und dem Matrixprodukt

V (θ̃θθ) = A−1 · (T ∗∞)−1/2 ·B · (T ∗∞)−1/2 · (A−1)> (2.20)

die asymptotische Kovarianzmatrix des Mehrschritt-Schätzers, welche die untere
Schranke der Cramér-Rao-Ungleichung niemals erreicht.10

Dabei seien Ik die k × k-Einheitsmatrix und

T :=

 T1 · Ip 0 0

0 T2 · Iq 0

0 0 T · Ir

 , (2.21)

9Vgl. [30], S. 152f.
10Dies ist eine hinreichende Bedingung an die asymptotische Kovarianzmatrix für asymptotische E�zienz

des entsprechenden Schätzers.
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H(θ̃θθ) :=



1
T1

∑T1
t=1

∂2

∂θθθ21
`t,1(θ̃θθ1) 0 0

0 1
T2

∑T2
t=1

∂2

∂θθθ22
`t,2(θ̃θθ2) 0

1
T

∑T
t=1

∂2

∂θθθ1∂θθθc
`t,c(θ̃θθ)

1
T

∑T
t=1

∂2

∂θθθ2∂θθθc
`t,c(θ̃θθ)

1
T

∑T
t=1

∂2

∂θθθ2c
`t,c(θ̃θθ)

 , (2.22)

P (θ̃θθ) :=



1
T1

∑T1
t=1 st,1s

>
t,1

1√
T1T2

∑T2
t=1 st,1s

>
t,2

1√
T1T

∑T
t=1 st,1s

>
t,c

1√
T2T1

∑T2
t=1 st,2s

>
t,1

1
T2

∑T2
t=1 st,2s

>
t,2

1√
T2T

∑T
t=1 st,2s

>
t,c

1√
TT1

∑T
t=1 st,cs

>
t,1

1√
TT2

∑T
t=1 st,cs

>
t,2

1
T

∑T
t=1 st,cs

>
t,c

 (2.23)

weitere Matrizen mit den Gradienten st,i := ∂
∂θθθi
`t,i(θ̃θθi), i ∈ I, beziehungsweise st,c :=

∂
∂θθθc
`t,c(θ̃θθ), t ∈ T.

Da eine asymptotische E�zienz also nicht erreicht wird, schwächen wir hier unsere Ambi-
tionen etwas ab und vergleichen nur den Grad der E�zienz zwischen dem Einschritt- und
dem Mehrschritt-Schätzer (oder die relative E�zienz, gemessen am Einschritt-MLS). Die-
ser Vergleich wird durch die �Di�erenz der Abstände� zur unteren Schranke der Cramér-
Rao-Ungleichung und somit durch die Di�erenz der asymptotischen Kovarianzmatrizen
unserer Schätzer quanti�ziert: Ist die Di�erenzmatrix positiv semi-de�nit, so ist der zwei-
te Parameter asymptotisch e�zienter als der erste; im negativ semi-de�niten Fall ist es
entsprechend umgekehrt.

In der Situation T = T1 = T2 ist der Einschritt-Schätzer θ̂θθ stets der e�zienteste Schätzer,
da mit diesem exakt die Identität in der Cramér-Rao-Ungleichung erreicht wird (Satz
2.20), wohingegen die Kovarianzmatrix des Mehrschritt-Schätzers θ̃θθ immer über der unte-
ren Schranke liegt (Satz 2.21). Im leicht abweichenden Falle von zumindest asymptotisch
vernachlässigbaren Unterschieden zwischen den einzelnen Sample-Sizes gilt ähnlich: θ̂θθ ist
e�zienter als θ̃θθ. Bei nicht vernachlässigbaren Unterschieden zwischen T , T1 und T2 kann
man dagegen hinreichende Bedingungen dafür konstruieren, dass der Mehrschritt-Schätzer
zumindest nicht weniger e�zient ist als der Einschritt-Schätzer.
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Satz 2.22 (Bedingungen für vergleichbaren E�zienzgrad des Mehrschritt-Schätzers):
Gilt für die Grenzwerte

T

T1

→ λc,1 <
V̂jj
Mjj

< 1, j ∈ {1, . . . , p} oder

T

T2

→ λc,2 <
V̂kk
Mkk

< 1, k ∈ {p+ 1, . . . , q}

mit asymptotischer Kovarianzmatrix V̂ von θ̂θθ und M = A−1 · B · (A−1)>, dann ist der
Mehrschritt-Schätzer θ̃θθ nicht weniger asymptotisch e�zient als der Einschritt-Schätzer
θ̂θθ.11

Es gibt sogar spezielle Situationen, in denen keiner der Schätzer e�zienter ist als der
andere. Dann vergleicht man den E�zienzgrad für die Marginal- und für die Copulapa-
rameter separat. Nehmen wir zum Beispiel den Fall, dass Phasen des Nicht-Überlappens
der beobachteten Daten deutlich länger sind als Zeiträume mit Überschneidungen. Dann
ist der Mehrschritt-MLS für die Marginalparameter e�zienter, für die Copula-Parameter
ist dagegen der Einschritt-MLS der e�zientere Schätzer.

2.4. Ausblick

Dieses Kapitel diente vorwiegend einem knappen Einblick in die Theorie der Copulas und
die vielen Facetten der Parameterschätzung, welche sehr ausführlich beschrieben wur-
de. Wir haben zunächst zentrale Aussagen über Copula-Funktionen knapp festgehalten,
auf denen die praktischen Anwendungsmöglichkeiten in der Statistik beruhen. So wur-
den unter anderem Verfahren zur Simulation von abhängigen Zufallspaaren mit Hilfe von
Copula-Funktionen veranschaulicht sowie nützliche Klassen von Copula-Funktionen je-
weils mit ihren Vorzügen und Nachteilen vorgestellt. Schlieÿlich haben wir (mit Blick
auf die inhaltliche Verbindung zu Kapitel 1 im nachfolgenden Kapitel) einige detaillierte
Vorbereitungen auf die parametrische Schätzung von copula-basierten Zeitreihenmodellen
geboten.

Einige weitere Anwendungsgebiete von Copulas wie die copula-basierte Analyse von Ab-
hängigkeitsstrukturen beispielsweise für die Typen monotone Abhängigkeit oder Abhän-
gigkeit in den Flanken (englisch tail dependence) werden in eingangs erwähnten Einstiegs-
werken vorgestellt. Das Ziel dieser Arbeit stets im Hinterkopf, haben wir bewusst auf
Illustrationen dieser Konzepte verzichtet. Daher schlieÿen wir dieses Kapitel mit einem
nur sehr kleinen Ausblick über Aktuelles aus dem Themengebiet der Copula-Funktionen.

11Vgl. [30], S. 153.
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Viele �nanzwissenschaftliche Zweige der Mathematik wie das Risikomanagement, zum
Beispiel in der Kreditrisikoanalyse, haben die Theorie und Anwendung von Copulas in-
zwischen vollständig verinnerlicht und deren Nützlichkeit ist mittlerweile allgemein aner-
kannt. Doch trotz der Vielzahl umfassender Entwicklungen gibt es meist keine allgemeine
Erweiterung von bivariaten Modellen auf höhere Dimensionen. Erschwerend kommt hinzu,
dass man die Stetigkeit der eindimensionalen Verteilungen benötigt, um aus diesen eine
eindeutige multivariate Verteilungsfunktion zu konstruieren. So gibt es etwa noch wenig
Fortschritt hinsichtlich der Analyse der Abhängigkeitsstruktur für nicht-stetige Vertei-
lungsfunktionen. Da die Idee hinter den Copula-Funktionen ein noch relativ neues Kon-
zept ist und die Kluft zwischen Theorie und Praxis vor allem in der Ökonometrie für viele
nicht schmal genug sein kann, tri�t sie nicht überall auf volle Zustimmung. Heftige Kritik
am �Hype� um dieses Thema übt etwa beispielsweise [24], welchen wir mit folgendem Satz
zitieren wollen:

It is contradictory that in risk management, where one observes a lot of
dependence through time, copulas are applied most frequently.

Dass man an diesem Schwachpunkt jedoch mehrfach anzusetzen versucht hat, zeigen wir
nun im nächsten Kapitel dieser Arbeit, in dem wir bei unserer Modellierung einen zeit-
variierenden Abhängigkeitsparameter für eine Copula zugrundelegen werden. Dort wird
ein copula-basiertes Zeitreihenmodell vorgestellt, entwickelt auf dem Grundgedanken der
Copula-Theorie, univariate Modelle (nämlich die Marginalmodelle) mit einer Copula-
Funktion zu einem multivariaten Modell zu verknüpfen.



Kapitel 3

Copula-GARCH-Modelle

Stellen wir uns als motivierendes Beispiel zwei verschiedene Währungskurse vor. Gehen
wir davon aus, dass jeweils eine Student-t-Verteilung die bedingten univariaten Vertei-
lungsfunktionen der Devisen am adäquatesten beschreibt. Will man nun die gemeinsame
Verteilung modellieren, hat man nur die bivariate t-Verteilung als passende Erweiterung
zur Verfügung. Allerdings haben wir auch schon Kapitel in 2 (Abschnitt 2.3) erfahren, dass
die Randverteilungen einer multivariaten elliptischen Verteilung, zu denen die t-Verteilung
bekanntlich gehört, exakt vom gleichen Typ sein müssen. Doch wäre dies ziemlich restrik-
tiv, wenn zwei ungleiche t-verteilte Devisenkurse stets identische Freiheitsgrad-Parameter
hätten.

Die Schwierigkeit in dieser Situation wäre bei vernachlässigbar kleinen Unterschieden zwi-
schen den Randverteilungen noch einigermaÿen zu ignorieren. Wir möchten aber auch in
der Lage sein, zwei völlig voneinander verschiedene Zeitreihen gemeinsam zu modellieren,
beispielsweise einen Währungskurs und den Kurs einer Aktienrendite, so dass die Rand-
verteilungen überhaupt nicht mehr vergleichbaren Typs sein müssen und wir somit nicht
ohne Weiteres auf eine gegebene bivariate Verteilung zurückgreifen können.

In diesem Kapitel machen wir uns deswegen die Aussagen und Folgerungen aus Sklars
Theorem (Satz 2.5) aus Kapitel 2 zunutze, die uns erlauben, die n-dimensionale gemein-
same Verteilungsfunktion in ihre Randverteilungen und in eine Copula zu zerlegen, mit
der man vollständige Informationen über die Abhängigkeitsstruktur zur Verfügung hat.

Eine der Implikationen gab uns Folgerung 2.6: Nun können wir nach den in Kapitel 1
kennengelernten Regeln die univariaten Finanzzeitreihen separat modellieren � zu völ-
lig inhomogenen Modellannahmen (wie etwa an die Verteilungsparameter oder gar die
Verteilungsklasse, an die Sample-Size und sogar an das univariate Modell selbst) � und
schlieÿlich deren univariate Verteilungen als Randverteilungen eines höherdimensionalen
Modells au�assen, das es in einem zweiten Schritt mit Hilfe einer Copula-Funktion anzu-
passen gilt.

Der Nutzen dieser Vorgehensweise ist enorm, gerade da die vorhandene Literatur zur uni-
variaten Modellierung eine wesentlich höhere Auswahl an �exiblen parametrischen Vertei-
lungsfamilien als zu multivariaten Verteilungen zu bieten hat. Auÿerdem sind meist auch
multivariate GARCH-Erweiterungen aufgrund der komplexen Kovolatilitätsgleichungen
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nur sehr mühsam und umständlich zu implementieren sowie wegen des erhöhten Grad-
bedarfs mit zu hohem Rechenaufwand verbunden, da die Dimension der zu schätzenden
Parameter mit wachsender Beobachtungsdimension n rapide ansteigen kann (vergleiche
etwa Kapitel 1, Abschnitt 1.3).

Auch haben wir in Kapitel 2 erkannt, dass man die Theorie der (unbedingten) Copula-
Funktionen in die Sprache der bedingten Copulas übersetzen kann. Daraus folgt für uns,
dass wir (bedingte) Copulas in jedem Fall in den �nanzökonometrischen Kontext der
Volatilitätsmodellierung einbauen können.

Dieses Kapitel stellt die inhaltlichen Entwicklungen der ersten beiden Kapitel in einen
sinnvollen Zusammenhang. Zuerst werden wir in Abschnitt 3.1 copula-basierte Volatili-
tätsmodelle als eine eigene multivariate Modellkategorie klassi�zieren und von anderen
Modellklassen abgrenzen. In Abschnitt 3.2 wird ein solches copula-basiertes multivariates
GARCH-Modell dann beispielhaft präsentiert und in einer Simulationsstudie auf deren
Tauglichkeit hin geprüft. Hier werden wir den grundlegenden Modellaufbau sowie die
Simulation und Schätzung im Einzelnen näher betrachten, wobei wir auf die in den Kapi-
teln 1 (Abschnitt 1.2.2) und 2 (Abschnitt 2.3.2) behandelte Schätztheorie (für GARCH-
Modelle beziehungsweise copula-basierte Modelle) zurückgreifen werden.

3.1. Copula-basierte Volatilitätsmodelle

Sei für diesen Abschnitt zunächst die diskrete Zeitindexmenge T nicht näher spezi�ert.
Die Komponentenindexmenge I sei de�niert durch I := {1, . . . , n} für eine beliebige, feste
Dimension n ≥ 2.

Copula-basierte Volatilitätsmodelle �nden sich in der aktuellen Forschung seit wenigen
Jahren vergleichsweise häu�g, doch versucht meist jeder Autor auf seine eigene Weise eine
formale Eingrenzung der Modellklasse. Aufgrund des vielfachen praktischen Erfolgs der
GARCH-Modelle für grundlegende univariate Volatilitätsuntersuchungen ist bei diesen
dann fast immer von Copula-GARCH-Modellen die Rede.

Zwar läuft dieses Kapitel ebenso darauf hinaus, ein solches sehr vereinfachtes Modell zu
präsentieren, hauptsächlich jedoch zu dem Zweck die Einfachheit der Implementierung zu
veranschaulichen. Wir versuchen hier in der Tat eine konventionelle De�nition der Mo-
dellklasse zu liefern � auch unter probabilistischen Aspekten hinsichtlich der zugrunde-
liegenden stochastischen Prozesse. Letztere Intention bedient sich vorwiegend der in den
Kapiteln 1 und 2 bereits in Grundzügen gescha�enen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Grundlagen.
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In [20] werden nachfolgend de�nierte copula-basierte Volatilitätsmodelle als sogenannte
CMD-Modelle beschrieben (aus dem Englischen copula based multivariate dynamic). Wir
werden dieses praktische Kürzel aus Gründen der Einfachheit adaptieren.

3.1.1. Probabilistische De�nition

Gehen wir ab jetzt nur noch von stetigen Verteilungsfunktionen für alle nachfolgend be-
handelten Zufallsvariablen aus, so lässt sich eine erste De�nition von CMD-Modellen
formulieren:

De�nition 3.1 (Copula-basiertes Volatilitätsmodell, CMD-Prozess):
Sei (rt)t∈T mit rt = (rt,1, . . . , rt,n)> eine Renditezeitreihe, die in nicht näher de�nierter,
deterministischer Weise vom Zufallsshock (zt)t∈T mit zt = (zt,1, . . . , zt,n)> abhänge. Mit
Ft−1 := σ(rs : s ≤ t − 1) sei die Informationsgesamtheit aller bereits vergangener Kurs-
verläufe symbolisiert. Wir tre�en weiterhin folgende Annahmen:

(a) Der Zufallsshock zt habe zu jedem Zeitpunkt t ∈ T die univariaten Randverteilungs-
funktionen F1, . . . , Fn.

(b) Der Vektor ut = (ut,1, . . . , ut,n)> habe zum jeweiligen Zeitpunkt t ∈ T die beding-
te n-Copula Ct(ut | Ft−1) als (im Allgemeinen zeitabhängige) multivariate bedingte
Verteilungsfunktion.

(c) Für den Zusammenhang zwischen zt und ut gelte schlieÿlich ut,i = Fi(zt,i | Ft−1), für
alle t ∈ T und i ∈ I.

Sind diese Bedingungen für die Abhängigkeit der Zufallsshock-Komponente erfüllt, ausge-
drückt mit Hilfe der bedingten Copula Ct, dann nennen wir das n-variate Volatilitätsmo-
dell für (rt)t∈T copula-basiert oder ein CMD-Modell. Den n-dimensionalen Renditeprozess
(rt)t∈T wollen wir in diesem Kontext mit CMD-Prozess bezeichnen.

Bemerkungen:

• In dieser De�nition können wir nun mit

Ht(zt | Ft−1) := Ct(F1(zt,1 | Ft−1), . . . , Fn(zt,n | Ft−1) | Ft−1) = Ct(ut,1, . . . , ut,n | Ft−1)

eine eindeutige multivariate (gegebenenfalls zeitlich variierende) bedingte Verteilung
für das CMD-Modell festlegen.

• Im allgemeinen Fall haben wir bewusst die Copula Ct als zeitabhängig eingeführt.
Dies bedeutet einfach, dass der zeitabhängige Vektor ut nicht für alle Zeiten t ∈
T die gleiche Copula-Funktion als multivariate Verteilungsfunktion besitzen muss.
Insbesondere handelt es sich aber bei den Komponenten von ut stets um uniform
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verteilte Zufallsvariablen, wie auch der Zusammenhang aus Punkt (c) verdeutlicht
(vergleiche auch Satz 2.2). Für weiterführende Ansätze zu zeitabhängigen Copulas
siehe [10].

• Die Zeitabhängigkeit einer Copula wird im parametrischen Fall, von dem wir in
der gesamten Arbeit ausgehen, durch zeitlich veränderliche Parameter ausgedrückt.
Das heiÿt auÿerdem, dass wir innerhalb des Zeitverlaufs in unserem Modellkontext
nicht zwischen Copula-Familien wechseln, sondern uns nur innerhalb einer vorher
festgelegten Familie bewegen werden und lediglich den Parameter variieren lassen.
In Unterabschnitt 3.2.1 werden wir solche Spezi�kationen der Copula-Parameter
vornehmen und näher beschreiben.

Für alle nachfolgenden Betrachtungen werden wir eine bestimmte CMD-Unterklasse näher
betrachten, nämlich die Copula-GARCH-Klasse.

De�nition 3.2 (Copula-GARCH-Modell, Copula-GARCH-Prozess):
Sei p = (p1, . . . , pn)> beziehungsweise q = (q1, . . . , qn)>. Ein CMD-Modell heiÿt
Copula-GARCH(p,q)-Modell, wenn es sich bei allen univariaten Marginalmodellen um
GARCH(pi,qi)-Modelle, i ∈ I, handelt. Das heiÿt für die Renditezeitreihe (rt)t∈T mit
Volatilität (σ2

t )t∈T gilt der Zusammenhang

rt,i = σt,i · zt,i (3.1)

σ2
t,i = ω(i) +

pi∑
k=1

α
(i)
k · r

2
t−k,i +

qi∑
j=1

β
(i)
j · σ2

t−j,i (3.2)

für t ∈ T und i ∈ I. Die (multivariate) Zeitreihe (rt)t∈T wird dann Copula-GARCH-
Prozess genannt, wobei α(i)

pi 6= 0 6= β
(i)
qi für alle i ∈ I zur Eindeutigkeit der Grade p und q

gesetzt wird.

Copula-GARCH-Modelle sind also CMD-Modelle, bei denen der deterministische Zu-
sammenhang zwischen Rendite und Zufallskomponente Rand für Rand durch univariate
GARCH-Modelle konkretisiert sind.

Bemerkungen:

• Es sei angemerkt, dass als Lockerung der global homogenen Zeitindexmenge T in
dieser Modellkonstellation für jedes Randmodell auch wieder unterschiedliche Be-
obachtungsumfänge und eine Schätzung in mehreren Stufen möglich sind, denn die
Parameter des einen Marginalmodells hängen nicht von den Parametern der übrigen
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Komponenten ab (für die schätztheoretische Beschreibung siehe auch Unterabschnitt
2.3.2).

• Man macht sich leicht klar, dass bestimmte in Kapitel 1, Unterabschnitt 1.3.2, vor-
gestellte multivariate GARCH-Modelle zu der Copula-GARCH-Klasse gehören, an-
dere wiederum nicht: Mit standardnormalverteilten GARCH-Residuen (zt)t∈T ist
beispielsweise das CCC-Modell äquivalent zu einem Copula-GARCH-Modell mit
entsprechenden univariaten GARCH(p,q)-Marginalprozessen (p und q unabhängig
von i ∈ I) und einer sie verbindenden Gauÿ-Copula. Dagegen zählen alle allgemeinen
Typen der VEC-GARCH-Modelle (auch BEKK) nicht dazu.

Bevor wir uns über die praktischen Konsequenzen der gerade behandelten Modellklasse
Gedanken machen, ist es sinnvoll und auch nötig zu klären, ob ein (streng) stationärer
Copula-GARCH-Prozess überhaupt existiert. Bei einem Copula-GARCH-Modell mit ei-
ner zeitkonstanten Copula C genügt es zu verlangen, dass für jede Komponentenzeitreihe
(rt,i)t∈T, i ∈ I, eines Copula-GARCH-Prozesses die entsprechenden Kriterien für Statio-
narität an die GARCH-Parameter gleichzeitig gelten müssen. Da wir dann mittels Sklars
Theorem (Satz 2.5) eine eindeutige zeitkonstante multivariate (bedingte) Verteilung für
die GARCH-Residuen (zt)t∈T, und damit für (rt)t∈T, festlegen können, bestimmen alle
Stationaritätskriterien für jeden Randprozess gemeinsam die Stationarität des gesamten
Vektorprozesses (rt)t∈T. Bei einer zeitvariierenden Copula allerdings, so [29], gibt es ak-
tuell keine mit den univariaten Stationaritätskriterien vergleichbaren Ergebnisse in der
Literatur. Geeignete Restriktionen für jede univariate Randzeitreihe sowie die Copula
(beispielsweise an den zeitvariierenden Copula-Parameter für eine feste Copula-Familie)
könnten im Zweifelsfall nicht ausreichen die gewünschte Stationarität zu garantieren, son-
dern es müssten gegebenenfalls komplexe komponentenübergreifende Bedingungen gestellt
werden. Wir setzen daher der Einfachheit halber die Stationarität als Eigenschaft einer
CMD-Zeitreihe a priori voraus.

Folgerung 3.3:

Die Konstellation für einen Copula-GARCH(p,q)-Prozess (rt)t∈T aus De�nition 3.2 er-
laubt im Falle einer parametrischen Spezi�kation eine Schätzung der Parameter gemäÿ
der mehrstu�gen Maximum-Likelihood-Schätzung aus Kapitel 2 (Unterabschnitt 2.3.2).
Bezeichnen wir mit θθθi = (ω(i), α

(i)
1 , . . . , α

(i)
pi , β

(i)
1 , . . . , β

(i)
qi )>, i ∈ I, den Vektor der GARCH-

Parameter für jedes individuelle Marginalmodell, und mit θθθc den Copula-Parametervektor,
so können wir nun durch

(1.) θ̃θθi := argmaxθθθi Li(θθθi), i ∈ I, und

(2.) θ̃θθc := argmaxθθθc Lc(θ̃θθ1, . . . , θ̃θθn, θθθi),
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formal also durch die separate Maximierung der Funktionen L1, . . . ,Ln und Lc, den
Mehrschritt-Schätzer θ̃θθ := (θ̃θθ

>
1 , . . . , θ̃θθ

>
n , θ̃θθ

>
c )> für den Gesamt-Paramtervektor ermitteln.

Dabei hat die Log-Likelihood-Funktion die Gestalt

L(θθθ) :=
n∑
i=1

Li(θθθi) + Lc(θθθ)

:=
n∑
i=1

T∑
t=1

`t,i(θθθi) +
T∑
t=1

`t,c(θθθ)

:=
n∑
i=1

T∑
t=1

ln
(
fi|t−1(zt,i;θθθi)

)
+

+
T∑
t=1

ln
(
c|t−1

(
F1|t−1(zt,1;θθθ), . . . , Fn|t−1(zt,n;θθθ);θθθ

))
,

(3.3)

die wir bereits aus Kapitel 2 (Unterabschnitt 2.3.2) kennen. Im kommenden Unter-
abschnitt, der Simulationsstudie, werden wir nun die Dimension, die Sample-Size, die
Copula-Familien und schlieÿlich auch die Log-Likelihood-Funktionen konkreter angeben.

3.2. Simulationsstudie

Nun möchten wir im Rahmen einer Simulationsstudie heraus�nden, ob die eben angedeu-
tete Parameterschätzung in mehreren Schritten tatsächlich bei mehrfacher Durchführung
des gleichen Simulationsexperiments die beschriebene Theorie über die Asymptotik des
Mehrschritt-Schätzers θ̃θθ (vergleiche Kapitel 2, Unterabschnitt 2.3.2) bestätigt.

In der Simulationsstudie haben wir uns für eine einheitliche Sample-Size von T := 2500

entschieden, so dass T := {1, . . . , 2500} für jede der insgesamt n = 2 Zeitreihen (rt,1)t∈T
und (rt,2)t∈T gelte. Die Simulationsstudie wurde insgesamt N = 1000 Mal durchgeführt.

Im nachfolgenden Abschnitt stellen wir zunächst den verwendeten Modellaufbau für die
Renditezeitreihe (rt)t∈T mit rt = (rt,1, rt,2)> inklusive der getro�enen Verteilungsannah-
men für die GARCH-Residuen zt = (zt,1, zt,2)> vor. Dies umfasst zwei GARCH(1,1)-
Prozesse mit leicht unterschiedlichen Parametern für die Simulation. Anschlieÿend be-
handeln wir insgesamt vier Kombinationen von verwendeten Copula-Spezi�kationen (zwei
zeitkonstante, zwei zeitvariierende). Die letzten beiden Abschnitte befassen sich dann
mit einer groben Formulierung der verwendeten Algorithmen sowie der Präsentation der
Schätzergebnisse im Rahmen der Simulationsstudie.
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3.2.1. Modellaufbau

Marginalmodelle

Wie erwähnt, handelt es sich bei den Randmodellen unserer Simulationsstudie um zwei
univariate Copula-GARCH((1, 1)>,(1, 1)>)-Modelle mit je standardnormalverteilten Re-
siduen, das heiÿt

rt,1 = σt,1 · zt,1 (3.4)

σ2
t,1 = ω(1) + α

(1)
1 · r2

t−1,1 + β
(1)
1 · σ2

t−1,1 (3.5)

zt,1 ∼ N (0, 1) =: Φ, ut,1 := Φ(zt,1 | Ft−1) (3.6)

sowie

rt,2 = σt,2 · zt,2 (3.7)

σ2
t,2 = ω(2) + α

(2)
1 · r2

t−1,2 + β
(2)
1 · σ2

t−1,2 (3.8)

zt,2 ∼ N (0, 1) =: Φ, ut,2 := Φ(zt,2 | Ft−1). (3.9)

Als Parameter für die Simulation haben wir in unserer Studie

(ω(1), ω(2))> = (1,00 · 10−6, 1,00 · 10−6)>,

(α
(1)
1 , α

(2)
1 )> = (0,19, 0,15)>,

(β
(1)
1 , β

(2)
1 )> = (0,80, 0,83)>

gewählt (siehe auch Anhang A).

Dabei wird die gegenseitige Abhängigkeit durch die bedingte 2-Copula

Ct(ut | Ft−1) = Ct(Φ(zt,1 | Ft−1),Φ(zt,2 | Ft−1) | Ft−1)

als bedingte Verteilung des Zufallsvektors ut := (ut,1, ut,2)> bestimmt. Diese spezi�zieren
wir als Nächstes.

Copula-Spezi�kation

Wir möchten nun einige mögliche Spezi�zierungen der verwendeten Copula-Funktionen
angeben: je zwei Vertreter der elliptischen Copula-Klasse mit jeweils zeitkonstantem und
zeitvariierendem Korrelationsparameter.
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(i) Zeitkonstante Copula

Zur Wahl stehen die beiden elliptischen Copulas, die bivariate Gauÿ-Copula Cρ und die
bivariate t-Copula Cρ,ν . Diese haben jeweils die Copula-Dichten

(a) Gauÿ-Copula:

c(ut,1, ut,2; ρ) =
1

2π
√

1− ρ2
· exp

(
−x

2 − 2ρxy + y2

2(1− ρ2)

)
, (3.10)

(b) t-Copula:

c(ut,1, ut2 ; ρ, ν) =
1

2π
√

1− ρ2
·
(

1 +
x2 − 2ρxy + y2

ν(1− ρ2)

)− ν+2
2

, (3.11)

unabhängig für alle t ∈ T, siehe auch Gleichungen (2.11) beziehungsweise (2.12) in Kapitel
2 (aus dem Beispiel auf Seite 39), wobei ρ der lineare Korrelationskoe�zient und ν der
Freiheitsgrad-Parameter für die t-Copula sei. Obige Copulas (beziehungsweise Copula-
Dichten) sind als zeitkonstant angegeben. Hier sind konkret die gewählten Parameter
θθθ = ρ = 0,7 beziehungsweise θθθ = (ρ, ν)> = (0,7; 6)> zu schätzen gewesen.

(ii) Zeitabhängige Copula: Time Varying Correlation (TVC)

Einer Spezi�kation von [37] vergleichbar, de�nieren wir den zeitvariierenden Korrelati-
onsparameter ρt der Copula-Dichten (3.10) respektive (3.11) mittels einer Gleichung der
allgemeinen Gestalt

ρt = (1− a− b)ρTVC + aξt−1 + bρt−1, (3.12)

wobei die Ein�ussvariable

ξt :=

∑m−1
k=0 zt−k,1 · zt−k,2√(∑m−1

k=0 z
2
t−k,1

)
·
(∑m−1

k=0 z
2
t−k,2

) , m ≥ n,

die (empirische) Korrelation zwischen den Residuen der vergangenen m − 1 Perioden
darstelle. Mit dem zeitvariierenden Copula-Parameter ρt erhalten wir nun für die obigen
Copula-Dichten die zeitabhängigen Versionen:

(c) Gauÿ-Copula:

c(ut,1, ut,2; ρTVC, a, b) =
1

2π
√

1− ρ2
t

· exp

(
−x

2 − 2ρtxy + y2

2(1− ρ2
t )

)
, t ∈ T, (3.13)

(d) t-Copula:

c(ut,1, ut2 ; ρTVC, a, b, ν) =
1

2π
√

1− ρ2
t

·
(

1 +
x2 − 2ρtxy + y2

ν(1− ρ2
t )

)− ν+2
2

, t ∈ T. (3.14)
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Als später zu schätzende Parameter haben wir ρTVC = 0,7, a = 0,2 und b = 0,5 gewählt,
für die gesamte Simulationsstudie setzten wir m = 5 als festen und nicht zu schätzenden
Parameter.

Der Freiheitsgrad-Parameter ν der t-Copula aus Gleichung (3.14) wurde der Einfachheit
halber in jedem Fall als zeitkonstant angenommen, als Wert in der Simulationsstudie
wurde ν = 6 gewählt.

Bleiben wir weiterhin bei der Bezeichnung θθθc für den Parametervektor der gewählten Co-
pula, so erhalten wir jetzt insgesamt folgende vier Kombinationen für die Spezi�kationen:

(a) Gauÿ-Copula ohne TVC: θθθc = ρ (3.15)

(b) t-Copula ohne TVC: θθθc = (ρ, ν)> (3.16)

(c) Gauÿ-Copula mit TVC: θθθc = (ρTVC, a, b)
> (3.17)

(d) t-Copula mit TVC: θθθc = (ρTVC, a, b, ν)> (3.18)

Auf die Buchstaben (a) bis (d) wird im folgenden Kontext weiterhin verwiesen.

3.2.2. Algorithmen zu Simulation und Schätzung

Mittels der Inversionsmethode (Kapitel 2, Algorithmus 2.13) erhalten wir stets zwei Zu-
fallszahlen zu gegebener Copula, die mit oder ohne TVC spezi�ziert werden kann.

Doch wie sieht die Simulation Schritt für Schritt aus? Der Modellaufbau im letzten Ab-
schnitt ist bewusst in der Reihenfolge der mehrstu�gen Schätzung formuliert worden,
die Simulation erfolgt dagegen in umgekehrtem Ablauf. Dabei unterscheiden wir folgende
beiden Algorithmen, je nach Zeitvariation oder Zeitkonstanz der Copula-Parameter.

Algorithmus 3.4 (Simulation mit beliebiger Copula, ohne TVC):

Sei C die zuvor festgelegte Copula (Gauÿ- oder t-Copula).

(1.) Generiere zum festen Parameter ρ (und ν) eine Folge von Realisationen der Zeitreihe
ut = (ut,1, ut,2)> so, dass ut | Ft−1 ∼ C für t = 1, . . . , 2500.

(2.) Mittels zt,i := Φ−1(ut,i), i = 1, 2, transformiere jede der beiden Komponenten für
t = 1, . . . , 2500 (damit erhalten wir alle normalverteilten GARCH-Residuen).

(3.) Entwickle nun die beiden GARCH(1,1)-Prozesse zu gegebenen Parametern: Erzeuge
dazu nacheinander alle Volatilitäten σ2

t,i, i = 1, 2, gemäÿ (3.5) beziehungsweise (3.8)
für t = 1, . . . , 2500 und ermittle anschlieÿend die simulierte Renditezeitreihe durch
(3.4) beziehungsweise (3.7).
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Algorithmus 3.5 (Simulation mit beliebiger Copula, mit TVC):

Sei C die zuvor festgelegte Copula (Gauÿ- oder t-Copula).

(1.) Generiere zum festen Parameter ρTVC (und ν) zuerst m = 5 Initialwerte von Realisa-
tionen der Zeitreihe uStart

t = (uStartt,1 , uStartt,2 )> so, dass uStart
t | Ft−1 ∼ C für t = 1, . . . , 5.

(2.) Mittels zt,i := Φ−1(uStartt,i ), i = 1, 2, transformiere jede der beiden Komponenten für
t = 1, . . . , 5.

(3.) Für jeden übrigen Zeitpunkt t = 6, . . . , 2500 erzeuge dann jeweils abhängig von den
Initialwerten aus Schritt (1.) und den restlichen Parametern a und b abwechselnd

(i) einmal die Korrelation ρt gemäÿ (3.12) sowie

(ii) einmal die restlichen Paare uRest
t = (uRestt,1 , uRestt,2 )> mit uRest

t | Ft−1 ∼ C zum
eben berechneten Copula-Parameter ρt.

Anschlieÿend führe stets auch die Transformation zt,i := Φ−1(ut,i), i = 1, 2 durch
(damit erhalten wir alle normalverteilten GARCH-Residuen).

(4.) Entwickle den GARCH(1,1)-Prozess zu gegebenen Parametern: Erzeuge dazu nach-
einander die Volatilitäten σ2

t,i, i = 1, 2, gemäÿ (3.5) beziehungsweise (3.8) für t =

1, . . . , 2500 und erhalte anschlieÿend die simulierte Renditezeitreihe durch (3.4) be-
ziehungsweise (3.7).

Die parametrische Schätzung wurde bei unserer Simulationsstudie stets mit dem
Mehrschritt-Maximum-Likelihood-Verfahren durchgeführt. Dazu wurden in den vier
Optionen (a) bis (d) die folgenden Log-Likelihood-Funktionen (gemäÿ Gleichung 3.3)
verwendet:

(a) L(θθθ) = L1(θθθ1) + L2(θθθ2) + Lc(θθθ1, θθθ2, ρ)

(b) L(θθθ) = L1(θθθ1) + L2(θθθ2) + Lc(θθθ1, θθθ2, ρ, ν)

(c) L(θθθ) = L1(θθθ1) + L2(θθθ2) + Lc(θθθ1, θθθ2, ρTVC, a, b)

(d) L(θθθ) = L1(θθθ1) + L2(θθθ2) + Lc(θθθ1, θθθ2, ρTVC, a, b, ν)

Dabei verläuft der erste Schritt der mehrstu�gen Schätzung, die Schätzung der GARCH-
Parameter, jeweils identisch, nämlich nach der Maximum-Likelihood-Methode aus Unter-
abschnitt 1.2.2 in Kapitel 1. Der zweite Hauptschritt, die Schätzung der Copula-Parameter
bedingt auf die GARCH-Schätzer aus dem vorigen Schritt, erfolgt dagegen je nach Fall
leicht unterschiedlich: sind bei (a) und (b) (ohne TVC) jeweils nur die zeitkonstanten
Copula-Parameter zu schätzen, so müssen bei (c) und (d) zusätzlich die TVC-Parameter
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geschätzt werden, wobei diese die Spezi�kation der zeitabhängigen Copula-Parameter be-
stimmen.

3.2.3. Ergebnisse der Simulationsstudie

In Anhang A sind die mittleren Schätzwerte und Standardabweichungen sowie die Ergeb-
nisse des Tests auf Normalität aus der Simulationsstudie mit Optionen (a) bis (d), bei
N = 750 Durchläufen zunächst übersichtlich in Tabellenform aufgeführt. Anschlieÿend
sind alle Dichte-Plots für jeden einzelnen Schätzer angefügt. Die Theorie aus Satz 2.21,
Kapitel 2, sagt eine asymptotische Normalität für den Mehrschritt-Schätzer voraus. Um
dies zu testen, haben wir jeweils das Verfahren nach Shapiro verwendet. Im Folgenden
diskutieren wir kurz die Ergebnisse.

Die Optionen (a) und (b), beide ohne die TVC-Spezi�kation, liefern trotz der geringen
Sample-Size von T = 2500 recht genaue Ergebnisse bei der Parameterschätzung, wie man
an den Standardfehlern erkennen kann (siehe Tabelle A.2). Der Normalitätstest deutet
jeweils sehr stark auf eine Normalverteilung hin, mit Ausnahme der sehr kleinen GARCH-
Parameter ω(i), i = 1, 2. Dies kann man auch schon auf den ersten Blick über die Dichte-
Plots bei fast allen Parametern auÿer diesen erkennen. Des Weiteren rufen die TVC-
Parameter a und b recht niedrige p-Werte der entsprechenden Teststatistik hervor, ebenso
wie in den t-Copula-Varianten die Marginalparameter α(2)

1 (Option (b)) beziehungsweise
β

(2)
1 (Option (d)) und jeweils der Freiheitsgrad-Parameter ν.

Bei den TVC-Ansätzen in den Optionen (c) und (d) sind zusätzlich noch je zwei Parameter
a und b zu schätzen gewesen (vergleiche Gleichungen (3.17) und (3.18)). Hier war die
Schätzung im Vergleich zu den zeitkonstanten Copula-Parametern wesentlich ungenauer
(siehe Tabelle A.2). Ebenso dauerte die Simulation der Zeitreihe und Optimierung der
jeweiligen Log-Likelihood-Funktion einiges länger, da für jede Zeit t = 5, . . . , 2500 eine
eigene Copula-Dichte (zum Parameter ρt gemäÿ Gleichung (3.12)) ausgewertet werden
musste.

3.2.4. Anwendung auf reale Daten

In unserer praktischen Anwendung haben wir Zeitreihen von zwei DAX-Unternehmen, der
Commerzbank und der Deutschen Bank, miteinander verglichen. Die Originaldaten lagen
als Preisindizes vor, weshalb beide Zeitreihen zunächst zu Renditezeitreihen transformiert
wurden. Anschlieÿend unterwarfen wir diese Zeitreihen dem gleichen mehrstu�gen Schätz-
verfahren wie zuvor die simulierten Daten in der Studie.

Im Gegensatz zur Simulation wissen wir bei realen Daten nicht, ob wir bei den Optionen
(a) bis (d) jeweils eine richtige Wahl getro�en haben. Eine gängige Art und Weise, die
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Richtigkeit der Spezi�kation zu testen, wäre beispielsweise die jeweiligen Log-Likelihood-
Maxima zu vergleichen. Diese betrugen bei den vier Optionen:

(a) L(θ̃θθ) = 813,94

(b) L(θ̃θθ) = 870,52

(c) L(θ̃θθ) = 845,76

(d) L(θ̃θθ) = 912,42

Insgesamt sind also die t-Copula-Optionen den Gauÿ-Copula-Optionen (Optionen (b) und
(d) gegen (a) beziehungsweise (c)) vorzuziehen. Die Spezi�kation mit der zeitvariierenden
t-Copula (Option (d)) würde vor allen anderen bevorzugt, denn bei dieser wird der höchste
Log-Likelihood-Wert erreicht.

Das gesamte Schätzergebnis ist in Tabelle B.1 in Anhang B aufgeführt, ebenso wie die
Plots der Preis- und Renditezeitreihen sowie des zeitabhängigen Korrelationskoe�zienten
ρt aus den TVC-Spezi�kationen (c) und (d). Bei Betrachtung des Zeitverlaufs stellt man
fest, dass die Korrelation über die Jahre hinweg stets recht hoch war (die Durchschnitte
liegen bei etwa 0,6), allerdings auch eine relativ groÿe Schwankung aufwies (etwa zwischen
0,3 und 0,8, vergleiche auch Abbildung B.2).

Wir wollen nun zum Abschluss die Vor- und Nachteile der neu entwickelten Copula-
GARCH-Klasse auf kritische Weise betrachten und gegenüberstellen.

3.3. Diskussion: Vorzüge und Schwachpunkte

Wir haben in diesem Kapitel eine neue Klasse von multivariaten Volatilitätsmodellen
kennengelernt, bei der die univariaten Randmodelle mit Hilfe des Copula-Konzepts zu ei-
nem Gesamtmodell vereinigt werden. Dabei haben wir uns der Grundlagen und -begri�e
bedient, die zuvor in den ersten beiden Kapiteln eingeführt wurden. Insbesondere galt
dies für die Parameterschätzung, welche in in Kapitel 1 zunächst für GARCH-Modelle im
Univariaten ausführlich behandelt wurde, bevor in Kapitel 2 die entsprechenden Schätz-
verfahren für beliebige copula-basierte Modelle erläutert wurden.

Anschlieÿend haben wir unsere Simulations- und Schätzmethoden in einer Simulations-
studie implementiert und auf ihre Tauglichkeit hin geprüft, die Theorie über das asym-
ptotische Verhalten der einzelnen Schätzer zu belegen. Dies ist tatsächlich zu einem sehr
groÿen Teil gelungen, wie sich herausgestellt hat.

Es stellt sich allerdings die Frage, wie sinnvoll die vereinfachten Modellannahmen im Ver-
gleich zur Realität sind. Mit dieser Problemstellung haben sich bereits mehrere Autoren
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befasst, so ist unter anderem in [16], [31] oder [1] von möglichen erweiterten Modellbe-
dingungen die Rede, die wir kurz auch selbst au�isten wollen:

• Ähnlich wie in Kapitel 1 erwähnt, könnte man, um den Leverage-E�ekt zu be-
rücksichtigen, von einer Aufteilung des Zufallsshocks in unterschiedlich gewichtete
positive und negative Komponenten ausgehen.

• Des Weiteren ist eine alternative Verteilung wie zum Beispiel eine Student-t-
Verteilung oder die sogenannte schiefe t-Verteilung (kurz ST-Verteilung) nach [14]
statt der Normalitätsannahme durchaus vorstellbar und sogar realitätsnäher, wie
wir uns in Kapitel 1 bereits klar gemacht haben.

• Für die verwendeten Copula-Funktionen gilt Vergleichbares: es sind auch Vertre-
ter aus der archimedischen Familie möglich, jedoch beachte man hierbei, dass die
Parameter nicht mehr den Korrelationskoe�zienten entsprechen. Möchte man hier
gleichzeitig die Abhängigkeitsstruktur zeitabhängig modellieren, macht die TVC-
Spezi�kation keinen Sinn mehr. Dagegen kann man auf Rangkorrelationskoe�zien-
ten wie Kendall's Tau oder Spearman's Rho zurückgreifen, für die es reine copula-
basierte Darstellungen gibt (vergleiche zum Beispiel [25] oder [19]), und diese dann
zeitlich variieren lassen.

Wie in Kapitel 2 bereits erwähnt, bleibt auch noch bei der copula-basierten Volatilitäts-
modellierung eines der aktuellen Hauptprobleme erhalten: trotz der Vielzahl umfassender
Entwicklungen gibt es meist keine allgemeine Erweiterung von bivariaten Modellen auf
höhere Dimensionen.

Es sei ferner angemerkt, dass man neben der parametrischen Schätzung auch sehr häu�g
semi- oder nicht-parametrische Schätzverfahren gebraucht, um beispielsweise überhaupt
erst einmal die jeweiligen Verteilungsfamilien der Randmodelle zu spezi�zieren. Zwar geht
dieser Ansatz auf Kosten der Genauigkeit, dafür werden aber Falsch-Spezi�kationen von
Vornherein vermieden. Entscheidet man sich dennoch für die parametrische Schätzung,
so sind weitergehende Tests (allen voran Güte-Tests) von hoher Bedeutung, um gegebe-
nenfalls falschen Spezi�kationen auf die Spur zu kommen.

Wir schlieÿen nun im nachfolgenden Kapitel die Arbeit mit einer Zusammenfassung und
einem Fazit ab.
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Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit wurden zunächst Einblicke in zwei von einander isolierte The-
mengebiete gewährt, um den Leser inhaltlich auf das Hauptthema, die Einführung von
Copula-GARCH-Modellen, vorzubereiten.

Im ersten Kapitel befassten wir uns mit der Thematik der �nanzökonometrischen Mo-
dellierung. Dort wurden zunächst Grundbegri�e eingeführt, allgemeine, empirisch belegte
Sachverhalte rund um Finanzzeitreihen (Stylized Facts) illustriert und daran anknüpfend
die sogenannten bedingt-heteroskedastischen Modelle (oder Volatilitätsmodelle) vorge-
stellt. Unser Hauptaugenmerk lag dabei im Univariaten auf den (G)ARCH-Modellen von
Engle (1982) beziehungsweise Bollerslev (1986), die wir kurz veranschaulicht haben und
bei denen wir ausführlich auf die Parameterschätzung eingegangen sind. Ferner befassten
wir uns mit einem Überblick über die multivariaten Erweiterungen dieser Volatilitäts-
modelle und gaben als Abschluss des Kapitels einen Ausblick auf weitere Erweiterungs-
möglichkeiten, die die realen �nanzwirtschaftlichen Phänomene noch besser nachzubilden
versuchen.

Das anschlieÿende zweite Kapitel behandelte die Einführung in die Welt der Copula-
Funktionen. Viele �nanzwirtschaftliche Zweige der Mathematik haben mittlerweile das
Konzept vollständig verinnerlicht, da es sehr �exible Implikationen für die Praxis liefert.
Grundlegend können wir die Information, die eine multivariate Verteilungsfunktion eines
Zufallsvektors trägt, in zwei Hauptinformationen aufsplitten: Diejenige der univariaten
Randverteilungen und in die bloÿe Abhängigkeitsstruktur. Letztere repräsentieren nun
die Copula-Funktionen: Wählen wir eine willkürliche Copula, können wir entweder zu-
sammen mit beliebigen univariaten Randverteilungen eine neue multivariate Verteilungs-
funktion erscha�en oder zu gegebener multivariater Verteilung und univariaten Rändern
die Copula vollständig extrahieren. Je nach Zweck hat beides seine praktischen Vorzüge.
In der zweiten Hälfte des Kapitels haben wir uns deswegen auf die möglichen Anwen-
dungsgebiete, Simulation von abhängigen Zufallspaaren bei bivariaten Copulas sowie der
parametrischen Schätzung � allgemein für zeitkonstante und für zeitabhängige Zufallsvek-
toren (multivariate Zeitreihen) � aus Schätztheoriesicht konzentriert.

Die Grundlagen, die diese beiden Kapitel für uns gescha�en haben, ermöglichten uns im
abschlieÿenden dritten Kapitel eine neue Sichtweise auf das Konstruieren von multiva-
riaten Volatilitätsmodellen: Mit den nun erlangten Werkzeugen der Copulas können wir
jetzt beliebige (völlig inhomogene) univariate Modelle parallel, aber getrennt, beobach-
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ten und deren Abhängigkeit mittels einer Copula-Funktion modellieren. Dazu bedienten
wir uns der mehrstu�gen Parameterschätzung (Mehrschritt-Schätzung), die wir zuvor
in Kapitel 2 ausführlich beschrieben haben. Nachdem wir zuerst die Modellklasse der
copula-basierten Volatilitätsmodelle vorgestellt hatten, führten wir danach ein eigenes
sogenanntes Copula-GARCH-Modell ein, bei dem alle Marginalmodelle dem GARCH-
Konzept folgten. Als Illustration konstruierten wir anschlieÿend ein eigenes bivariates
Copula-GARCH-Modell, das wir in einer Simulationsstudie umfassend getestet haben.
Die Mehrschritt-Schätzung wurde hierbei per Hand implementiert und auf die vier Op-
tionen (a) zeitkonstante Gauÿ-Copula, (b) zeitkonstante t-Copula sowie (c) zeitabhängige
Gauÿ-Copula und (d) zeitabhängige t-Copula angewandt. Dabei hatten wir als einzigen
zeitvariierenden Copula-Parameter gerade den linearen Korrelationskoe�zienten gewählt,
den wir einer Time-Varying-Correlation-Spezi�kation zuordneten. Alle Schätzungen liefer-
ten zuverlässige und recht genaue Ergebnisse und auch die jeweiligen Mehrschritt-Schätzer
wiesen bereits Andeutungen der Asymptotik auf, die in Kapitel 2 theoretisch vorhergesagt
wurde.

Auf den gleichen Schätzoptionen basierend wurden auch reale Daten verwendet, um die
implementierte Methodik in der Praxis auszuprobieren: Hierbei entschieden wir uns für
Werktageswerte von Renditezeitreihen der beiden DAX-Unternehmen Commerzbank und
Deutsche Bank aus einem Zeitraum von jeweils knapp 15 Jahren. Dabei stellte sich heraus,
dass die Korrelation als Copula-Parameter recht hoch, aber auch sehr schwankend über die
Zeit hinweg war, was auf jeden Fall für eine TVC-Spezi�kation sprach. Auÿerdem schien
die t-Copula die geeignetere und der Gauÿ-Copula vorzuziehende Alternative zu sein. Die
Ergebnisse haben wir zur Ergänzung als Gra�ken und Tabellen im Anhang verfügbar
gemacht.

Aktuelles und Ausblick

Momentan ist A. Patton der wohl ambitionierteste unter den Autoren, welche die Welt
der Copulas und GARCH-Modellierung in Einklang bringen möchten. So widmete er etwa
seine gesamte Dissertation ([28]) diesem Themenbereich, aus der mitunter auch der lesens-
werte Artikel [29] mit einer Anwendung auf Wechselkurse stammt. Auch die Publikation
[30], an die sich der schätztheoretische Teil unseres Hauptthemas gröÿtenteils anlehnte,
ist in dieser Abhandlung zu �nden. Letztere Arbeit wird auÿerdem in [16] als Grundlage
für ein eigenes Copula-GARCH-Modell mit einer ST-Verteilung verwendet, aus der unsere
Idee mit der zeitabhängigen Korrelation (TVC) herrührte. Ein weiteres Essay von Patton
([31]) gibt schlieÿlich einen Überblick über copula-basierte Modelle für Finanzzeitreihen.

Interessante Aspekte der Copulas in Verbindung mit GARCH-Modellierung werden des
Weiteren im Aufsatz [1] aufgezeigt, in dem eine e�ziente Bayes-Schätzung beschrieben
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und durchgeführt wird (auch mit archimedischen statt elliptischen Copula-Funktionen);
ebenfalls informativ ist [13] mit einem recht aktuellen Einblick (Stand 2009) in dyna-
mische Copula-Modelle. Weiterführende Anwendung von Copula-GARCH-Modellen auf
Deutsch �ndet man beispielsweise in [38] mit Blick auf die Schätzung von Risikomaÿen wie
etwa dem Value-at-Risk für ein Risikoportfolio. Allgemeines über Copulas und auch ihre
Anwendung in der Praxis jenseits der Zeitreihenanalyse liefern in der deutschsprachigen
Literatur unter anderem die Arbeiten [27] und [32].

Abschlieÿend bleibt festzuhalten, dass wir die copula-basierte GARCH-Modellierung als
sehr mächtiges und höchstinteressantes multivariates Konzept kennengelernt haben, das
in dieser Bachelorarbeit nur sehr vereinfacht dargestellt werden konnte. In der Ökonome-
trie genieÿen Copulas aktuell ohnehin überaus hohe Aufmerksamkeit, da sie sehr vielseitig
und �exibel einsetzbar und mit ihnen komplexe Modelle konstruierbar sind. Noch dazu
machen gerade diese Vorzüge die Implementierung von dynamischen Copula-Modellen so
einfach. Es ist zwar abzusehen und sehr wahrscheinlich, dass es in naher Zukunft noch
viel über die aktuellen Entwicklungen (beispielsweise von Patton) zu lesen geben wird,
doch ebenso könnte der allgemeine Forschungstrend bald ver�achen, wenn beispielsweise
das Interesse an der bivariaten Modellierung ausgeschöpft ist und die Forschung nicht
schnell genug neue Entwicklungen zu höheren Dimensionen nachführen kann. An einigen
Universitäten mit Arbeitsgebieten in der statistischen Datenanalyse, die sich auf dem ak-
tuellen Forschungsstand be�nden (oder sich sogar selbst mit eigener Forschungsarbeit am
Fortschritt beteiligen), wird das Lehrangebot seit einigen Jahren um diese neuen Themen-
gebiete erweitert. So werden zwar schon länger Lehrveranstaltungen wie Vorlesungen oder
Seminare zu Copulas angeboten, doch es bleibt mit Spannung abzuwarten, ob sich dem-
nächst auch Schnittstellen zur klassischen (und Finanz-)Zeitreihenanalyse herausbilden
werden, die den Studenten höherer Semester einen interessanten Zugang zur Thematik
der copula-gestützten Finanzzeitreihenmodellierung gewähren könnten. Die Zahl adäqua-
ter (auch als Lehrbücher tauglicher) Werke wie etwa [23], worin sowohl Zeitreihenanalyse
und das Copula-Konzept in einer Fassung behandelt werden, ist jedenfalls noch über-
schaubar.
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Ergebnisse der Simulationsstudie

Rahmenbedingungen Parameter

Durchlaufzahl N 750 ω(1) 1,00 e-06

Sample-Size T 2500 α
(1)
1 0,19

Dimension n 2 β
(1)
1 0,80

Fixer Lag m (TVC) 5 ω(2) 1,00 e-06

Marginalmodelle GARCH(1,1) α
(2)
1 0,15

verwendete Copulas Gauÿ- und t- β
(2)
1 0,83
ρTVC 0,70
a 0,20
b 0,50
ν 6,00

Tabelle A.1.: Überblick über die ursprünglichen Voreinstellungen und gewählten
Parameter der Simulationsstudie

Erläuterungen zu den Abbildungen A.1 bis A.4:

• rote Kurve: Empirische Dichte der Daten

• blaue Kurve: rekonstruierte Normaldichte mit Mittelwert und Standardabweichung
aus den Daten

• rote vertikale Linie: Lage des ursprünglich gewählten Parameters

• blaue vertikale Linie: Lage des Schätzer-Mittelwertes
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Abbildung A.1.: Dichteplots der Schätzer, Option (a) Gauÿ-Copula ohne TVC

Abbildung A.2.: Dichteplots der Schätzer, Option (b) t-Copula ohne TVC
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Abbildung A.3.: Dichteplots der Schätzer, Option (c) Gauÿ-Copula mit TVC

Abbildung A.4.: Dichteplots der Schätzer, Option (d) t-Copula mit TVC



Anhang B

Ergebnisse der Anwendung

Zugrundeliegende Daten:

• DAX-Preisindizes der Commerzbank und Deutsche Bank

• Zeitraum: 02.01.1995 � 26.01.2009 (insgesamt je zwei mal 3562 Tagesdaten)

Marginalparameter

GARCH (i = 1) GARCH (i = 2)

ω(1) 0,000004 ω(2) 0,000004

α
(1)
1 0,101815 α

(2)
1 0,096470

β
(1)
1 0,896120 β

(2)
1 0,901548

Copula-Parameter

Option (a) Option (b) Option (c) Option (d)

ρTVC 0,613157 0,644690 0,649894 0,765956
a � � 0,012828 0,014746
b � � 0,975388 0,977826
ν � 10,184534 � 9,977657

Tabelle B.1.: Schätzergebnisse für die Parameter aus den Optionen (a) bis (d)
bei Anwendung auf reale Daten (Commerzbank- und Deutsche-
Bank-Aktien)
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Abbildung B.1.: Preisverläufe [oben] und Log-Returns [unten] der
Commerzbank- und Deutsche-Bank-Aktien im Vergleich
(3562 Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und 26.01.2009)
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Abbildung B.2.: Volatilitätsverlauf der Commerzbank- und Deutsche-Bank-
Aktien im Vergleich [oben] und zeitabhängige Korrelation mit
den Optionen (c) Gauÿ-Copula mit TVC [rot] und (d) t-Copula
mit TVC [blau] und jeweils mittlere Korrelationen (horizontale
Linien) [unten] (3562 Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und
26.01.2009)
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