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Einleitung

Quantitative statistische Modelle versuchen die Realitdt mittels mathematischer Zusam-
menhinge moglichst genau zu beschreiben. Gerade im finanzwirtschaftlichen Bereich —
generell in der Okonometrie, speziell aber auch im Risikomanagement — sind quantitative
Erfassungsmoglichkeiten der Wirklichkeit von enormer Bedeutung: so ist der Value-at-
Risk ein besonders wichtiges Standardrisikomaf, dessen Konzept mittlerweile vielfach fiir
die Quantifizierung von Risiken angewandt wird. Auch andere Risikomafe als statistische
Kennzahlen, wie etwa die klassische Standardabweichung, der Conditional-Value-at-Risk
und viele weitere gehdren zu den hiufig verwendeten Erfassungsmoglichkeiten fiir die
finanzwirtschaftliche Verlustwahrscheinlichkeit.

Samtliche Risikomodelle beruhen auf Annahmen beziiglich des entsprechenden Marktes,
auf dem diese angewandt werden. Mehrere grundlegende Techniken und Methoden setzten
lange Zeit voraus, dass es sich bei der Verteilung von Finanztiteln um eine Normalver-
teilung handelt. Dies impliziert die Situation einer symmetrischen Verteilung mit Norm-
algipfel. Allerdings sind derartige Annahmen aufgrund von empirischen Untersuchungen
mittlerweile mehrfach widerlegt und verworfen worden, da sie mit den tatsédchlichen Beob-
achtungen kollidierten: zum Beispiel bildet, wie sich herausgestellt hat, eine Verteilung mit
dickeren Flanken (eine sogenannte Heavy- Tailed- Verteilung) oder mit stiarkerer Wolbung
als die Normalverteilung (eine sogenannte leptokurtische Verteilung) heutige konome-
trische Sachverhalte um einiges besser ab. Da man mit den Normalitdtsannahmen auch
gleichzeitig davon ausging, dass die lineare Korrelation nach Pearson ein vermeintlich
addquates Abhéngigkeitsmaf sei, musste auch hier nun auf allgemeinere Konzepte zu-
riickgegriffen werden. Spétestens seit [5] gewannen hier Copula-Funktionen und auf deren
Konzept basierende Abhéngigkeitsmafie in Finanzmodellen zunehmend an Bedeutsamkeit.

Die vorliegende Arbeit mochte dieser Problemstellung, der sich zahlreiche Modelle in
den letzten zwei bis drei Jahrzehnten gegeniibersahen, nachgehen, indem zunichst die
notige Vorarbeit durch eine Einfiihrung in die finanzdkonometrische Modellierung und
anschlieffend in die Welt der Copulas gemacht werden soll.

Die finanzokonometrische Modellierung analysiert zeitabhéngige Beobachtungen von Fi-
nanztiteln (zum Beispiel Renditeverldufen von Aktien) iiber einen lingeren Zeithorizont
hinweg. Diese bilden die Grundlage einer umfassenden Risikoanalyse sowie von Progno-
semoglichkeiten. Mit den Aspekten der Zeitreihenanalyse im Finanzkontext befasst sich
deshalb das erste Kapitel; zuerst mit den Grundbegriffen — wie etwa der Volatilitit —
und Annahmen in der univariaten Situation und dann mit der nicht minder wichtigen
multivariaten Betrachtungsweise. Gerade die Zusammenhénge innerhalb einer Zeitreihen-

komponente (serielle Korrelation oder Abhéngigkeit), genauso wie komponenteniibergrei-
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fende Querbeziehungen (Kreuzkorrelation oder -abhingigkeit), sind hier namlich fiir den
Statistiker von Interesse. Hier sollen daher gingige sogenannte Volatilitdts- oder bedingt-
heteroskedastische Modelle — fiir univariate wie multivariate Zeitreihen — vorgestellt wer-
den, welche die obigen Normalverteilungsannahmen durch méglichst realistische Merkmale
zu ersetzen versuchen.

Mit einem theoretischen Uberblick iiber zentrale Aussagen und Eigenschaften von ein-
gangs genannten Copula-Funktionen und einem praktischen Ausblick in die mdglichen
Anwendungsbereiche soll anschliefend das zweite Kapitel die Grundlagen fiir den nach-
folgenden Kontext schaffen.

In den beiden Kapiteln 1 und 2 wird jeweils das Hauptaugenmerk auf die parametrische
Schétzung gelegt, da diese inhaltlich auf das dritte Kapitel dieser Arbeit vorbereiten sollen.
Dort werden die beiden vorangehenden Kapitel verkniipft: Viele multivariate Zeitreihen-
modelle fiir Finanztitel haben das Konzept der Copula-Funktion versucht zu integrieren,
so dass sich eine eigene Modellklasse der sogenannten copula-basierten multivariaten Dy-
namik (kurz CMD-Modellklasse) gebildet hat. Diese besitzt eine leicht zu implementieren-
de Unterklasse, die die praktischen Vorziige der Copula-Funktionen mit den bereits weit
entwickelten und einfacher gestrickten univariaten Volatilitdtsmodellen fiir die Marginal-
zeitreihen verbindet. Zusammen lassen sich damit multivariate Volatilitdtsmodelle relativ
einfach konstruieren und auch fiir die Parameterschitzung hat diese Modellklasse einige
vereinfachende Implikationen. Deshalb befasst sich dieses Kapitel mit den titelgebenden
Copula-GARCH-Modellen, deren Aufbau und Konzept umfassend dargestellt wird und
fiir welche einige géngige Schitzmethoden aus schitztheoretischer Sicht beschrieben wer-
den. Die dort aufgezeigte Theorie soll am Ende des Kapitels in einer Simulationsstudie
veranschaulicht werden und die Einfachheit der Implementierung bestétigen.

Mit einem Fazit als Zusammenfassung, aber auch als kritische Betrachtung der im Laufe
der drei Kapitel dargestellten Erkenntnisse und Ergebnisse und einem Ausblick auf aktu-
elle Forschungs- und Anwendungsgebiete der Copula-Theorie zusammen mit der GARCH-
Modellierung runden wir die Arbeit am Ende ab.



Kapitel 1

Finanzokonometrische Modellierung

Als Einstieg in das Thema dieser Arbeit befassen wir uns zuerst mit der finanzékonometri-
schen Modellierung im Allgemeinen, das heifst der addquaten Nachbildung der zeitlichen
Dynamik von Finanztiteln. Diese zeitliche Dynamik, abgeleitet von einem stochastischen
Prozess, spiegelt sich in Form einer Zeitreihe wider:

Definition 1.1 (Zeitreihe):
Eine Zeitreihe ist eine zufillige Beobachtung (auch Realisation oder Pfad genannt) eines
stochastischen Prozesses (X;)er mit diskreter Zeitindezmenge T.

Zeitreihen tauchen in unterschiedlichsten Situationen auf, selbst dem Nichtmathematiker
begegnen sie im Alltag nicht selten. So treffen wir fast taglich auf aktuelle Aktienkurse
oder andere Borsendaten (Finanzzeitreihen) und ebenso finden sich Zeitreihen in Natur-
und Ingenieurswissenschaften, in Psychologie und Medizin, den Sozialwissenschaften, in
Politik und nicht zuletzt der Mathematik wieder, die diesem Themengebiet die nétige
theoretische Wiirdigung bieten kann.

Bemerkungen:

e Obige Definition besagt, dass wir mit der Zeitreihe (X;(w))ier eine vom zufilligen
Elementarereignis w € (2 abhéngige Realisationsfolge erhalten, wobei (2, F, P) ein
unbekannter Wahrscheinlichkeitsraum sei, der uns auch im restlichen Verlauf dieser
Arbeit zugrunde liegen soll.

e Wir wollen aus Griinden der Einfachheit die Schreibweise (X):cr fiir den abstrakten
Zufallsprozess und (X;(w))ser fiir ein konkret eingetretenes Ereignis w € € synonym

verwenden.

e Im realen Experimentfall ist eine Stichprobe natiirlich nur von endlichem Umfang.
Wir schreiben dann T := {1, ..., T} mit einer ganzen Zahl T' > 0, die auch Stichpro-
benumfang oder Sample-Size genannt wird. Ohne Einschriankung nehmen wir also
positive ganzzahlige Zeitpunkte, meist beginnend mit ¢ = 1, an. Fiir allgemeine
theoretische Betrachtungen wird T nicht ndher definiert (beispielsweise kann T = N
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oder gar T = Z sein). Definition 1.1 stellt eine strikte Trennung von den zeitkonti-
nuierlichen Prozessen dar, die nicht in dieses Gebiet fallen — der Zustandsraum des
Zufallsprozesses kann dagegen ungeachtet dessen sowohl diskret als auch kontinu-
ierlich sein.

In den néchsten Teilen dieses Kapitels durchleuchten wir zuerst (in Abschnitt 1.1) die
besonderen Charakteristika von Finanzzeitreihen, einschlieflich wichtiger Begrifflichkei-
ten und zu beriicksichtigender Komponenten. Anschliefsend beschéftigen wir uns in Teil
1.2 mit geeigneten 6konometrischen Modellen sowohl fiir die direkt beobachteten als auch
nicht beobachtbaren zugrundeliegenden Komponenten einer Finanzzeitreihe. Dort wer-
den wir speziell das erwihnte univariate GARCH-Modell einfiihren und diskutieren sowie
multivariate Verallgemeinerungen vorstellen. Das Ende des Kapitels wird schlieflich durch
eine kurze Zusammenfassung dieses Kapitels in Punkt 1.4 eingeleitet.

1.1. Spezifika von Finanzzeitreihen

Angefangen bei Aktienkursen (oder allgemein Kursen von Vermogenswerten) eines be-
stimmten Unternehmens iiber Wechselkurse zwischen verschiedenen Wéhrungen bis hin
zu Zinsverldufen beispielsweise auf Kreditmérkten existiert wohl gerade in der Finanzwelt
eine schier uniiberschaubare Zahl zeitvariierender Daten. In diesem Kontext besonders
wichtige Begriffe wie etwa Rendite oder Volatilitdt sollen in den kommenden Unterab-
schnitten kurz eingefiihrt und erlautert werden, denn wir werden diese Fachtermini von
nun an hiufiger antreffen. Danach verschaffen wir uns einen groben Uberblick iiber geeig-
nete Annahmen hinsichtlich der typischen Verteilungen von Finanzzeitreihen, aber auch
Spezifika wie die Einbeziehung der bedingten Heteroskedastizitat in neuartigen Finanzmo-
dellen werden hier vorgestellt.

1.1.1. Begriffe, Kontext und Annahmen

In den folgenden Absétzen sollen unter anderem kurz die Begriffe , Rendite sowie ,Shocks®,
LVolatilitat beziehungsweise ,bedingte Heteroskedastizitiat® definiert werden, damit die
Begrifflichkeiten und der Kontext griffbereit sind.

Rendite

Primér handelt es sich bei den direkt beobachteten Daten um den Preisverlauf eines Fi-
nanztitels, formal die Zeitreihe (FP;)ier, beispielsweise von Wertpapieren. Doch diese ist in
ihrer untransformierten Version fiir statistische Analysen relativ schlecht geeignet, aufser-
dem weist (P,)ier meist lokale Trends auf, weshalb wir die Zeitreihe noch ,stationarisieren®
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miissen. Uns interessieren daher als indirekt beobachtete zeitvariable Daten vielmehr die
sogenannten Renditen (englisch Asset Returns oder einfach Returns) eines Finanztitels.
Zwei héufig benutzte Renditetypen stellen wir nun vor.

Definition 1.2 (Gewdhnliche Rendite):

Sei P; der Preis fiir eine Anlage zum Zeitpunkt ¢. Die gewéhnliche Netto-Rendite (englisch
Simple Net Return) wird definiert durch

b P — P

—1=

R, =
" P, P,y

Alternativ wird manchmal die gewéhnliche Brutto-Rendite (englisch Simple Gross Return)

R =R +1= Pfj - betrachtet. Diese interpretieren wir als den relativen Ertrag, der sich

aus dem Verhéltnis ,,neuer Preis zu alter Preis* ergibt.

- BMW-Stammaktie

Preisindex in €
30 40 50
]

20

10

BhWY-Stammakdie

0.1

Log-Returns
00
]

0.1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
[Tage]

Abbildung 1.1.: Zeitlicher Verlauf des Preises und der Log-Returns der BMW-
Stammaktie (3562 Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und
26.01.2009)
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Definition 1.3 (Log-Rendite):
Sei P, der Preis fiir eine Anlage zum Zeitpunkt t. Die Log-Rendite (englisch Log-Return)
wird definiert durch

wobei man p; := In(P,) als Abkiirzung setzt.

Renditen sind eine brauchbare Transformation des direkt beobachteten Preises und kon-
nen selbst wieder als Zeitreihe (R;)ier beziehungsweise (r;);er aufgefasst werden. Die
Betrachtung von Renditen einer Anlage hat mehrere Vorteile gegeniiber der des Preises.
Zum einen stellen sie ein normiertes Maf dar, beispielsweise den Ertrag aus einer zu Pe-
riodenbeginn getétigten Investition einer Geldeinheit, zum anderen sind diese Daten fiir
statistische Analysen und Prognosen aufgrund der Stationaritit besser modellierbar. Im
weiteren Verlauf werden sowohl die englischen als auch die deutschen Begriffe gleicherma-

fen verwendet.

Wegen In(1 + =) ~ z als Approximation erster Ordnung gibt es fiir x nahe Null keine
signifikanten Unterschiede zwischen der Verwendung der gewthnlichen Renditen R; und
den Log-Returns r;, was vor allem bei der Betrachtung von hochfrequentierten Daten wie
etwa Tagesdaten gegeben ist (Renditen erreichen betraglich nur selten mehr als 10%).
Neben diesen Varianten fiir Returns werden im Ubrigen oft auch weitere Typen wie zum
Beispiel Portfolio-Return oder Ezcess-Return verwendet.

Shocks

Als Shocks (oft auch Innovationen, Storterme oder Residuen) bezeichnet man im
okonometrischen Modellierungskontext vollig zuféllige Einfliisse, die neben (nichtzufil-
ligen) erkldrenden Variablen auf die Renditen einwirken. Formal handelt es sich bei
der Shock-Zeitreihe (z;)ier meist um ein weifles Rauschen (auch White-Noise-Prozess,
kurz WN-Prozess), also eine unabhingige und identisch verteilte Zeitreihe, die streng
stationir mit Erwartungswert Null sowie konstanter Varianz o2 ist. Oft schreibt man
kurz z; ~ WN(0, 0?) und sehr hiufig wird die Normierung 02 = 1 vorgenommen.

Zeitvariierende Momente und Verteilungsannahmen

Um die Hlustration des Kontexts zu vervollstindigen, ben6tigen wir noch weitere Grund-
begriffe definiert aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht, etwa die zu einem bestimmten
Zeitpunkt t € T bekannte Information sowie die (auf die Information aus der Vergangen-
heit) bedingten Momente eines Prozesses.
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Definition 1.4 (Zeitvariierende Information):
Bis zum Zeitpunkt ¢ ist uns eine gewisse Grundgesamtheit an Information (beispielsweise
iiber die bisherigen Kursverldufe) verfiighar, die wir formal als o-Algebra

Fri=0(r1,...,re):==0 (ri(B),....,r;(B) : B € B(R))

definieren, welche eine Teilmenge der gesamten Prozessinformation F := o(r; : t € T)
bildet.

Auf diese Information aus der Vergangenheit F;,_; konnen wir zum Beispiel die ersten

beiden Momente, Erwartungswert und Varianz, bedingen.

Definition 1.5 (Zeitvariierende (bedingte) Momente):
Fiir den Renditeprozess (1;)ier definieren wir die ersten zwei zeitabhéngigen und auf die
Information F;_; bedingten Momente:

(1.) Der bedingte Erwartungswert von ry ist gegeben durch

py = Elry | Fiq]. (1.1)

(2.) Die bedingte Varianz von r; wird durch das zweite bedingte Moment des zentrierten
Prozesses 7 := r; — j; definiert, also

of := Var(r; | Fi1) = E[ri? | Fioi). (1.2)

Im Finanzjargon — und somit in unserem Kontext — wird o2 auch Volatilitit der
Rendite r; genannt.

Sind die r;, t € T, unabhéngig von der Information F;_; aus der Vergangenheit, so fillt
die Bedingtheit weg und es ergeben sich die gewohnlichen Kenngréfen Erwartungswert
beziehungsweise Varianz von r;. Alternativ erhélt man die unbedingten Momente auch
als Erwartungswert der bedingten Momente (Gesetz vom iterierten Erwartungswert).

Diese eben definierten Grofen charakterisieren in ihren unbedingten Versionen die zugrun-
deliegende Verteilung einer Reihe von Daten im Allgemeinen zwar noch nicht eindeutig,
als wichtigste Kenngréfsen reichen sie jedoch hiufig schon aus. Bei elliptischen Verteilun-
gen geniigen aber zum Beispiel bereits die ersten beiden Momente. Nun stellen wir uns
die Frage: Was zeichnet gerade die Verteilungen speziell von Renditezeitreihen aus?

Bis vor etwa fiinfzig Jahren gab es aufer in L. Bacheliers Arbeiten aus Vorweltkriegszeiten
(siche |2]) keinen probabilistischen Zugang zu finanzékonometrischen Sachverhalten. So
war man fast ausschlieflich — ohne empirische Befunde — davon ausgegangen, dass die
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Normalverteilung die wohl addquateste Verteilung fiir Finanzzeitreihen wire. Doch mitt-
lerweile wurden diese Annahmen mehrfach widerlegt (siehe [22] oder [8]), da vor allem
Renditezeitreihen oft zwei wichtige Merkmale aufweisen, die mit der Normalverteilungs-
annahme kollidieren: Als erstes sind die Verteilungen hiufig nicht symmetrisch, sondern
weisen eine negative Schiefe auf (man spricht auch von Linksschiefe), das bedeutet, dass
negative Ereignisse wahrscheinlicher sind als entsprechende positive. Im Falle von Sym-
metrie wie bei der Normalverteilung wire das dritte Moment, die Schiefe, gleich Null.
Hierdurch wird auch eine der Ursachen des Leverage-Effekts erklart. Weiterhin sind die
Verteilungen sehr oft leptokurtisch, ein Phinomen, das auftritt, wenn an den dufleren
Flanken der Verteilungsdichte die Wahrscheinlichkeiten fiir extreme Ereignisse generell
um einiges héher sind als bei der Normalverteilung, so dass der Gipfel der Wahrschein-
lichkeitsdichte vergleichsweise spitzer wird. Dieser Befund hingt mit dem vierten Moment,
der Wilbung (oder auch Kurtosis), zusammen, die bei der Normalverteilung stets den kon-
stanten Wert Drei hat und bei den empirischen Verteilungen von Finanzdaten deutlich
dariiber liegt. In einem solchen Zusammenhang verwendet man fiir die Randbereiche ei-
ner Verteilung auch o6fters die englischen Bezeichnungen ,fat tails oder ,heavy tails” oder
es ist von Heavy-Tailed- Verteilungen die Rede, die vor allem in der Extremwerttheorie

umfangreich verwendet werden.

— N(0,1)
........ linksschief
——— leptokurtisch

Abbildung 1.2.: Dichte-Plots der Standardnormalverteilung sowie einer links-
schiefen (negativ asymmetrischen) und einer leptokurtischen
(steilgipfligen) Verteilung, die aus je zwei verschiedenen Nor-
malverteilungen gemischt wurde.

Wir wollen hier auf eine formale Definition der eben genannten héheren Momente Schie-
fe und Kurtosis nicht ndher eingehen, illustrieren aber wenigstens in Abbildung 1.2 ein



Kapitel 1. Finanzdkonometrische Modellierung 9

anschauliches Beispiel fiir linksschiefe (negativ asymmetrische) sowie leptokurtische (steil-
gipflige) Verteilungsdichten im Vergleich zur Dichte der Standardnormalverteilung.

Diese empirischen Befunde — lange Zeit unter anderem aus Mangel an geeigneten Modellen
nicht beachtet — hatten mit ihrem Nachweis und anschliefender allgemeiner Akzeptanz
fiir eine Reform in der Finanzmarktmodellierung gesorgt, denn gerade fiir diesen Bereich
sind moglichst realistische und genaue Modelle von enorm hoher Bedeutung. Aus diesem
Grund geht man heutzutage oft von leptokurtischen und asymmetrischen Verteilungen wie
beispielsweise der (schiefen) Student-t-Verteilung aus. Bei dieser sind Schiefe und Wélbung
vom Freiheitsgrad-Parameter abhéngig, den man deshalb als alternative Mafzahl fiir diese

Momente verwenden kann.

1.1.2. Volatilitat und bedingte Heteroskedastizitat

Schwankungen der Rendite werden in der Finanzterminologie Volatilitdten genannt. Dass
sich bei Finanzzeitreihen die Volatilitdt im Laufe der Betrachtungszeit dndert, ist (be-
sonders bei hochfrequenten Daten) seit [6] mehrfach bestétigt worden und herrscht als
generelle Auffassung mittlerweile seit einigen Jahrzehnten vor. Dieses Phidnomen nennt
man in der Statistik bedingte Heteroskedastizitit und wird definiert als eine Ungleichma-
kigkeit oder Zeitvariation der bedingten Varianz innerhalb einer Datenmessung, sprich:
Innerhalb einer Reihe von zeitlich aufeinander folgenden Messungen ist die Volatilitéit der
Daten nicht zeitkonstant (die Daten somit nicht bedingt-homoskedastisch). Die Volatilitat
eines Finanztitels ist jedoch nicht ad hoc beobachtbar, sondern muss geschéitzt werden.
Eine moglichst genaue und zuverlidssige Schitzung der Volatilitét ist auch deshalb wichtig
fiir grofse Kreditinstitute, weil sie in direktem Verhéltnis zu Risikomafien steht. Zwar gibt
es auch exogene makrodkonomische Faktoren, von denen man ein gewisses Einflusspoten-
tial auf die Volatilitdt erwarten kénnte, doch hat man empirisch festgestellt, dass diese
am ehesten noch von eigenen Rendite- und Volatilitdtswerten abhéngig ist (endogene Ein-
fliisse). In Abschnitt 1.2 befassen wir uns daher mit geeigneten Modellansitzen aus der
Finanzzeitreihenanalyse. Volatilitdten haben einige interessante und — vor allem fiir das
finanzwirtschaftliche Risiko-Management — wichtige Aspekte.

Die folgenden Absétze sollen einige dieser empirisch untermauerten Merkmale der Volati-
litdt einer Finanzzeitreihe illustrieren, welche wir am Ende dieses Abschnitts noch einmal

zusammenfassen werden.

Ein erstes empirisch ausfiihrlich untersuchtes Erscheinungsbild ist, dass Volatilitiaten in
sogenannten Clustern auftreten (auch Volatilitits-Clustering genannt), das heift, kleine
Schwankungen werden tendenziell von kleinen gefolgt, umgekehrt trifft man héufig auf
grofse Schwankungen zusammen mit anderen groften innerhalb eines zeitlich zusammen-

hangenden Bereichs. Auferdem weist die Volatilitdt die Besonderheit auf, auf vergleichbar
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starke positive sowie negative Ausschliage des Preises in unterschiedlichem Ausmafs zu rea-
gieren — ein Merkmal, das Leverage-Effekt genannt wird und mit linksschiefen Verteilungen
in Verbindung steht.!

BhWy-Stammaktie

01

Log-Returns

0.1

BhWY-Stammaldie

0,002 0.003
1 |

Volatilitat

0.001
1

0.000
|

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
[Tage]

Abbildung 1.3.: Zeitlicher Verlauf der Log-Returns der BMW-Stammaktie
mit geschitzter Volatilitdt (3562 Werktagesdaten zwischen
02.01.1995 und 26.01.2009)

Nun haben wir einige grundlegende Definitionen, Fachtermini und empirische Fakten iiber
Finanzzeitreihen kennengelernt. Im kommenden Abschnitt sind diese noch einmal in einer
Ubersicht zusammengefasst. Anschliefend wenden wir uns der bedingten Heteroskedasti-
zitdat aus der Modellierungsperspektive zu.

1.1.3. Empirische Befunde im Uberblick (Stylized Facts)

Zusammenfassend ergibt sich eine Vielzahl an Eigenschaften, die Renditezeitreihen als be-
sondere finanzokonometrische Beobachtungsobjekte von anderen Zeitreihen hervorheben.
In der Literatur oftmals als stilisierte Fakten (englisch Stylized Facts) bezeichnet, bilden
unter anderem folgende Aspekte die wichtigsten Charakteristika einer Finanzzeitreihe,

Wergleiche [36], S. 99.
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beruhend auf allgemein anerkannten Ergebnissen aus jahrelangen und umfassenden em-
pirischen Untersuchungen:

(1.) Renditezeitreihen sind nicht unabhéngig und identisch verteilt, obwohl diese nur eine

geringe serielle Korrelation auffweisen.

(2.) Die Absolutbetrige und Quadrate von Renditezeitreihen sind dagegen stark seriell
korreliert.

(3.) Die bedingte Erwartung von Renditen ist nahezu gleich Null.

(4.) Es liegt bedingte Heteroskedastizitit vor, also eine zeitvariierende Volatilitéit, die im
Zeitverlauf clusterweise auftritt.

(5.) Manche Renditezeitreihen sind linksschief (Leverage-Effekt), viele sind leptokurtisch.

Auch im multivariaten Fall wurden dhnliche Merkmale festgestellt, auf die wir in Abschnitt
1.3 ndher eingehen werden. So gilt:

(6.) Die parallele Korrelation (Kreuzkorrelation mit Lag Null) variiert in der Zeit; sie ist
zwischen den Komponenten signifikant hoher als die zeitversetzte Kreuzkorrelation
(Kreuzkorrelation mit Lag grofer Null), welche selbst nur zwischen den Absolutbe-
trigen und Quadraten der Zeitreihenkomponenten hoch wird (vergleiche die Sach-
verhalte aus (1.) und (2.)).

(7.) Extreme Ausschlidge einer Zeitreihenkomponente gehen hiufig mit extremen Aus-
schligen anderer Komponenten einher.

Wie wir gesehen haben, sind diese Merkmale sehr nennenswerte Zeitreiheneigenschaften,
die nur bei Renditen in solcher Form und in solchem Ausmaf diagnostiziert werden. Sie
bediirfen deshalb auch eigener Modelle, um sie adiquat nachbilden zu kénnen. Dieser Auf-
gabenstellung haben sich Okonometriker seit Mitte des 20. Jahrhunderts auf der ganzen
Welt gewidmet und noch heute werden sténdig neue Modellvarianten fiir spezielle Zwecke
entwickelt und vorgestellt, meist um die Schwéchen anderer bereits bestehender auszubii-
geln. Daher wenden wir uns im kommenden Abschnitt der Einfiihrung solcher Volatilitdts-
oder auch bedingt-heteroskedastischer Modelle zu, die fiir einen ersten weltweiten Durch-
bruch in der Modellierung von Finanzzeitreihen gesorgt haben. Zuerst betrachten wir im
Univariaten die sogenannten GARCH-Modelle, anschlieftend die multivariaten Erweite-
rungen mit Blick auf deren Féhigkeit, die Stylized Facts angemessen nachzubilden, aber
auch mogliche Schwachpunkte.
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1.2. Univariate Volatilitatsmodelle: GARCH

In den Anfingen der Okonometrie gab es zunichst nur Modelle, die von einer zeitkonstan-
ten (bedingten) Varianz fiir die Renditen 7, ausgingen. Volatilititsmodelle oder bedingt-
heteroskedastische Modelle, die also eine zeitliche Verdnderung der Schwankung als Ein-
flussfaktor und eigene grundlegende Modellkomponente integrieren, wurden erstmals in
den 1980er Jahren eingefiihrt. Mafsgeblich trugen hier die Statistiker R. Engle und T.
Bollerslev zu einem Fortschritt in der finanzékonometrischen Modellierung bei, indem sie
mit ihren revolutiondren Entwicklungen, den ARCH- bezeihungsweise GARCH-Modellen,
welche die tatsichlichen Phinomene auf Finanzmairkten deutlich realistischer und voll-
stdndiger nachbilden und prognostizieren konnten als die bis dahin lange Zeit auch in
der Praxis gebrauchten Modelle. Allein das GARCH-Modell von Bollerslev als Ergén-
zung von Engles ARCH-Klasse wird im nun kommenden Abschnitt kurz vorgestellt und
durchleuchtet.

1.2.1. Definition, Modellaufbau und Eigenschaften

Die Betrachtungen beim ARCH- respektive GARCH-Konzept setzen zunichst bei der
Aufspaltung der Rendite r; in ein Produkt aus bedingter Varianz (oder Volatilitit) o? =
Var(r, | Fi—1) und standardisierten zufilligen Shocks z; an.

Der Entwickler der ARCH-Modellklasse machte fiir die Einbindung der bedingten Hete-
roskedastizitidt von Finanzzeitreihen erstmals den Ansatz, die Volatilitit zeitdynamisch in
Abhiéingigkeit von quadrierten historischen Renditedaten 72 ;, 1 < ¢ < p, zu modellieren,
sprich 6 = f(r;1,...,7,). Diese Idee griff Bollerslev auf und entwickelte daraus die
GARCH-Modellklasse, indem er die Volatilitdt zusétzlich noch mit vergangenen Volatili-
tatswerten o7 ;, 1 < j < ¢, kombinierte, formal also o7 = f(re—1,...,"—p, 01, .., 01q).

Diese Bausteine zusammengefiigt fithren uns zu folgender Definition.

Definition 1.6 (GARCH-Modell):
Ein GARCH(p,q)-Modell fiir die Renditezeitreihe (r;);er mit Volatilitit (02)er besteht

aus

(a) der Renditegleichung
Ty =0 2¢ (13)

und

(b) der Volatilititsgleichung

p q
ol =w+ Z e, + Zﬁjat{j, teT. (1.4)
=1 j=1



Kapitel 1. Finanzdkonometrische Modellierung 13

Dabei seien z % WN(0, 1) zufillige Residuen und ohne Einschréankung gelte o, # 0 # 3,
fiir die Eindeutigkeit der Grade p und ¢. Im Spezialfall ¢ = 0 reduziert sich die Volatili-
tatsgleichung (1.4) auf den ARCH-Ansatz von Engle und wir setzen die Bezeichnungen
+,GARCH(p,0)-Modell“ und ,ARCH(p)-Modell“ gleich.

Bemerkungen:

e Ein Prozess (r;)ier wie in obiger Definition 1.6 heifit GARCH-Prozess mit Graden
p und q.

e Fiir die ersten beiden bedingten Momente eines GARCH-Prozesses gilt offensichtlich
E[Tt ‘ thl] = 0 E[Zt] =0

sowie

Var(ry | Fi_1) = E[r? | Fi_1] = o

Aufberdem gilt
Cov(ry, re4n) = E[E[ovze - 0vinzien | Fian]] =0

fiir die Autokovarianz. Also ist ein GARCH-Prozess eine Zeitreihe aus unkorrelier-
ten und zentrierten Zufallsvariablen, womit zwei weitere empirische Befunde fiir Fi-
nanzzeitreihen erfiillt wéren (vergleiche Stylized Facts (1.) und (3.), Unterabschnitt
1.1.3).

e Insgesamt hat also ein GARCH(p,q)-Modell 1 + p + ¢ zu schitzende Parameter. Es
sei angemerkt, dass man mit dem reinen ARCH(p)-Modell zwar auch schon Vola-
tilitdtscluster nachbilden kann (vergleiche Stylized Fact (4.), Unterabschnitt 1.1.3).
Allerdings bend&tigt man eine weitaus hohere Ordnung p und damit viel mehr Pa-
rameter — selbst im direkten Vergleich mit dem beispielsweise am haufigsten ver-
wendeten Modell, GARCH(1,1), bei dem schon drei Parameter fiir den gewiinschten
Effekt ausreichen. Mit dem allgemeineren GARCH-Modell ist das Clustering also

viel leichter zu modellieren.

Damit die Volatilitit o? nichtnegativ bleibt, muss an die Koeffizienten als Bedingung
wenigstens w > 0 sowie o; > 0,1 <7 <p, und 8; >0, 1 < j < q, gestellt werden.?

Man kann auch weitere Restriktionen an die Parameter einfithren, zum Beispiel fiir die
Endlichkeit von Schiefe und Wo6lbung, um die zugrundeliegende Verteilung néher charak-
terisieren und Abhéngigkeitsstrukturen auch in den Tails modellieren zu kénnen.

2Fiir strenge Stationaritit eines GARCH-Prozesses sind noch weitere Parameterrestriktionen erforder-
lich, vergleiche zum Beispiel [21], die hinreichende und notwendige Bedingungen liefern.
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Abbildung 1.4.: Zeitlicher Verlauf der Log-Returns der BMW-Stammaktie (3562
Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und 26.01.2009) im Ver-
gleich mit einem simulierten GARCH(1,1)-Prozess

1.2.2. Parameterschatzung

Die Parameterschitzung bei GARCH-Modellen erfolgt, wie in den meisten 6konomischen
Anwendungen, klassisch mittels der Mazimum-Likelihood-Methode (kurz ML). In [39] wird
ausfiihrlich auf ML-Schitzverfahren und -techniken unter finanzwirtschaftlichen Modella-
spekten eingegangen. Besonders ist jedoch zu erwahnen, dass Schitzverfahren, wie man
sie fiir ARMA-Modelle verwendet, nur schwer auf GARCH-Parameter zu iibertragen sind,
obwohl der quadrierte Prozess (r?);er einer ARMA-Gleichung geniigt.> Wir wollen hier
lediglich auf die in [17] beschriebene ML-Schitzung der GARCH-Parameter eingehen.

Im Folgenden sei der Illustration halber angenommen, dass es sich beim Residuenpro-
zess (zi)ier um Gaufsches weifes Rauschen handelt, dieser also unabhéngig und iden-
tisch aus einer Normalverteilung hervorgeht. Daraus folgt, dass auch die bedingte Ver-

3Dies verdeutlichen beispielsweise [21].
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teilung der Rendite r, eine Normalverteilung ist.* Sei ferner T = {1,...,T} die Zei-
tindexmenge mit endlichem Stichprobenumfang 7" > m := max(p,q) und schlieklich
0 = (w,a1,...,0, B1,...,8,)" der zum GARCH(p,q)-Modell aus Definition 1.6 geho-
rige Parametervektor, den wir schitzen wollen.

Die (auf alle vergangenen Realisationen) bedingte univariate Dichte von 7 sei mit f;_q
bezeichnet, wir erhalten also mit

L _ B 1 1 r?
f\t71<7nt;0) = f(’l“t,o‘rt_l,...77’1) = Ut(a)\/ﬂeXp( 203(0)) s t e T,

eine durch 6 parametrisierte Darstellung fiir die bedingte Normalverteilung.

Aus dem T-fachen Produkt der univariaten Dichten setzt sich die multivariate gemeinsame
Dichte

T
h(ry,....r:0) = [ ] fir-1(r;6)
t=1
der kompletten Beobachtung rq, ..., rr zusammen.

Dann gilt fiir die bedingte Log-Likelihood-Funktion L£(0) die Schreibweise

L) :=In(h(ry,...,rr;8))

=1In (H ftl(rt;0)> (1.5)
Z f|t 1(r;0

mit ¢t € T und fjo = f. Benennen wir weiterhin mit ¢,(0) := In(f;_1(r;0)) die Summanden
in Gleichung (1.5), so ergibt sich jeweils

2

6(6) = 3 n(2m) — 5 no0) - 5 7 =
F o (1.6)
1 1 ) s
= —§ln(27r) b (lnat @) + Utz—(m) , teT,

und insgesamt wieder

r 1

£O) =Y 60 = —Zln o) — = (lnot ;50))' (1.7)

“qu

4In [36], S. 107f, findet sich alternativ auch eine beispielhafte Erliuterung der Parameterschiitzung eines
Student-t-verteilten ARCH-Prozesses.
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Der bedingte ML-Schéatzer 6 fiir 0 ist definiert als das maximierende Argument von L
und damit das von allen Summanden ¢; gleichzeitig. Differenzieren wir einmal nach dem
Parametervektor 8, so bekommen wir den ML-Schétzer gerade als Losung des Gleichungs-
systems

0 1[0 9 o r?
Vi (0) '780&(0) =3 <(99 Ino;(0) + 20 03(0))

1 803(0)+ r2  do2(6)
202(6) 08 204(6) 00

~570) e (agfm - 1) =0

(1.8)

Dabei gilt fiir die konkreten partiellen Ableitungen nach den einzelnen §-Komponenten:

9, 0 4 0 4
=L 0= a0 (1<i<n). o) =i, (1<j <)
so dass insgesamt der Gradient Vo?2(0) die Gestalt
do2(6
Voi0) = T (102 o )

hat.

Das asymptotische Verhalten des Schétzers 0 wird im folgenden Satz beschrieben.

Satz 1.7 (Konsistenz und asymptotische Normalitit des GARCH-Schétzers):
Vorausgesetzt, es existieren auch die ersten vier Momente des Residuenprozesses (2;)ser,
so stellt sich heraus, dass der resultierende bedingte ML-Schéitzer 6 fiir die GARCH-
Parameter konsistent und asymptotisch normalverteilt ist mit der Konvergenz

VT (6-0) 2N (0,10)), T,

in Verteilung, wobei I(0) := —E[H (#)] die Fisher-Informationsmatrix ist.?

In Kapitel 3 werden wir im Zusammenhang mit Copula-GARCH-Modellen ein mehr-
stufiges ML-Schétzverfahren vorstellen, bei dem in einem eigenen Schritt die GARCH-
Parameter zu schéitzen sein werden und in einem zweiten Schritt die Parameter einer
Copula (siehe Kapitel 2).

SH(0) ist dabei die Hesse-Matrix von (@), vergleiche [17], S. 89ff.
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1.2.3. Schwachpunkte und Erweiterungen

Der Vorteil von GARCH-Modellen liegt — zumindest der ARCH-Klasse gegeniiber — beson-
ders in der Sparsamkeit bei der Parameterdimension von 8 = (w, ay, ..., ap, B1,...,0,) ",
womit sich vor allem der Schitzaufwand im Vergleich zum ARCH-Modell enorm reduziert.
Das am héufigsten verwendete GARCH(1,1)-Modell etwa, mit den insgesamt drei Parame-
tern w,aq,31, geniigt meist schon, um Charakteristika von Finanzzeitreihen nachzubilden,
fiir die im ARCH-Modellkontext weitaus héhere Grade (und damit weitaus mehr Parame-
ter) erforderlich wéren. Auferdem kénnen mit GARCH viel einfacher die Cluster-Effekte
der Volatilitat nachgebildet werden.

Doch GARCH-Modelle haben auch ein paar Schwéchen. So kénnen die klassischen Ver-
sionen unter ihnen zum Beispiel nicht die Volatilititsasymmetrie (Leverage-Effekt, siehe
Stylized Fact (5.), Unterabschnitt 1.1.3) nachbilden, also die Eigenschaft, dass positive
und negative Shocks unterschiedliche Auswirkungen auf die Schwankungen haben. Auch
die Analyse von hoheren Momenten bedarf noch weiterer Parameterrestriktionen, was
stark einschrinkend ist und bei héheren Graden leicht zu Komplikationen fiihren kann.
Ferner mag man mit ihnen zwar Volatilitdten auf mechanische Art und Weise addquat re-
konstruieren konnen, allerdings geben uns GARCH-Modelle freilich noch keine Erklarung
fiir die Ursachen des Zustandekommens solcher Phinomene.

Viele Versuche, die Schwichen der GARCH-Modelle auszubiigeln, beginnen zumeist bei
dem Ansatz, bereits vorhandene Modellvarianten noch weiter auszubauen. Stellvertretend
seien dafiir unter anderem folgende Kategorien genannt:

e Asymmetrische GARCH-Modelle

Bei asymmetrischen GARCH-Modellen versucht man den Effekt, den die Shocks
auf die Volatilitdt ausiiben (den ARCH-Teil), in zwei unterschiedlich gewichtete
Anteile, ndmlich die der positiven und die der negativen Shocks, zu spalten. Die
unmittelbare Folge ist, dass man den Leverage-Effekt nun auf sehr simple Art und
Weise nachbilden kann. Meist werden negative Shocks hoher gewichtet als positive,
so dass Ausschldge nach unten deutlich stiarker und tendenziell haufiger vorkommen
als Ausschlage nach oben. Dies ist empirisch schon in sehr vielen Finanzzeitreihen
bekréftigt worden.

Beispiele fiir solche GARCH-Erweiterungen sind das EGARCH-Modell von Nelson
(1991), das TGARCH-Modell von Zakoian (1994), das GJR-GARCH-Modell von
Glosten, Jagannathan und Runkle (1993) sowie weitere. Ausfiihrliches zu diesen

Modellen sowie der Theorie iiber das Testen auf Asymmetrie-Effekte findet man
auch in [17].
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e GARCH-Modelle mit Volatilitidtsspriingen

Die Erfahrung hat gezeigt, dass die meisten Finanzzeitreihen schlagartig auf Nach-
richten, formal auf eine Zugewinnung an Information, reagieren konnen. Solche
plotzlichen Schwankungen kénnen nur mit Modellen nachgebildet werden, die Spriin-
ge — sei es nach oben oder nach unten — unterstiitzen. Hierfiir werden gewdhnliche
GARCH-Modelle mit sogenannten Sprung-Modellen (englisch jump models) kombi-
niert. Erwdhnt seien als Beispiele unter anderem Beitriige von Jorion (1989), Vlaar
und Palm (1993) und das noch recht junge GARJI-Modell von Maheu und McCurdy
(2004), bei welchem es sich in Grundziigen um eine komplizierte Erweiterung von
GARCH mit einer zeitvariierenden Sprungintensitidtskomponente handelt.

e Schwache GARCH-Modelle

Eine empirische Studie von Nijman und Palm (1990) hat hervorgebracht, dass
GARCH-Prozesse nicht temporal aggregierbar sind, das heifst, man kann weder die
Schétzergebnisse noch das Modell iiberhaupt ohne Weiteres von hochfrequentierten
(beispielsweise téglichen) Daten auf Daten mit geringerer Frequenz iibertragen. Mit
anderen (mathematischen) Worten: Die Klasse der gewdhnlichen GARCH-Modelle
ist nicht abgeschlossen unter temporaler Aggregation. Zu diesem Zweck haben Nij-
man und Droste (1993) die Klasse der sogenannten schwachen GARCH-Modelle
entwickelt, die diese Abgeschlossenheit als Eigenschaft aufweisen.

Neben den aufgezihlten gibt es noch weitere Entwicklungen, von denen ein Grofteil (auch
obige Referenzen) in [17] oder |36] beschrieben wird. Auch folgender Ansatz kann dort in
ausfiihrlicherer Version nachgeschlagen werden.

e Stochastische Volatilitit
Manche Modelle setzen noch eine Ebene weiter oben an: Neben Modellen, die die
Volatilitdtsgleichung in Form einer exakten deterministischen Funktion bilden, wie
GARCH und obige Erweiterungen, gibt es auch Modelle mit zusétzlichen Zufalls-
komponenten. Zum letzten Typ gehoren beispielsweise Modelle der stochastischen
Volatilitdt, sogenannte SV-Modelle, die von S.J. Taylor fast zeitgleich zu den erst-
genannten Typen (1982, 1986) eingefiihrt wurden. Darin wird neben den Residuen
z; aus der bekannten GARCH-Renditegleichung (1.3) eine weitere zufillige Fehler-
komponente in die Volatilitdt selbst eingebaut, so dass sie nur durch einen latenten
Prozess beschrieben werden kann. Diese Betrachtung ist oft sehr sinnvoll, weshalb
solche Modelle eine angemessene Alternative zu den klassischen Ansdtzen darstel-
len, die aber auf Kosten des Schitzaufwands gehen kann, der sich natiirlich mit
jeder weiteren Zufallskomponente erhdht. Doch im Fortverlauf dieser Arbeit wollen
wir nicht weiter auf die stochastische Volatilitdt eingehen — ausfiihrlicher dargestellt

wird sie in bereits erwahnten Werken.
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1.3. Multivariate Volatilitatsmodelle: MGARCH

1.3.1. Ausgangssituation

Im multivariaten Fall liegen uns mehrere simultane Beobachtungen von Renditen
Ted,s- -, Tt VOI, die komponentenweise nur minimal seriell und komponententibergreifend
nur minimal kreuzkorreliert sind. Beide Arten von Korrelation sind fiir die Absolutbetréige
oder Quadrate der Renditeprozesse dagegen wesentlich hoher (siehe Stylized Facts (1.)
und (6.), Unterabschnitt 1.1.3).

Daher sind die Zusammenhénge zwischen quadrierten Renditezeitreihen sowie die Auswir-
kungen der Volatilitdt der einen Komponentenzeitreihe auf andere Komponentenzeitrei-
hen (selten ist hierbei auch von Ko-Volatilitit die Rede) von viel groferem Interesse.
Hierfiir brauchen wir nun multivariate bedingt-heteroskedastische Modelle, von denen ei-
nige nachfolgend vorgestellt werden sollen, aufbauend auf der klassischen GARCH-Idee
im Univariaten aus Abschnitt 1.2; in Kapitel 3 werden wir schliefslich eine eigene multi-
variate GARCH-Modellklasse einfiihren, die auf dem Wesen und Konzept der in Kapitel
2 vorgestellten Copula-Funktionen basiert.

Definition 1.8 (MGARCH-Modelle):
Multivariate GARCH-Modelle (kurz MGARCH) fiir n zeitgleich beobachtete Renditen,

zusammengefasst in der Vektorzeitreihe (r;)ier = (re1, ..., Ttn) e, bestehen aus

(a) der Renditegleichung
ry = Etl/zzt’ te T, (19)

und

(b) einer Spezifikation der bedingten Kovarianzmatriz ¥y = Cov (ry | Fio1) = (0145) 1<, i<n -

Dabei sei z; das multidimensionale Pendant zum unabhéingigen und identisch verteilten

weillen Rauschen z; aus dem univariaten Fall.

Bemerkungen:

e Wir wollen fiir eine moglichst allgemeine Darstellung von nun an mit I = {1,...,n}
die Zeitreihenindezr- oder Komponentenindermenge der n-dimensionalen Zeitreihe
(r¢)ier bezeichnen.

e Die Matrix Eiﬂ in obiger Gleichung ist die Matrizwurzel von ¥; mit ¥, := Etl/z-Etl/Q.

e In der Literatur herrscht bei der Bezeichnung ,Volatilititsmatrix“ ein wenig Unei-
nigkeit: manche Autoren sprechen bereits bei der gesamten bedingten Kovarianz-
matrix 3, davon, wihrend andere damit (konsequenterweise) lediglich die Diagonal-
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elemente meinen, also nur die bedingten Varianzen, zusammengefasst in der Matrix
diag (o411 - - - Ot nn). Allgemeiner mochten wir daher auf den Begriff der Kovolati-
litdatsmatriz ausweichen.

Was nun fehlt, ist die Spezifikation einer Modellgleichung fiir >;, die stets beriicksich-
tigt, dass diese symmetrisch und positiv definit bleibt. In der Art und Weise eben dieser
Spezifikation unterscheiden sich nun auch vor allem die meisten bis dato entwickelten
MGARCH-Modellvarianten.

1.3.2. Modellvarianten: Uberblick

In diesem Unterabschnitt stellen wir zwei Kategorien von Modellklassen vor:

(1.) In der ersten wird die Kovolatilitdtsmatrix ¥, direkt modelliert. Darin enthalten sind
allen voran die Modellklassen VEC und BEKK, welche als Pioniere in der multivaria-
ten Finanzzeitreihenmodellierung gelten, enorm rechenaufwendig werden kénnen und
dennoch sehr hiufig verwendet werden, da sie die realen Sachverhalte hervorragend
nachbilden kénnen.

(2.) In der zweiten Kategorie befinden sich sogenannte Conditional-Correlation-Modelle
(kurz CC-Modelle), die anstatt der direkten Modellierung von ¥, bevorzugt auf einer
Zerlegung >, = D,:R,:DtT aus zeitvariierender bedingter Korrelationsmatrix R; sowie
der Diagonalmatrix

Dt = dlag (\/ Ot11s -+ 54/ Ut,nn) (110)

aufbauen.

Modellgleichungen fiir 3; oder R; direkt in einer Matrixdarstellung anzugeben, ist zwar
moglich, aber oftmals relativ uniibersichtlich und die Implementierung ist noch dazu
enorm rechenintensiv. Daher wird haufig zundchst eine Reparametrisierung der symme-
trischen Matrix 3; in Kategorie (1.) beziehungsweise R; in Kategorie (2.) durchgefiihrt,
bei der alle relevanten Komponenten in einem Vektor ¢; gestapelt werden. Wegen der
Symmetrie geniigen so ohne Einschrinkung diejenigen unterhalb der Diagonalen, zuséitz-
lich zu denen entlang der Diagonalen. Der Vektor ¢; wird anschliefend einer einfachen
vektoriellen Erweiterung des GARCH-Modells unterworfen.
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In Kategorie (1.) erhalten wir so beispielsweise den gestapelten Vektor

_ odiag o
St = Stunten(Et) T (Ut,ll?
0,21, 0t,22,

0¢,31,0t,32, 0¢,33,

O¢nl, cee 70't,nn)T
aller Komponenten von ¥; auf und unterhalb der Diagonalen.

Dagegen setzt sich in Kategorie (2.) der Vektor

St = (\/Ut,lh ceey \/Ut,nnap:)—r

aus den bedingten Standardabweichungen und dem gestapelten Vektor

Pi = Stunten(Rt) = (Pt,21,

Pt,315 Pt,32,

T
Pt,nl, s 7pt,nn—1)

aller Komponenten von R; unterhalb der Diagonalen zusammen. Die Diagonalelemente
(das heifst die Korrelationen der Komponenten zu sich selbst) sind ohnehin immer konstant
Eins und miissen deshalb nicht geschéitzt werden.

Zwar hat ¢; mit insgesamt @ Elementen eine iiberschaubarere Form als mit manchen

anderen Zerlegungen von Y;, doch auch diese bldht sich bei hohen Dimensionen recht
schnell auf. Als Alternative wird auch oft die Cholesky-Zerlegung verwendet, die sogar
ohne weitere (hier noch notwendige) Beschrankungen an die Komponenten die positive
Definitheit der jeweiligen Matrix garantieren kann.%

In den Absétzen im Anschluss wird der Vollstandigkeit halber jeweils kurz der zu den

Modellkategorien gehorige Aufbau angegeben und auf Vorteile oder Schwachpunkt hinge-

wiesen.’

6Nihere Details zur Reparametrisierung illustriert zum Beispiel [36].
"Diese und weitere MGARCH-Varianten werden in einer iibersichtlichen Darstellung von [34] ausfiihr-
licher erldutert.
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Modelle fiir die Kovolatilitdt >;: VEC- und BEKK-GARCH

Das VEC-GARCH-Modell (von Bollerslev, Engle, Wooldridge, 1988) versucht das univa-
riate GARCH-Modell aus Abschnitt 1.2 so allgemein wie méglich auf das Hoherdimen-
sionale zu erweitern. Die Kovolatilitdatsgleichung der reparametrisierten Matrix 3J; hat
hierbei die Form

p q
¢ = w + Y Aistut,(rerl) + Y Bis . (1.11)
=1

j=1

Dabei wird diese generelle Darstellung fiir n = 1 wieder vollstindig in die univariate
Volatilitatsgleichung des GARCH(p,q)-Modells iiberfithrt, wenn wir w, A; und B; als
hoherdimensionale Analoga zu den w, o; sowie §; auffassen (vergleiche Gleichung (1.4)
aus Definition 1.6).

Die Nachteile dieses Modells liegen unter anderem im rapiden Anstieg der Parameteran-

n(n+1)
2

sind zu beriicksichtigen, um die positive Definitheit von ¥; am Ende zu gewéhrleisten.

zahl. Diese betragt allgemein (p+ q)(

)2+ ”(”2“). Doch auch Parameterrestriktionen

Somit ist auch die Parameterschitzung als Optimierungsverfahren sehr komplex und re-
chenlastig, obwohl (oder gerade weil) diese Modellklasse die wohl grofite Flexibilitét fiir

die Modellierung von multivariaten Finanzzeitreihen bieten kann.

Das BEKK-Modell (von Baba, Engle, Kraft, Kroner, 1995) ist eine leichte Vereinfachung
(und damit gleichzeitig eine Einschrinkung) der obigen VEC-GARCH-Variante, bei der
die positive Definitheit bereits in der Konstruktion der Kovolatilitdtsgleichung (durch
Multiplikation der Parameter-Matrizen und ihren Transponierten) vorgegeben wird.

Modelle fiir die bedingte Korrelation R;: CC-GARCH

Bei Constant-Conditional-Correlation-GARCH-Modellen (kurz CCC-GARCH) variiert
nur die Diagonalmatrix D; aus Gleichung (1.10) mit der Zeit, da wir R, = R als
zeitkonstante positiv definite Matrix auffassen wollen. Daraus erhalten wir dann genau
n univariate GARCH-Marginalmodelle fiir die Diagonalelemente nach dem Schema, das
bereits in Abschnitt 1.2 vorgestellt wurde.

Diese Herangehensweise ist allerdings sehr restriktiv und bildet die Phinomene, welche
finanzwirtschaftliche Zeitreihen auch wechselseitig verursachen, nicht sehr realistisch nach.
Doch sie wird héufig als erster Schritt benutzt, um daran in anschliefsenden Schritten
weitere Analysen und Modelle ankniipfen zu kénnen.

Das Dynamic-Conditional-Correlation-GARCH-Modell (kurz DCC-GARCH) verallgemei-
nert obiges CCC-Konzept um die Zeitdynamik der Matrix R; derart, dass Schéitzungen
in einzelnen Etappen aufgrund univariater GARCH-Marginalmodelle immer noch mog-
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lich sind.® Einen Vorschlag hierfiir geben etwa |37] mit der Einfiihrung des sogenannten
Varying-Correlation-Modells (kurz VC oder VC-GARCH), bei dem die bedingte Korrela-
tionsmatrix geméaft ARMA- oder GARCH-8hnlicher Modelle abgebildet wird.

In jeder sogenannten Korrelationsgleichung der DCC-GARCH-Modelle betriagt die Anzahl

der zu schitzenden Parameter im Allgemeinen @ + (n + 1)(p + q). Als Schwiche
wird beispielsweise die Restriktion angesehen, dass alle Korrelationen der selben Dynamik

folgen, ein besonderer Fall, der in der Praxis natiirlich eher selten eintritt.

Eine ausfiihrlichere Gegeniiberstellung vieler géngiger, aber auch ,exotischer* MGARCH-
Modelle und -Erweiterungen wird beispielsweise in |23] sowie |34] illustriert.

1.4. Uberblick

Wir haben in diesem Kapitel unser Hauptaugenmerk auf Eigenschaften von Zeitreihen ge-
legt, die auf Finanzmérkten zu beobachten sind (Stylized Facts). Neben den Objekten des
Interesses, den Renditen, haben wir die Shocks als zuféllige unabhéngige Komponenten
sowie die Volatilitat als wichtigste Bestandteile eines Finanzzeitreihenmodells kennenge-

lernt.

Die Mehrheit der Finanzmodelle hat anfangs die bedingte Heteroskedastizitit nicht be-
riicksichtigt. Erst spéter in den 1980er Jahren gelangen erste Versuche, die zeitliche Va-
riation und weitere besonderen Merkmale der Volatitilitdt in das Modell zu integrieren,
allen voran die GARCH-Modelle, mit denen wir uns in Grundziigen aus theoretischer und
praktischer Sicht sowohl im Univariaten als auch im Multivariaten befasst haben. Seit
deren Einfiihrung wurden mittlerweile eine Vielzahl von Erweiterungen entwickelt, fiir
unterschiedlichste Zwecke verwendet und mit Hilfe dieser eine Reihe weiterer Phinomene
und Effekte beschrieben, die finanzwirtschaftliche Zeitreihen von anderen hervorheben,
jedoch mit den vormaligen Modellen nicht geniigend nachgestellt werden konnten.

Im Multivariaten haben wir uns mehrere MGARCH-Varianten angesehen. Die wohl offen-
sichtlichste Anwendung multivariater GARCH-Modelle ist das Studieren von Zusammen-
hangen zwischen den Volatilitdten und Kovolatilitdten, die mehrere Finanztitel auf einem
Markt zusammen im Zeitverlauf beeinflussen. Aber auch zwischen mehreren Markten kann
man nach Wechselwirkungen suchen und forschen: erhoht ein Shock grofen Betrags auf
einem Markt die Volatilitdt auf einem anderen Markt und, wenn ja, in welchem Ausmaf

und mit welchem Vorzeichen?

8 Ausfiihrlicheres zu dieser Modellklasse gibt es in [7].
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Mit diesen Fragen beschaftigen sich die Modelle zwar nicht direkt, aber mittelbar kon-
nen sie Hinweise und Andeutungen auf die Ursachen aufdecken und ermdglichen so auch
Vorhersagen. Dies ist vor allem im Hinblick auf die Entscheidungsfindung von grofser
Bedeutung wie etwa im Asset Pricing, Option Pricing oder in der Portfolio-Selektion.
Besondere Bedeutung kommt den bedingt-heteroskedastischen Modellen auch im quanti-
tativen Risikomanagement zu, da sie gerade bei der Abschitzung des Marktrisikos eines
Finanztitels (beispielsweise durch den Value-at-Risk als Mafzahl) direkt die Volatilitét

als zu verarbeitende Komponente verarbeiten.

Ziel dieser Arbeit ist die Vorstellung einer eigenen neuartigen, multivariaten Modell-
Klasse, die die ausgereiften Fahigkeiten von GARCH-Modellen fiir univariate finanzékono-
metrische Phinomene ausnutzt und das duferst vielseitige Konzept der im nun folgenden
Kapitel vorgestellten Copula-Funktionen als ,Verbindung“ zu einem multivariaten Modell

vereinigt.



Kapitel 2

Copula-Funktionen

Hat man fiir eine Reihe von Beobachtungen X, ..., X, (beispielsweise Renditen oder
Risiken in einem Portfolio) alle univariaten Randverteilungen sowie deren lineare Korre-
lationsmatrix vorliegen, so kann man bei Normalverteilungsannahmen schnell die multi-
variate gemeinsame Verteilung aus diesen gegebenen Informationen konstruieren. Doch
da viele Modelle in der finanzokonometrischen Praxis mittlerweile nicht mehr von dieser
vereinfachten Situation ausgehen, bedarf es eines allgemeineren Konzepts zur Verkniip-
fung von univariaten Randverteilungen und der formalen Abhdngigkeitsstruktur. Hétte
man diesen Baustein zur Hand, liefen sich mittels beliebiger Randverteilungen auch be-
liebige gemeinsame Verteilungsfunktionen generieren, beispielsweise auch ohne dass alle
Marginalverteilungen vom selben Typ sein miissen. Umgekehrt kénnte man die multiva-
riate Verteilung aufspalten in seine univariaten Randbestandteile sowie die eben genannte
Abhéngigkeitsstruktur.

Die Losung dieser Problemstellungen verspricht das Konzept der sogenannten Copulas.
Mit Hilfe dieser ldsst sich tatsichlich die multivariate Verteilung als funktionalen Aus-
druck der univariaten Randverteilungen darstellen. Eine Copula-Funktion bildet genau
diese funktionale Verkniipfung und den Baustein der formalen Abhingigkeitsstruktur,
weshalb diese auch dependence functions oder functional dependence genannt wurden.
Der Begriff ,Copula“! selbst wurde in den 1950er Jahren vom Mathematiker A. Sklar
(|35]) geprigt, obwohl diese unter obigen Bezeichnungen bereits ein Jahrzehnt frither in
Arbeiten von W. Hoeffding beschrieben wurden. Im Laufe der nachfolgenden Jahre ge-
wann diese Funktionenklasse ab etwa 1990 im Zusammenhang mit den revolutiondren
Entwicklungen von Finanzmarktmodellen (vergleiche Kapitel 1) zunehmend an Beliebt-
heit und Bedeutung. Spétestens nach [5] haben copula-basierte Zusammenhangsmafe die
lineare Korrelation als Standardmaf fiir die Abhéngigkeit in vielen Bereichen abgeldst
und verlichen damit dem Copula-Konzept bei der Anwendung im Risiko-Management
noch groferes Gewicht.

Dieses Kapitel beginnt in Abschnitt 2.1 mit einem kurzen Einstieg in wichtige Zusammen-
hidnge zwischen Zufallsvariablen und deren Verteilungsfunktionen. Anschliefend werden
wir uns in Abschnitt 2.2 mit der Einfiihrung in die Theorie der Copulas und mit zen-

Nat. copula, ,Verbindung* oder ,Verkniipfung*
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tralen Aussagen beschiftigen, iberwiegend angelehnt am Standardwerk [25], bevor wir
Copulas im Abschnitt 2.3 aus einem praktischen Blickwinkel beleuchten. Dort werden die
Simulationsmoglichkeiten erldutert und verschiedene Vorgehensweisen in der Maximum-
Likelihood-Schitzung besonders ausfiihrlich beschrieben, bei welcher wir nicht ndher be-
stimmte Zufallsvektoren — zunéchst zeitkonstant, danach als multivariate Zeitreihe — zu-
grundelegen werden. Vorrangiges Ziel dieses Kapitels ist ndmlich eine Vorbereitung auf
das Hauptthema in Kapitel 3 mit allen nétigen theoretischen und praktischen Hilfsmit-
teln. Als Abschluss versucht Abschnitt 2.4 einen Ausblick in tiefergehende und hier nicht
ndher behandelte Themengebiete zu liefern.

2.1. Motivation

Im gesamten Verlauf dieser Arbeit gehen wir stets stillschweigend von einem nicht néher
beschriebenen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) aus. Der Einfachheit halber werden wir
fast immer Aussagen zu einem zweidimensionalen Zufallsvektor (X,Y)" : Q — R? mit
Verteilungsfunktion Hxy sowie Randverteilungen Fy beziehungsweise Fy treffen. Die
Ergebnisse sind dann analog beziehungsweise induktiv auf Dimension n > 2 iibertragbar.

Definieren wir zundchst den Begriff der Quasi-Inversen als Verallgemeinerung der Inversen

von Verteilungsfunktionen.

Definition 2.1 (Quasi-Inverse):

Fiir eine Zufallsvariable X mit Verteilung F'x definieren wir mit
F)((_l)(y) =inf{z € R: Fx(z) > y}

die sogenannte Quasi-Inverse der Funktion Fly.

Bemerkungen:

e Die Quasi-Inverse aus obiger Definition ist in der Statistik auch bekannt als Quan-
tilsfunktion der entsprechenden Verteilung.

e Da eine Verteilungsfunktion nur rechtsseitig stetig und im Allgemeinen nur monoton,
und nicht streng monoton wachsend ist, bildet der Begriff der Quasi-Inversen in
obiger Definition eine Verallgemeinerung des Begriffs der Inversen. Im Falle strenger
Monotonie gilt insbesondere die Invertierbarkeit von Fy, damit also F(-Y = F~1,

Bevor wir uns mit dem Copula-Konzept auseinandersetzen, legen wir einen interessanten
und fiir praktische Zwecke duferst niitzlichen Zusammenhang zwischen einer Zufallsva-
riable und ihrer Verteilung dar:
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Satz 2.2 (Fisher, [11]):
Fiir eine stetige Zufallsvariable X und deren Verteilungsfunktion Fx ist die neue Zufalls-
variable

Fx(X):=FxoX:Q—1[0,1] (2.1)

uniform verteilt auf dem Intervall [0, 1] (wir schreiben Fx(X) ~ U]0, 1]), denn es gilt
P(Fx(X)<u)=P <X < F)((_l)(u)> — Fy (F)({”(u)) —u

mit u € [0, 1].

Diese Tranformation (im Englischen ist hier von probability integral transform die Re-
de) hat eine entscheidende praktische Bedeutung: Die uniform verteilten Zufallsvariablen
U = Fx(X) und V = Fy(Y) enthalten keine Information mehr iiber die univariaten
Verteilungen. Das bedeutet, die restliche Information, die noch in der gemeinsamen Ver-
teilung Hyry von (U, V)T ,steckt”, enthilt nur noch Daten iiber die Art der Abhingigkeit
zwischen U und V. Dieses Sachverhalts bedient sich nun das theoretische Konzept der
Copula-Funktionen.

2.2. Theoretisches Konzept der Copula-Funktionen

2.2.1. Definitionen

In seinen mathematischen Untersuchungen des funktionalen Zusammenhangs zwischen
gemeinsamer Verteilung und den Marginalien eines Zufallsvektors hatte A. Sklar
in den 1950er Jahren eine neue Klasse von Funktionen verwendet, die damals als
Copula-Funktionen bekannt geworden sind. In diesem Unterabschnitt werden lediglich
die wesentlichen Begrifflichkeiten sowie zentralen Ergebnisse der Theorie der Copula-
Funktionen zusammengefasst, wobei der an tiefergehende Details interessierte Leser zum
Beispiel auf das Einstiegsbuch [25] verwiesen sei.

Eine formale Definition der Copula-Funktion ist nun angebracht. Zuerst wird die allge-
meinste (n-dimensionale) Version formuliert, doch aus Griinden der Einfachheit beschrén-
ken wir uns im anschliefenden Kontext auf Dimension n = 2. Erst bei der Parameter-
schidtzung betrachten wir wieder den allgemeinen Fall.
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Definition 2.3 (n-Copula):
Wir nennen eine Funktion C' : [0,1]" — [0,1] eine n-Copula, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(1.) Fiir alle u € [0, 1] mit mindestens einer Komponente u; = 0 gilt C(u) = 0,1 < i < n.

(2.) Fiir alle u € [0,1]" mit u; = 1 fiir alle 1 < ¢ < n bis auf eine Komponente u; gilt
Clu)=wuj, 1 <j<n,j#i.

(3.) Fiir alle u,v € [0, 1]" mit u < v (komponentenweise) gilt

2 2

Ve (u, v]) == Z LY (=) Cwyg, s wg,) >0, (2.2)

wobei mit w;; = u; und w;s = v;, 1 < j < n, die insgesamt 2" Eckpunkte des
n-dimensionalen Hyper-Quaders [u, v] C [0, 1]™ gemeint sind.

Copulas ermdoglichen es, den eindimensionalen (Rand-)Verteilungen Fy, ..., F,, von Zu-
fallsvariablen Xi,..., X,, eine gemeinsame Verteilungsfunktion Hx des Zufallsvektors
X := (Xi,...,X,)" zuzuordnen. Dies ist zwar recht heuristisch formuliert, aber dass
diese Funktionen tatséichlich einen solchen Zusammenhang herstellen konnen, ist einer-
seits nach Konstruktion recht einfach einzusehen, andererseits erklirt der zentrale Satz
von Sklar im kommenden Unterabschnitt 2.2.2 genau diesen Sachverhalt und gibt uns
sogar ein Eindeutigkeitskriterium.

Anstatt die zentralen Aussagen allgemein zu formulieren, werden wir nun die speziellen
2-Copulas einfithren (fortan einfach Copulas) und mit diesen die weiteren Besonderheiten
von Copula-Funktionen erkliren. Es ist zwar bei den meisten Aussagen moglich, analoge
Schlussfolgerungen auf héhere Dimensionen zu {ibertragen (so gilt etwa fiir n > 3 und
alle 2 < k < n, dass jede k-dimensionale Randverteilung einer n-Copula wiederum eine
k-Copula ist), doch auf Sonderfille in der Dimension n = 2 wird nicht mehr explizit

hingewiesen.?

Definition 2.4 (2-Copula):
Wir nennen eine Funktion C': [0, 1] — [0, 1] eine 2-Copula, wenn sie die Eigenschaften

(1.) C(u,0) =0=C(0,v),
(2.) C(u,1) =wund C(1,v) = v,
(3.) C(uy,v1) — C(ug,ve) — Clug,v1) + C(ug,v2) >0

fiir alle u, u; < ug und v, v1 < vy aus [0, 1] erfiillt.

2Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung siehe [25].
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2.2.2. Zentrale Aussagen

Wie im letzten Abschnitt bereits angekiindigt, liefert folgender Satz von Sklar die theo-
retische Grundlage fiir die praktische Anwendung von Copula-Funktionen.

Satz 2.5 (Sklars Theorem):
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit Verteilungen Fx beziehungsweise Fy sowie
gemeinsamer Verteilung Hyy. Dann existiert eine Copula C' so, dass

Hxy(z,y) = C (Fx(x), Fy(y)) (2.3)

fiir alle x,y € R gilt. Die Copula ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn Fx und Fy
beide stetige Verteilungsfunktionen sind.

Der Blickwinkel von Sklars Theorem ldsst sich auch umkehren: Falls C' eine Copula ist
und F'x sowie Fy die Verteilungsfunktionen von X beziehungsweise Y sind, dann ist jede
Funktion H, die Gleichung (2.3) erfiillt, eine gemeinsame Verteilung von X und Y mit
Marginalverteilungen F'x und Fy und wir setzen H := Hxy.

Folgerung 2.6:
Als direkte Konsequenz und Alternativformulierung des Satzes 2.5 ergibt sich die Dar-
stellung

Clur, us) = Hyy <F§(_l)(u1), Fy”(uz)) (2.4)

)

mit uq, us € [0, 1] und Quasi-Inversen F )((_1) von Fx beziehungsweise F}(,_1 von Fy.

Welche praktischen Konsequenzen nun Sklars Theorem fiir uns hat, erkennt man sofort:
Einerseits lassen sich geméfs Gleichung (2.3) durch die Wahl beliebiger univariater Vertei-
lungen und einer beliebigen Copula-Funktion alle erdenklichen multivariaten Verteilungen
vollig willkiirlich zusammenbauen. Andererseits konnen wir nach Gleichung (2.4) die in
einer gegebenen multivariaten Verteilung Hxy enthaltene Information iiber die Abhén-
gigkeitsstruktur in Form der Copula-Funktion C extrahieren, ndmlich durch Einsetzen
der Quasi-Inversen der univariaten Marginalien Fy und Fy.

Bemerkung (Copula als Verteilungsfunktion):

Eine Copula-Funktion C' kann selbst als eine multivariate Verteilungsfunktion aufgefasst
werden, ndmlich als gemeinsame Verteilung zweier auf [0, 1] gleichverteilter Zufallsvaria-
blen U und V. Denn dann gilt Hyy(u,v) = P(U < u AV < v) = C(u,v), das heifst
C = Hyy.
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Im nun folgenden Unterabschnitt sind einige der iibrigen wichtigen Eigenschaften von
Copulas, auch hinsichtlich spaterer Kapitel dieser Arbeit, {ibersichtlich und in Kiirze dar-
gestellt.

2.2.3. Weitere Eigenschaften

Weitere fiir unseren Fortverlauf wichtige Merkmale von Copula-Funktionen sind ihre Dif-
ferenzierbarkeit und die Zerlegbarkeit in absolutstetige und singulire Komponente. Im
Zuge dessen werden wir den Begriff ,Copula-Dichte einfiihren. Abschliefsend iibertragen
wir die bisherigen theoretischen Aussagen auf die bedingte Version des Copula-Konzepts.

Treffen wir zuerst kurze Vorbereitungen, um danach sogenannte Copula-Dichte einzufiih-

ren.

Satz 2.7 (Differenzierbarkeit):
Eine Copula C' ist fast sicher partiell differenzierbar, das heiftt die partiellen Ableitungen
Cy(u,v) == 2C(u,v) und Cy(u,v) := 2C(u,v) existieren fast sicher und es gilt stets

0<VC(u,v) <1 (2.5)

komponentenweise fiir den Gradienten VC := (C,,C,)".

Da eine Copula C' nach obiger Bemerkung als gemeinsame Verteilung zweier Zufallsvaria-
blen U,V ~ U]0, 1] aufgefasst werden kann, ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen

Cy(u,v) = P(V <v|U = u),

beziehungsweise analog
Cy(u,v) = P(U <ul|V =w).

Es handelt sich also um die bedingte Verteilung von V', gegeben U = u, respektive die
von U, bedingt auf V = v.

Satz 2.8 (Absolutstetige und singuldre Komponente):
Jede Copula-Funktion C' besitzt die Zerlegung in die Summe

C=Ac+ Se

aus absolutstetiger Komponente

u v 2
Ac(u,v) = /O/OaiatC’(s,t)dtds

und singuldrer Komponente

Sc(u,v) == Clu,v) — Ac(u,v).
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Bemerkung:
Die beiden Komponenten As und S¢ erfiillen keineswegs die Copula-Eigenschaften aus
Definition 2.4!

Definition 2.9 (Copula-Dichte):
Falls C' = A¢, dann heifst die Copula C' absolutstetig und der Integrand aus Satz 2.8,
2 82

Clu,v) = ovou

c(u,v) = R

wird Copula-Dichte von C' genannt.

C(u,v),

Die Copula-Dichte wird meist dazu verwendet, um beispielsweise gegebene (seien es reale
oder simulierte) Daten an eine Copula anzupassen. Ist die Copula C' die Verteilungsfunk-
tion von uniform verteilten Zufallsvariablen U und V', so kénnen wir entsprechend die
Copula-Dichte ¢ aus obiger Definition als gemeinsame Verteilungsdichte von U und V
auffassen.

Mit Sklars Theorem (Satz 2.5) ergibt sich entsprechend fiir allgemeine absolutstetige
Verteilungen Hxy sowie Fxy und Fy:

hxy(z,y) = 8?@@/}[(33’ Y)
82
- axayC(FX(I)> Fy(y))
82 a 8
= SF @k ) C X B ) - 5 Fx(e) - 5 Fr(v)

— o(Fx(2), Fy () - fx(@) - fy (9)

mit den Dichten hyy von (X,Y)" sowie fx und fy von X beziehungsweise Y. Daraus
folgt das Verhaltnis

~ hxy(z,y)
Bl fx(@) - fr(y)’

welches genau dann 1 wird, wenn sich die gemeinsame Dichte hxy (z,y) = fx(x) - fy(y)

o(Fx(z), Fy(y)) (2.6)

als Produkt der Marginaldichten darstellen lésst. Dies ist nur bei Unabhangigkeit der
Zufallsvariablen X und Y der Fall.

Mittels der Maximum-Likelihood-Methode (ML) schéitzt man dann die Copula-Parameter
einer zuvor nach gewissen Kriterien ausgew#hlten Copula-Familie, wie in Abschnitt 2.3
ausfiihrlich beschrieben wird. Wie wir aber in Kapitel 1 erfahren haben, ist im finanzdko-
nometrischen Kontext meist die bedingte Log-Likelihood-Funktion in der ML-Methode das
Objekt der Untersuchung. Um dies auch mit Copula-Funktionen zu ermoglichen, stellen
wir im nachfolgenden Unterabschnitt das bisherige Konzept, iibertragen auf die bedingte
Version, dar.
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2.2.4. Bedingte Copula

Wie wir in Kapitel 1 erfahren haben, ist es in der konometrischen Modellierung von
Finanzzeitreihen ein ganz wesentlicher Aspekt, dass die Zufallsvariablen des Interesses
bedingt auf Realisationen aus der Vergangenheit sind. Sei im Fortverlauf dieses Unter-
abschnitts W die (reellwertige) Zufallsvariable, auf die (beziehungsweise deren Werte aus
W(Q) C R) bedingt werden soll. Die von W erzeugte o-Algebra symbolisieren wir mit
W =a(W).

Definition 2.10 (Bedingte Copula):
Eine 2-dimensionale, auf W bedingte Copula ist eine Funktion C : [0,1]* x W (Q2) — [0, 1],
die die Eigenschaften

(1.) C(u,0|w) =0=C(0,v]|w),
(2.) C(u,1|w)=wuund C(1,v|w) =,
(3.) C(ug, vy |w) — Clug,ve |w) — C(ug, vy |w) + Clug, vy |w) >0

fiir alle u, u3 < up und v, v; < vy aus [0,1] und alle w aus W () erfiillt. Fassen wir
die gesamte Information, auf die wir bedingen wollen, in W} zusammen, so schreiben wir
schlicht C'(u,v |W). Man beachte jedoch, dass dieser Ausdruck — strikt betrachtet — wieder
eine Zufallsvariable ist!

Diese bedingte Copula kénnen wir ebenfalls, analog zum unbedingten Fall, auffassen als
bedingte Verteilung zweier auf [0, 1] uniform verteilter Zufallsvariablen U und V', gegeben
die Information W.

Mit der in [31] vorgestellten Tatsache, dass mit der Zufallsvariable X und deren beding-
ten Verteilung Fx(-| W) auch die Tranformation U := Fx (X |W) eine uniform verteilte
Zufallsvariable ist, konnen wir auch eine bedingte Version von Sklars Theorem aufstellen.

Satz 2.11 (Bedingte Version von Sklars Theorem):

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit bedingten Verteilungen F'x (- | W) beziehungswei-
se Fy (-] W) sowie gemeinsamer bedingter Verteilungsfunktion Hyy (+,-| ). Dann exis-
tiert eine bedingte Copula C(-,- | W) so, dass

Hxy (z,y | W) = C(Fx (x| W), Fy (y [ W) W) (2.7)

fiir alle x,y € R gilt. Die bedingte Copula ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn
Fx(-|W) und Fy (- |W) beide stetige bedingte Verteilungsfunktionen sind.
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Gilt umgekehrt, dass C(-,-|W) und Fx(-| W) beziehungsweise Fy (- | W) gegeben sind,
so ist jede Funktion H, die Gleichung (2.7) erfiillt, eine bedingte multivariate Verteilung
fiir X und Y und wir setzen H := Hyy(-,- | W).

Folgerung 2.12:
Als direkte Konsequenz und Alternativformulierung des Satzes 2.11 ergibt sich die Dar-
stellung

Clur,ua | W) = Hyy (FV(un [W), B W) | W) (2.8)

mit uy, us € [0,1] und Quasi-Inversen F)((_l)(' | W) und Fé_l)(~ | W) von Fx(-|W) bezie-
hungsweise Fy(-|W).

Die Definition und Herleitung der bedingten Copula-Dichte ¢(-, - | W) erfolgt recht dhnlich,
so dass wir dies auslassen wollen. Analog zu Gleichung (2.6) kénnen wir im absolutstetigen
Fall ebenfalls schlussfolgern:

hXY (ZE, Y | W)
(@ W) - fr(y|W).
Die bedingte Dichte hxy (-, - | W) lésst sich also als Produkt aus bedingter Copula-Dichte
¢(+,- | W) und den bedingten Marginaldichten fx(-|W) respektive fy (- | W) schreiben.

c(Ex(z|W), Fy(y|[W) W) = »

Wir haben nun viele theoretische Figenschaften von Copula-Funktionen kennengelernt,
deren Verwendungen in der Praxis jedoch nicht immer unmittelbar ersichtlich sind. Des-
halb wenden wir uns nun im nichsten Abschnitt der praktischen Seite zu, indem wir die
Bedeutung der Copulas in der Anwendung hervorheben.

2.3. Copula-Funktionen in der Statistik

Copula-Funktionen werden auf vielerlei Weisen und zu unterschiedlichsten Zwecken ein-
gesetzt. Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit der kiinstlichen Erzeugung von Zufalls-
realisationen aus einer gegebenen Copula heraus. Dabei werden wir speziell zwei Copula-
Klassen prisentieren, die sehr hdufig verwendet werden, um Simulationen oder Schatzun-
gen durchzufiihren. Beide besitzen namlich jeweils eigene niitzliche Besonderheiten, die
wir in Grundziigen nennen wollen. Nachdem die Simulation von Zufallszahlen behandelt

wurde, widmen wir uns ausfiihrlich der Parameterschitzung bei Copula-Funktionen.

2.3.1. Simulation von Zufallszahlen

Eine typische Vorgehensweise zu Beginn einer Simulation ist beispielsweise die zufillige
Erzeugung von Realisationen zweier reellwertiger Zufallsvariablen X und Y, die geméfs



Kapitel 2. Copula-Funktionen 34

der Funktionen F'x sowie Fy verteilt sein sollen. Geschehen die Simulationen voneinander
unabhéngig, so erhilt man stets stochastisch unabhingige Zufallszahlen. Nun mochten wir
aber gezielt die Abhéngigkeitsstruktur (und damit die Copula C') festlegen. Durch deren
Wahl erzeugen wir entsprechende stochastisch abhéngige und damit korrelierte Realisa-
tionen des Vektors (X,Y)", verteilt nach C(Fx(X), Fy(Y)). Hierzu sei folgende, recht

intuitive Vorgehensweise genannt:

Algorithmus 2.13 (Inversionsmethode):
Sei C' eine willkiirlich ausgewahlte bivariate Copula-Funktion.

(1.) Generiere zwei unabhéingige auf [0, 1] uniform verteilte Zufallszahlen u und ¢.

(2.) Setze v := Cq(fl)(t), wobei C{™" die Quasi-Inverse der bedingten Verteilung
Cu(v) =PV <v|U =)

von V', gegeben U = u, sei (vergleiche auch Satz 2.7).

(3.) Aus dem Paar (u,v) transformiere nun komponentenweise den gewiinschten Vektor
als Quantile

(w,y) = (F§ V(). V()

der selbst gewdhlten Marginalverteilungen Fx respektive Fy.

Welchen Copula-Typ man in diesen Schritten wahlt, hingt von vielerlei Faktoren ab.
Sicherlich beeinflusst das {ibergeordnete Ziel der Simulation unsere Entscheidung. Bei-
spielsweise eignen sich manche Copula-Typen nicht fiir die Modellierung bestimmter Ab-
héngigkeitsstrukturen wie Tail-Dependence (selten auch Abhdngigkeit in den Flanken oder
Randabhingigkeit genannt), wihrend andere Typen diese durchaus adidquat und sinnvoll
beschreiben konnen. Daneben spielt aber auch die Einfachheit, mit der man solche Co-
pulas erzeugen oder implementieren kann, eine grofe Rolle. Viele Vertreter bestimmter
Typen werden nach gemeinsamen niitzlichen Eigenschaften kategorisiert, die die Arbeit
mit diesen enorm erleichtern. Zwei Klassen, die archimedischen und die elliptischen Co-

pulas, sollen im Folgenden prasentiert werden.
Archimedische Copulas

Zuerst sei die Klasse der archimedischen Copulas genannt, die alle oben genannten Vorteile
(einfache Erzeugung, niitzliche Eigenschaften) mit sich bringt und noch dazu eine Vielzahl
von Reprasentanten besitzt. Wir beginnen gleich mit einer formalen Definition fiir diese
Copula-Klasse und fiihren dabei den Begriff der ,Generatorfunktion® ein.
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Satz 2.14:
Sei ¢ : [0,1] — [0, 00] mit ¢(1) = 0 eine stetige, monoton fallende Funktion. Wir bezeich-

nen wie schon vorher mit

S0 () = ¢~1(t), falls 0 <t < ¢(0),
< 00,

0, falls ¢(0) <t
die Quasi-Inverse von ¢. Sei aukerdem eine Funktion C : [0,1]*> — [0, 1] gegeben durch

C(u,v) == ¢ (p(u) + ¢(v)) . (2.9)

Dann gilt: C' ist genau dann eine Copula, wenn ¢ konvex ist.

Definition 2.15 (archimedische Copulas):

Copulas C' mit der Gestalt aus Gleichung (2.9) heien archimedische® Copulas und die
konvexe Funktion ¢ wird dabei Generator-Funktion (oder einfach Generator) von C' ge-
nannt. Im Falle von ¢(0) = oo gilt die Invertierbarkeit und damit ¢~ = ¢~! und ¢
wird strikter Generator (sonst nicht-strikter Generator) genannt und auch die Copula C
bezeichnen wir dann in expliziten Féllen mit strikte archimedische Copula.

Archimedische Copulas haben also den entscheidenden Vorteil gegeniiber anderen Copula-
Klassen, dass sie bereits nur mit Hilfe einer univariaten Generatorfunktion zu konstruieren
sind.

Nun interessieren uns aber gerade die niitzlichen Eigenschaften, die diese Klasse von

Copula-Funktionen kennzeichnen. Diese sollen nun illustriert werden.

Satz 2.16 (Eigenschaften archimedischer Copulas):
Sei C' eine archimedische Copula mit Generator ¢. Dann gilt fiir alle u, v, w € [0, 1]:

(1.) C ist symmetrisch, das heikt C'(u,v) = C(v, u).

(2.) C, aufgefasst als bindrer Operator auf [0,1], ist assoziativ, das heikt also

C(C(u,v),w) = C (u,C(v,w)).

(3.) Fiir jede Konstante k € [0, 00) ist auch k - ¢ ein Generator von C.

Diese Eigenschaften sind fiir eine Vielzahl von Zwecken zwar sehr von Vorteil, jedoch
kann man beispielsweise aus (1.) und (2.) im Hoherdimensionalen folgern, dass die k-
Copulas als Marginalien alle identisch sein miissen fiir 2 < k£ < n. Auferdem ist die

3Die Bedeutung des Attributs ,archimedisch® riihrt von der Interpretation einer Copula als bindrer
Operator her — Ndheres dazu findet sich in erwdhnten Standardwerken.
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Tatsache, dass alle Familien in dieser Klasse bis auf ein oder hdchstens zwei Parameter
eindeutig festgelegt sind, ein weiterer Schwachpunkt. Diese Restriktionen an das Wesen
der Abhéngigkeitsstruktur gereichen den archimedischen Copulas zum Nachteil.

Als Letztes betrachten wir zwei wichtige Beispiele der Familie der archimedischen Copulas.

Beispiele (Archimedische Copulas):
e Gumbel-Copulas haben den (strikten) Ein-Parameter-Generator ¢y(t) := (—Int)’
mit Parameter 6 € [1,00). Daraus erhalten wir die (strikte) Ein-Parameter-Copula

Cop(u,v) := exp (— [(—Inw)’ + (- Inv)’] %> .

e Clayton-Copulas nennen wir solche, die mit dem (fiir @ > 0 strikten) Ein-Parameter-
Generator ¢g(t) = 3 (7 —1), mit § € [—1,00) \ {0}, erzeugt wurden und die
Gestalt

D=

Co(u,v) == [max (v’ +v7% = 1,0)]
haben.

Abbildung 2.1 auf der nachfolgenden Seite stellt je zwei Beispiele einer Gumbel- und einer
Clayton-Copula dar, zu je unterschiedlichen Parametern 6. Es handelt sich konkret um
vier Scatterplots von je 500 simulierten Datenpaaren, die aus einer festen Copula zu festem
Parameter erzeugt wurden. Die Copula-Parameter sind 6§ = 2,5 in der ersten Zeile, in der
zweiten Zeile § = 10. Links sind zu jedem der beiden Parameteroptionen eine Gumbel-
(blau), rechts je ein Beispiel einer Clayton-Copula (griin) zu sehen.

Auf eine Zusammenstellung von weiteren Vertretern und von Zwei-Parameter-Familien
wird an dieser Stelle verzichtet.* Mit obigen Beispielen beenden wir die Thematisierung
archimedischer Copulas und wenden uns nun den elliptischen Copula-Funktionen und
ihren Besonderheiten zu.

4[25] bietet eine ausfiihrliche tabellarische Ubersicht iiber wichtige Vertreter dieser Copula-Familie.
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Gumbel-Copula (6 = 2,5)

Clayton-Copula (8 = 2,9)
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Abbildung 2.1.: Scatterplots der Gumbel- beziehungsweise Clayton-Copula

Elliptische Copulas

Der Begriff ,elliptisch® bei Copulas geht auf die Klasse der sogenannten elliptischen Vertei-
lungen zuriick, zu der beispielsweise die Normal- oder die Student-t-Verteilung gehoren.
Folgende Definition gibt zunichst Aufschluss iiber die charakteristischen Eigenschaften

der Verteilungsklasse:

Definition 2.17 (Elliptische Verteilungen):

Fiir einen n-dimensionalen (reellen) Zufallsvektor X, einen Vektor g € R™ und eine sym-
metrische, positiv definite n x n-Matrix Y habe die charakteristische Funktion ¢x_, von

X — p die Form

px-u(t) = v(t' 3t),

t e R"
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Dann bezeichnen wir die Verteilung von X als elliptisch und schreiben X ~ E, (p, 3, %).
Die Funktion v heifst auch charakteristischer Generator von X, welcher zusammen mit
p = E[X] und ¥ = Cov(X) die Verteilung eindeutig parametrisiert. Insbesondere be-
deutet dies, dass elliptische Verteilungen durch die ersten beiden Momente bereits exakt
charakterisiert werden.

Klaren wir als Néchstes einige besondere Eigenheiten elliptischer Verteilungen, bevor wir
eine elliptische Copula einfiihren.

Satz 2.18 (Eigenschaften elliptischer Verteilungen):

(1.) Elliptische Verteilungen sind radial oder kugelsymmetrisch, das heift fiir einen Zu-
fallsvektor X ~ E, (g, 3, 1) und fiir alle a € R" gilt:

X—aga—X.

(2.) Lineare Kombinationen BX + b eines Zufallsvektors X ~ E,,(u, ¥, ) fiir eine n x n-
Matrix B und einen Vektor b € R" sind elliptisch verteilt mit Parameter Bu + b,
BY.B" und v:

BX +b~ E,(Bu+b,BEB" ).

(3.) Alle Randverteilungen einer elliptischen Verteilung eines bestimmten Typs sind eben-
falls elliptische Verteilungen des selben Typs.

(4.) Mit einem weiteren von X ~ FE,(u,%,1) unabhingigen Zufallsvektor Y ~
E,(X X, x) ist auch deren Faltung eine elliptische Verteilung mit Parameter p + A,
Y und Y *x x:
X +Y ~ Ep(u+ X 3,0 % ).

Es sei angemerkt, dass die Umkehrung zu Eigenschaft (3.) im Allgemeinen nicht gilt, denn
durch die willkiirliche Wahl einer Copula kann man auch eine gemeinsame Verteilung nach
Sklars Theorem (Satz 2.5) generieren, die zwar ausschlieflich elliptische Randverteilungen
besitzt, selbst jedoch nicht elliptisch sein muss.

Definition 2.19 (Elliptische Copula):
Sei X ~ H = E,(u,X,1) eine Zufallsvariable mit eindimensionalen Randverteilungen
F;:= Ey(pi,02,9;), i =1,...,n. Dann nennen wir Copula-Funktionen C' elliptisch, wenn
sie die Form

C(u) = H (F{ ' (w), ..., F, " (un)) (2.10)

n

fiir u € [0, 1]" besitzen.
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Elliptische Copulas sind also schlicht die Copulas von elliptisch verteilten Zufallsvaria-
blen. Der Vorteil dieser Copula-Klasse liegt in der Parametrisierung durch Parameter von
elliptischen Verteilungen. Doch gerade die implizite Darstellung, die (im Gegensatz zu den
archimedischen Copulas mit einer expliziten Generatorfunktion) direkt aus Folgerung 2.6
von Sklars Theorem abgeleitet ist, ist bei den elliptischen Copulas kein unerheblicher
Nachteil. So kann man Zufallsvariablen nach bereits vorgestellter Inversionsmethode (Al-
gorithmus auf Seite 34) nur numerisch erzeugen. Auch wegen der recht restriktiven Eigen-
schaften elliptischer Verteilungen (Kugelsymmetrie, Abgeschlossenheit der Typen-Klasse
und dergleichen) ist dieser Typ nicht immer die beste Wahl. Fiir die Modellierung von Ab-
hangigkeitsstrukturen eignen sich dagegen Copulas vom elliptischen Typ ganz besonders,
vor allem da es sich beim Copula-Parameter um den (linearen) Korrelationskoeffizienten
p beziehungsweise die Korrelationsmatrix R handelt.

Bevor wir uns mit dem néchsten Anwendungsbereich von Copulas befassen, sollen ab-
schliekend ein paar der wichtigsten Vertreter eben vorgestellter Copula-Klasse erwiahnt

werden.?

Beispiele (Elliptische Copulas):

e Die Familie der Gauf$-Copulas hat die Gestalt
Cs(u) =, (lel(ul), e q)*l(un)) ,

wobei ®,, die n-variate Normalverteilungsfunktion darstellt und ® = A (u,X). Der
Parameter ¥ sei die Kovarianzmatrix, wihrend g der als fest angenommene Erwar-
tungswertvektor sei (Alternativ ldsst sich statt ¥ auch die aus ihr durch Transfor-
mation hervorgehende Korrelationsmatrix R betrachten). Fiir n = 2 kénnen wir die
Formel noch leicht konkretisieren, so dass sich die Korrelationsmatrix

(5 1)

als Parameter der elliptischen Copula nur noch auf einen Wert p reduziert und
wir damit die zweidimensionale Gaufs-Copula als folgendes numerisches Integral

schreiben konnen:

2 -9 2
(u,v) / / - exp (_x pxy;—y ) dx dy. (2.11)
271' 1—p 2(1 - p?)

J/

Y
= cp(u,0)

Aufgrund dieser Gestalt lidsst sich auch gleich die Copula-Dichte ¢,(u,v) aus dem
Integral ablesen.

5[25] bietet eine ausfiihrliche tabellarische Ubersicht iiber wichtige Vertreter dieser Copula-Familie.
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Gaul-Copula (p =0,4) t-Copula (p =0,4)
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Abbildung 2.2.: Scatterplots der Gaufs- beziehungsweise t-Copula

e t-Copulas besitzen die Form
Csp(w) =17 (T, (w), - T, (un)

mit n-dimensionaler Student-t-Verteilung 77 sowie den Inversen der eindimensio-
nalen t-Verteilung 7,. Dabei bezeichne v die Anzahl der Freiheitsgrade, die also fiir
alle Verteilungen gleich sein miissen. Fiir n = 2 erhalten wir eine ebenfalls noch
iibersichtliche Darstellung der t-Copula:

v42
2 _ 2 2 )
C,u(u,v) / / (1—1— : p:vy:—y ) dzdy, (2.12)
27r V1= p? v(1l —p?)
= c,::(u,v)

wobei p € [—1, 1] wie eben, v > 0 und ¢, ,(u, v) die Copula-Dichte sei.



Kapitel 2. Copula-Funktionen 41

In Abbildung 2.2 auf der vorigen Seite werden die Unterschiede zwischen je zwei Copulas
der in obigem Beispiel vorgestellten Typen zu unterschiedlichen Parametern p veran-
schaulicht. Es handelt sich um zwei mal je zwei Plots von 1000 simulierten Daten aus
einer Gauk-Copula (blau) und einer t-Copula (griin) zu den Parametern p = 0,4 und
p = 0,9 mit jeweils den gleichen Marginalien (verschiedene Normalverteilungen).

2.3.2. Parametrische Schatzung

In der parametrischen Schitzung geht man im Allgemeinen von der Situation aus, dass
man die Verteilungen jeweils bis auf zu schiitzende Parameter bereits vollstindig identi-
fiziert hat.

Sei zunichst X := (Xi,...,X,)" ein zeitkonstanter Zufallsvektor mit Marginalver-
teilungen Fi(-;6),..., F,(-;0), parametrisiert durch den zu schitzenden Vektor 6.
Wir bezeichnen mit I := {1,...,n} die Komponentenindexmenge. Die zugehorige
Copula werde mit Cy = C(-,...,-;0) bezeichnet. Im Falle von Absolutstetigkeit

der multivariaten Verteilung betrachtet man im Allgemeinen nicht die Darstellung
H(X;0) = C (F1(X1;0), ..., F,(X,;0);0) fiir die gemeinsame multivariate Verteilung H,
sondern bedient sich der Dichtefunktion A, die sich aus dem Produkt

an

MX:6) = o5 ax, HX:0)

= ¢(F\(X1;0),...,F,(X,:0):0) - Hfi(Xi;B)

der Randdichtefunktionen f;, i € I, und der Copula-Dichte c¢g := ¢(-, ..., -;0) zusammen-
setzt. Aus diesem wird dann die Log-Likelihood-Funktion

L) :=Inh(X;0)

=1In (c(Fl(XuH), s (X003 0):0) - Hfi(Xi?9)> (2.13)

= zn:ln fi(X:;0) + Inc((Fi(X1:0),...,F.(X,;0);0)
i=1

gebildet und durch Maximierung von £ erhalten wir den Schétzer 6 des Parametervektors.

Wir verkniipfen nun in diesem Abschnitt die Betrachtungen der Copula-Parameterschitzung
praktischerweise mit zeitabhidngigen Zufallsvektoren, also multivariaten Zeitreihen, da
wir diese Methoden in Kapitel 3 fiir GARCH-Zeitreihen direkt implementieren wer-
den. Sei somit fiir die nachfolgende Ilustration die Komponentenindexmenge wieder
I[:={1,...,n} und die Zeitindexmenge T := {1,...,T} fiir endliche Sample-Size T
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Nehmen wir demzufolge an, uns liegt jetzt eine beliebige n-dimensionale Zeitreihe (z;)ser
mit z; = (211, .., ztm)T und n-variater Verteilung H vor. Wir verwenden zunéchst nur die
Information aus den sich vollstindig iiberlappenden Datenreihen, ohne Einschrinkung sei
somit T der gemeinsame Beobachtungszeitraum aller Datenvektoren z;, t € T, unabhéngig
voniecl®

Wir fassen wieder im Vektor @ alle zu schitzenden Parameter fiir zuvor festgelegte (uni-

variate) Marginalverteilungen sowie eine zuvor spezifizierte Copula-Familie zusammen.

Obige Dichte-Darstellung ergibt sich, erweitert auf die Zeitabhingigkeit, als

8n
hz;0) = ——— H(z;0
(Zt’ ) 8275,1 N 82}7” (Zt7 )
— ¢(Fi(20130), -, Ful20:0):0) - [ fi(2:6)
i=1
beziehungsweise in der bedingten Form als
h|t71(zt§0) = Cjt—1 (F1|t71<zt,1;0)a e Fn|t 1 Zt n» Hfz|t 1 Zt 17

gegeben alle Informationen aus der Vergangenheit bis zum Zeitpunkt ¢ — 1. Die Informa-
tionsgesamtheit J;_; ist also die o-Algebra o(z; : s <t — 1). Diese Darstellung benétigen
wir fiir die nachfolgende ,Gesamtdichte™:

Die ,Gesamtdichte” g aller Datenvektoren zq, . ..,z (zur Unterscheidung vom Begriff ,,ge-
meinsame Dichte®, des einzelnen Vektors z;) stellt sich im Allgemeinen aus dem Produkt

T
0) = Hh‘t_l(zt;é?
t=1
T
= H <C|t1 (F1|t71(zt,1;0)a--- Fn\t 1 Ztn; , Hfz\t 1 thv > (2-14)

t=1

n T T
- H H fij— (203:0) - H Clt-1 (Fllt—l(th?o)a ce 7Fn\t—1(2t,n; 6); 0)
t=1

=1 t=1

3

der auf die Vergangenheit bedingten n-variaten Dichten h;_;, ¢ € T, zusammen.

6Spéter illustrieren wir eine Moglichkeit zur Verwendung verschiedener Datenlingen T; fiir die einzelnen
Komponenten (z;)ier, mit T; :={1,...,T;},7 € L
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Nachdem wir Gleichung (2.14) logarithmiert haben, erhalten wir die im Argument 6 zu
maximierende Log-Likelihood-Funktion

:ZZ]D (fz‘|t—1(2t,i§0>) + (2.15)

T
+ Z In (C|t—1 (F1|t—1(2t,1;9), R 7Fn|t—1(2t,n;0);0))

Die Schétzung in der ML-Methode erfolgt jetzt, je nach Konstellation der Randparameter,
durch Maximierung in einem oder mehreren Schritten. Beide Moglichkeiten laufen wie
folgt ab.

Einschritt-Schitzung

Haben wir diese allgemeine Situation wie in Gleichung (2.15) vorliegen, so bleibt uns keine
andere Moglichkeit, als den Schétzer € mittels eines einzigen Schétzschrittes, formal durch

die Maximierung
0 := argmaxy L£(0) (2.16)

der Log-Likelihood-Funktion, zu ermitteln. Wir nennen diesen Schatzer 6 von nun an den
FEinschritt-Mazimum-Likelihood-Schditzer (kurz Einschritt-MLS oder Einschritt-Schétzer).

Diese Optimierung ist sehr rechenaufwendig, zumal der Einschritt-Schétzer oftmals nur
numerisch approximiert werden kann. Andererseits liefert dieses Verfahren ein zuverléssi-

ges und sehr exaktes Resultat.

Wir wollen nun einige asymptotische Eigenschaften fiir den Einschritt-MLS ] anfiihren,
ehe wir uns auf eine vereinfachte Situation der Trennbarkeit in einzelne Marginalparameter

konzentrieren werden.
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Satz 2.20 (Asymptotik des Einschritt-MLS):

Sei 0y der wahre Parametervektor der zuvor beschriebenen Verteilungen. Maximiert man
die Log-Likelihood-Funktion in Gleichung (2.15) simultan iiber alle Komponenten von 0,
50 ist der Einschritt-Schiitzer @ unter gewissen Regularitiitsbedingungen”

1. konsistent,

2. asymptotisch normalverteilt mit /T - (5 —0,) N N (0o, 1(6y)71), wobei

(om) ()|

die Fisher-Informationsmatrix darstelle, und

1(6)) =E

3. asymptotisch effizient.

In der Praxis ist es oftmals zu aufwendig, alle Parameter gleichzeitig in einem Schritt zu
schitzen. Insbesondere, wenn die Beobachtungsdimension n grof wird (n > 2) oder die

Parameterdimension zunimmt, steigt der Rechenaufwand fiir die Optimierung immens.
Mehrschritt-Schatzung und flexible Datenlingen

Es kommt aber zu unseren Gunsten in einigen praktischen Situationen vor, dass die zu-
grundeliegende Information der Vergangenheit, enthalten in der o-Algebra F, 1, nicht fiir
alle Randvariablen relevant ist. So erreicht man beispielsweise, falls jede Marginalzeitrei-
he nur von ihren eigenen vergangenen Werten abhéingt, eine Trennung des Vektors @ in
die einzelnen zu den Komponenten und zu der Copula gehorigen Parameter 0;, i € I,
beziehungsweise 6., so dass wir
6=@0,,....0.0)"

schreiben konnen. Dies ist dann der Fall, wenn die zugrundeliegende Informationsmenge
Fi—1, fiir eine Komponente nicht weniger relevante Information enthilt als die Gesamt-
informationsmenge.® Daraus folgt aukerdem fiir die Log-Likelihood-Summanden in Glei-
chung (2.15), dass £;(8) = L£;(0;) fiir alle i € I gilt; fiir £, ist dagegen das zu maximierende
Argument nach wie vor der ganze Vektor 8, handelt es sich ja bei den Argumenten der
bedingten Copula (mit Parameter 6,.) um die bedingten Randverteilungsfunktionen (mit
Parametern 6;, i € T).

"siehe [30] und [18].

8Formal spiegelt sich dies in der Bedingung 2; ;| F;—1 ; s 2y,i| Fi—1 wider.
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Aber was fiir Moglichkeiten bieten sich nun bei dieser Ausgangssituation? Betrachten wir
dafiir wieder die Log-Likelihood-Funktion £ aus Gleichung (2.15), dann ergibt sich die
Darstellung

L) =L(b,...,0 Zc D) 4+ Lo0:,....0,.0.). (2.17)

Uns ist es nun moglich, die Maximierung von £ nicht simultan in allen Komponenten von
0 durchzufiihren, sondern stattdessen in mehreren getrennten Schritten. Diese sogenannte
Mehrschrittschatzung, bekannt geworden unter der Bezeichnung IFM (aus dem Englischen

inference functions for margins) von [18], ist aufgeteilt in die zwei Hauptschritte

(1.) Schitzung der Marginalparameter durch

0; .= argmax, L;(0;), i€l
unabhéngig voneinander (dann vor allem nacheinander) und

(2.) Schitzung der Copula-Parameter durch

0. := argmaxy_ L. (51, . ,5n, 00),

bedingt auf die Schitzer aus Schritt (1.).

Daraus erhalten wir insgesamt den alternativen Mehrschritt-Mazimum-Likelihood-
Schatzer (kurz Mehrschritt-MLS oder Mehrschritt-Schéitzer)

~T ~T ~T> T

6;:(01,... 0. 0

Y nrYce

(2.18)

Eine weitere, dufierst sinnvolle Unterstiitzung bietet diese Ausgangssituation fiir die Da-
tenléngen jeder einzelnen Komponentenzeitreihe (2¢;)ser,, ¢ € I. Wie bereits angekiindigt,
nutzen wir jetzt die separierte Summendarstellung aus Gleichung (2.17) aus, um flexible
Datenlidngen zu erlauben. Wir erhalten damit

Zz i)+ Le(61,....0,.0.)

_Zzigm(oi) SR ()

i=1 t=1

(2.19)

und konnen im ersten Optimierungsschritt auf alle Randdaten zuriickgreifen, ohne diese
auf die gemeinsame Beobachtungslinge ,trimmen“ zu miissen. Nehmen wir an, dass in
obiger Gleichung 7; die Sample-Size der i-ten beobachteten Zeitreihe (z;;)ier, sei (alle be-
ginnend mit ¢ = 1), so konnen wir die einzelnen Zeitindexmengen durch T, := {1,...,T;}
voneinander unterscheiden. Mit 7" := min{7; : i € I} bezeichnen wir dann nur noch die
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Lange des sich iiberlappenden Beobachtungszeitraums, ohne Finschridnkung also T :=
{1,...,T}. Da die Optimierung im ersten Schritt komponentenweise fiir jedes i € I oh-
nehin unabhéngig und nacheinander geschieht, ist diese Beriicksichtigung verschiedener

Sample-Sizes sehr einfach zu implementieren.

Aufgrund jener Konstellation und der damit ermdéglichten Nacheinander-Optimierung*
in den beiden Hauptschritten ist diese Vorgehensweise insgesamt um einiges weniger re-
chenintensiv als die simultane Einschritt-Schiatzung. Auferdem ist durch die Moglichkeit
der Flexibilisierung der Sample-Size fiir jede Komponentenzeitreihe ein sehr realistischer
Aspekt integrierbar, der unter anderen Umstédnden nicht berticksichtigt werden kann.

Doch wie effizient ist dieser Mehrschritt-Schéatzer im Vergleich zum Einschritt-MLS 6 aus
Gleichung (2.16)? Wir wollen dieser Frage nun nachgehen und die Asymptotik der beiden
Schiitzer 6 und @ gegeniiberstellen und besonders unter dem Gesichtspunkt der asympto-
tischen Effizienz miteinander vergleichen. Uns interessiert also vor allem das Verhalten
des Mehrschritt-Schitzers, wenn der Stichprobenumfang 7" beliebig grof wird (7" — o).

Einschritt- versus Mehrschritt-Schitzung

In den folgenden Darstellungen werden wir uns der Einfachheit halber wieder auf die
Dimension n = 2 beschrinken, da die Allgemeinheit der Formeln sonst auf Kosten der
Ubersicht geht. Sei dafiir zuniichst T; := {1,...,T;}, i € I:= {1,2}. Ohne Einschrinkung
sollen also alle Zeitreihen mit ¢ = 1 beginnen. Wir bezeichnen aufterdem durch 7' :=
Ty N'T, die Liange des Zeitraums, in dem beide Zeitreihen gleichzeitig beobachtet werden
konnen. Die Log-Likelihood-Funktion wird in diesem Fall folglich zerlegt in die Summe
L£1(601) + Lo(02) + L.(01,02,0.), wobei wir hier mit
~ 1 !
(1.) 6, := argmax, L(0:) := argmaxg, ﬁ; li1(01),

Ts
~ 1
0, := argmax,, L£,(;) := argmax,, Et_zl li2(02),
- SO 1 -
(2.) O¢ = argmax,_ L, <01,02,06> i= argmaxy,_ f; 0, 0(01,05,6.)

die entsprechenden Schétzer als maximierende Argumente der (zusitzlich noch ,stan-
dardisierten“) Log-Likelihood-Summanden definieren wollen. Die Parameterdimensionen
bezeichnen wir mit p, ¢ und r, so dass ; € RP, 8, € RY 6. € R" und damit § =
0,,0,,0)T €cR*mit s:=p+q+7.

In 30| werden nun Regularitétsbedingungen an die Funktionen £,, £, und L. gegeben,
unter denen der Mehrschritt-Schétzer § (sogar unter Annahmen unterschiedlicher Start-
zeitpunkte) asymptotisch normalverteilt ist. In folgendem Satz halten wir dessen Resultat
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fest, angepasst an einen gemeinsamen Startzeitpunkt ¢ = 1 bei unterschiedlichen Sample-
Sizes T7 und T5:

Satz 2.21 (Asymptotik des Mehrschritt-Schétzers):
Sei 6y der wahre Parametervektor. Seien 77 > Ty > T derart, dass fiir 77 — oo die
Grenzwertbetrachtungen

T T
—2 5 Moy € (0,1] bezichungsweise — — A,y € (0, 1]
Ty ’ Ty ’

existieren. Unter gewissen Regularititsbedingungen® an die Erwartungswert-Matrizen
A:=E[H(0)] und B :=E[P(0)] ist der Mehrschritt-Schétzer

1. konsistent und

2. gemék folgender schwacher Konvergenz
871/2'7-1/2'14‘ (5—00) gN(O,]S% T, — o0,
asymptotisch normalverteilt.

3. Des Weiteren ist der Schitzer nicht asymptotisch effizient:

Normieren wir 7 zur Matrix 7* := %’T, so erhalten wir mit dem Grenzwert

Tr:= lim T*
T1—>oo
und dem Matrixprodukt
V(@)= A (T2) B (T2 (AT (2:20)

die asymptotische Kovarianzmatrix des Mehrschritt-Schéitzers, welche die untere
Schranke der Cramér-Rao-Ungleichung niemals erreicht.'?

Dabei seien I, die k x k-Einheitsmatrix und

T = 0 Tp-1, 0 , (2.21)

9Vegl. [30], S. 152f.
19Djes ist eine hinreichende Bedingung an die asymptotische Kovarianzmatrix fiir asymptotische Effizienz
des entsprechenden Schitzers.
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T% tll 3.92& 1(01) 0 0

H() = 0 L 25(0) 0 . (2.22)

F 2 e le0) 3 o le®) F L, Sple(0)

1 T1 T T 1 T T
Ty t=1 5,151 «/TlT Zt 15t15¢ 2 VLT Zt:l St,15¢ ¢

T T
P(0) = \/ﬁ Zt 15t 25:1 %2 121 St 23:2 \/T;TT D i 3t,25tT,c (2.23)

1 T T 1 T T 1 T T
V1T Zt:l St»cst,l 1/’1"1"2 Zt:l St7cst,2 T Zt:l Stvcst,c

weitere Matrizen mit den Gradienten s;; := %Kt,i(gi), i € I, bezichungsweise s;,. :=
g lie(0), t €T,

Da eine asymptotische Effizienz also nicht erreicht wird, schwichen wir hier unsere Ambi-
tionen etwas ab und vergleichen nur den Grad der Effizienz zwischen dem Einschritt- und
dem Mehrschritt-Schitzer (oder die relative Effizienz, gemessen am Einschritt-MLS). Die-
ser Vergleich wird durch die ,Differenz der Abstédnde zur unteren Schranke der Cramér-
Rao-Ungleichung und somit durch die Differenz der asymptotischen Kovarianzmatrizen
unserer Schétzer quantifiziert: Ist die Differenzmatrix positiv semi-definit, so ist der zwei-
te Parameter asymptotisch effizienter als der erste; im negativ semi-definiten Fall ist es
entsprechend umgekehrt.

In der Situation T' = T} = T} ist der Einschritt-Schéitzer 0 stets der effizienteste Schatzer,
da mit diesem exakt die Identitit in der Cramér-Rao-Ungleichung erreicht wird (Satz
2.20), wohingegen die Kovarianzmatrix des Mehrschritt-Schétzers 6 immer iiber der unte-
ren Schranke liegt (Satz 2.21). Im leicht abweichenden Falle von zumindest asymptotisch
vernachlissigbaren Unterschieden zwischen den einzelnen Sample-Sizes gilt d&hnlich: 6 ist
effizienter als @. Bei nicht vernachldssigbaren Unterschieden zwischen 7', T} und 75 kann
man dagegen hinreichende Bedingungen dafiir konstruieren, dass der Mehrschritt-Schétzer
zumindest nicht weniger effizient ist als der Einschritt-Schétzer.
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Satz 2.22 (Bedingungen fiir vergleichbaren Effizienzgrad des Mehrschritt-Schitzers):
Gilt fiir die Grenzwerte

~

— oA <L <1, je{1,... d
Tl Nl ij 9 J E{ 9 7p} oder
T Vi

— = A< —— <1, k 1,...,

T 2< g e{p+ q}

mit asymptotischer Kovarianzmatrix V von 8 und M = A=' - B - (A=1)T, dann ist der
Mehrschritt-Schéitzer 6 nicht weniger asymptotisch effizient als der Einschritt-Schétzer
.1

Es gibt sogar spezielle Situationen, in denen keiner der Schitzer effizienter ist als der
andere. Dann vergleicht man den Effizienzgrad fiir die Marginal- und fiir die Copulapa-
rameter separat. Nehmen wir zum Beispiel den Fall, dass Phasen des Nicht-Uberlappens
der beobachteten Daten deutlich linger sind als Zeitriume mit Uberschneidungen. Dann
ist der Mehrschritt-MLS fiir die Marginalparameter effizienter, fiir die Copula-Parameter
ist dagegen der Einschritt-MLS der effizientere Schétzer.

2.4. Ausblick

Dieses Kapitel diente vorwiegend einem knappen Einblick in die Theorie der Copulas und
die vielen Facetten der Parameterschitzung, welche sehr ausfiihrlich beschrieben wur-
de. Wir haben zunichst zentrale Aussagen iiber Copula-Funktionen knapp festgehalten,
auf denen die praktischen Anwendungsmoglichkeiten in der Statistik beruhen. So wur-
den unter anderem Verfahren zur Simulation von abhingigen Zufallspaaren mit Hilfe von
Copula-Funktionen veranschaulicht sowie niitzliche Klassen von Copula-Funktionen je-
weils mit ihren Vorziigen und Nachteilen vorgestellt. Schlieflich haben wir (mit Blick
auf die inhaltliche Verbindung zu Kapitel 1 im nachfolgenden Kapitel) einige detaillierte
Vorbereitungen auf die parametrische Schiatzung von copula-basierten Zeitreihenmodellen
geboten.

Einige weitere Anwendungsgebiete von Copulas wie die copula-basierte Analyse von Ab-
hangigkeitsstrukturen beispielsweise fiir die Typen monotone Abhdngigkeit oder Abhdn-
gigkeit in den Flanken (englisch tail dependence) werden in eingangs erwidhnten Einstiegs-
werken vorgestellt. Das Ziel dieser Arbeit stets im Hinterkopf, haben wir bewusst auf
Mlustrationen dieser Konzepte verzichtet. Daher schliefen wir dieses Kapitel mit einem
nur sehr kleinen Ausblick iiber Aktuelles aus dem Themengebiet der Copula-Funktionen.

11Vgl. [30], S. 153.
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Viele finanzwissenschaftliche Zweige der Mathematik wie das Risikomanagement, zum
Beispiel in der Kreditrisikoanalyse, haben die Theorie und Anwendung von Copulas in-
zwischen vollstindig verinnerlicht und deren Niitzlichkeit ist mittlerweile allgemein aner-
kannt. Doch trotz der Vielzahl umfassender Entwicklungen gibt es meist keine allgemeine
Erweiterung von bivariaten Modellen auf héhere Dimensionen. Erschwerend kommt hinzu,
dass man die Stetigkeit der eindimensionalen Verteilungen bend&tigt, um aus diesen eine
eindeutige multivariate Verteilungsfunktion zu konstruieren. So gibt es etwa noch wenig
Fortschritt hinsichtlich der Analyse der Abhéngigkeitsstruktur fiir nicht-stetige Vertei-
lungsfunktionen. Da die Idee hinter den Copula-Funktionen ein noch relativ neues Kon-
zept ist und die Kluft zwischen Theorie und Praxis vor allem in der Okonometrie fiir viele
nicht schmal genug sein kann, trifft sie nicht iiberall auf volle Zustimmung. Heftige Kritik
am ,Hype* um dieses Thema iibt etwa beispielsweise [24], welchen wir mit folgendem Satz

zitieren wollen:

It is contradictory that in risk management, where one observes a lot of

dependence through time, copulas are applied most frequently.

Dass man an diesem Schwachpunkt jedoch mehrfach anzusetzen versucht hat, zeigen wir
nun im nichsten Kapitel dieser Arbeit, in dem wir bei unserer Modellierung einen zeit-
variierenden Abhéngigkeitsparameter fiir eine Copula zugrundelegen werden. Dort wird
ein copula-basiertes Zeitreihenmodell vorgestellt, entwickelt auf dem Grundgedanken der
Copula-Theorie, univariate Modelle (ndmlich die Marginalmodelle) mit einer Copula-

Funktion zu einem multivariaten Modell zu verkniipfen.



Kapitel 3

Copula-GARCH-Modelle

Stellen wir uns als motivierendes Beispiel zwei verschiedene Wahrungskurse vor. Gehen
wir davon aus, dass jeweils eine Student-t-Verteilung die bedingten univariaten Vertei-
lungsfunktionen der Devisen am adéquatesten beschreibt. Will man nun die gemeinsame
Verteilung modellieren, hat man nur die bivariate t-Verteilung als passende Erweiterung
zur Verfiigung. Allerdings haben wir auch schon Kapitel in 2 (Abschnitt 2.3) erfahren, dass
die Randverteilungen einer multivariaten elliptischen Verteilung, zu denen die t-Verteilung
bekanntlich gehort, exakt vom gleichen Typ sein miissen. Doch wire dies ziemlich restrik-
tiv, wenn zwei ungleiche t-verteilte Devisenkurse stets identische Freiheitsgrad-Parameter
hétten.

Die Schwierigkeit in dieser Situation wire bei vernachlissigbar kleinen Unterschieden zwi-
schen den Randverteilungen noch einigermafsen zu ignorieren. Wir méchten aber auch in
der Lage sein, zwei vollig voneinander verschiedene Zeitreihen gemeinsam zu modellieren,
beispielsweise einen Wéahrungskurs und den Kurs einer Aktienrendite, so dass die Rand-
verteilungen tiberhaupt nicht mehr vergleichbaren Typs sein miissen und wir somit nicht

ohne Weiteres auf eine gegebene bivariate Verteilung zuriickgreifen kénnen.

In diesem Kapitel machen wir uns deswegen die Aussagen und Folgerungen aus Sklars
Theorem (Satz 2.5) aus Kapitel 2 zunutze, die uns erlauben, die n-dimensionale gemein-
same Verteilungsfunktion in ihre Randverteilungen und in eine Copula zu zerlegen, mit

der man vollstindige Informationen {iber die Abhéngigkeitsstruktur zur Verfiigung hat.

Eine der Implikationen gab uns Folgerung 2.6: Nun kénnen wir nach den in Kapitel 1
kennengelernten Regeln die univariaten Finanzzeitreihen separat modellieren — zu vol-
lig inhomogenen Modellannahmen (wie etwa an die Verteilungsparameter oder gar die
Verteilungsklasse, an die Sample-Size und sogar an das univariate Modell selbst) — und
schlieflich deren univariate Verteilungen als Randverteilungen eines héherdimensionalen
Modells auffassen, das es in einem zweiten Schritt mit Hilfe einer Copula-Funktion anzu-
passen gilt.

Der Nutzen dieser Vorgehensweise ist enorm, gerade da die vorhandene Literatur zur uni-
variaten Modellierung eine wesentlich hohere Auswahl an flexiblen parametrischen Vertei-
lungsfamilien als zu multivariaten Verteilungen zu bieten hat. Aufserdem sind meist auch
multivariate GARCH-Erweiterungen aufgrund der komplexen Kovolatilitdtsgleichungen
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nur sehr mithsam und umstédndlich zu implementieren sowie wegen des erhohten Grad-
bedarfs mit zu hohem Rechenaufwand verbunden, da die Dimension der zu schitzenden
Parameter mit wachsender Beobachtungsdimension n rapide ansteigen kann (vergleiche
etwa Kapitel 1, Abschnitt 1.3).

Auch haben wir in Kapitel 2 erkannt, dass man die Theorie der (unbedingten) Copula-
Funktionen in die Sprache der bedingten Copulas iibersetzen kann. Daraus folgt fiir uns,
dass wir (bedingte) Copulas in jedem Fall in den finanzokonometrischen Kontext der
Volatilitdtsmodellierung einbauen kénnen.

Dieses Kapitel stellt die inhaltlichen Entwicklungen der ersten beiden Kapitel in einen
sinnvollen Zusammenhang. Zuerst werden wir in Abschnitt 3.1 copula-basierte Volatili-
tdatsmodelle als eine eigene multivariate Modellkategorie klassifizieren und von anderen
Modellklassen abgrenzen. In Abschnitt 3.2 wird ein solches copula-basiertes multivariates
GARCH-Modell dann beispielhaft prisentiert und in einer Simulationsstudie auf deren
Tauglichkeit hin gepriift. Hier werden wir den grundlegenden Modellaufbau sowie die
Simulation und Schitzung im Einzelnen ndher betrachten, wobei wir auf die in den Kapi-
teln 1 (Abschnitt 1.2.2) und 2 (Abschnitt 2.3.2) behandelte Schitztheorie (fiir GARCH-
Modelle beziehungsweise copula-basierte Modelle) zuriickgreifen werden.

3.1. Copula-basierte Volatilitaitsmodelle

Sei fiir diesen Abschnitt zunéchst die diskrete Zeitindexmenge T nicht ndher spezifiert.
Die Komponentenindexmenge I sei definiert durch I := {1,... n} fiir eine beliebige, feste

Dimension n > 2.

Copula-basierte Volatilitdtsmodelle finden sich in der aktuellen Forschung seit wenigen
Jahren vergleichsweise hiufig, doch versucht meist jeder Autor auf seine eigene Weise eine
formale Eingrenzung der Modellklasse. Aufgrund des vielfachen praktischen Erfolgs der
GARCH-Modelle fiir grundlegende univariate Volatilitdtsuntersuchungen ist bei diesen
dann fast immer von Copula-GARCH-Modellen die Rede.

Zwar lauft dieses Kapitel ebenso darauf hinaus, ein solches sehr vereinfachtes Modell zu
priasentieren, hauptséichlich jedoch zu dem Zweck die Einfachheit der Implementierung zu
veranschaulichen. Wir versuchen hier in der Tat eine konventionelle Definition der Mo-
dellklasse zu liefern — auch unter probabilistischen Aspekten hinsichtlich der zugrunde-
liegenden stochastischen Prozesse. Letztere Intention bedient sich vorwiegend der in den
Kapiteln 1 und 2 bereits in Grundziigen geschaffenen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Grundlagen.
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In |20] werden nachfolgend definierte copula-basierte Volatilititsmodelle als sogenannte
CMD-Modelle beschrieben (aus dem Englischen copula based multivariate dynamic). Wir
werden dieses praktische Kiirzel aus Griinden der Einfachheit adaptieren.

3.1.1. Probabilistische Definition

Gehen wir ab jetzt nur noch von stetigen Verteilungsfunktionen fiir alle nachfolgend be-
handelten Zufallsvariablen aus, so ldsst sich eine erste Definition von CMD-Modellen

formulieren:

Definition 3.1 (Copula-basiertes Volatilitdtsmodell, CMD-Prozess):

Sei (r¢)ier mit v, = (r41,...,7¢,)  eine Renditezeitreihe, die in nicht niher definierter,
deterministischer Weise vom Zufallsshock (z;)ier mit z; = (21,...,2:,)  abhinge. Mit
Fio1:=o0(rs: s <t —1) sei die Informationsgesamtheit aller bereits vergangener Kurs-
verldufe symbolisiert. Wir treffen weiterhin folgende Annahmen:

(a) Der Zufallsshock z; habe zu jedem Zeitpunkt ¢ € T die univariaten Randverteilungs-
funktionen Fi, ..., F,.

(b) Der Vektor u; = (us1,...,ur,)" habe zum jeweiligen Zeitpunkt ¢t € T die beding-
te n-Copula Cy(u; | Fi—1) als (im Allgemeinen zeitabhdngige) multivariate bedingte
Verteilungsfunktion.

(c) Fiir den Zusammenhang zwischen z, und u; gelte schlieblich u,; = F;(2; | Fi—1), fiir
allet € Tund i € I.

Sind diese Bedingungen fiir die Abhéngigkeit der Zufallsshock-Komponente erfiillt, ausge-
driickt mit Hilfe der bedingten Copula C}, dann nennen wir das n-variate Volatilitdtsmo-
dell fiir (ry)ier copula-basiert oder ein CMD-Modell. Den n-dimensionalen Renditeprozess
(r¢)ier wollen wir in diesem Kontext mit CMD-Prozess bezeichnen.

Bemerkungen:

e In dieser Definition kénnen wir nun mit
Ht(zt ‘ -;Ct—l) = Ct<F1(Zt,1 ’ft—l)a - >Fn(2t,n ’ ft—1) |~7:t—1) = Ct(ut,b ceey Uy | ft—l)

eine eindeutige multivariate (gegebenenfalls zeitlich variierende) bedingte Verteilung
fiir das CMD-Modell festlegen.

e Im allgemeinen Fall haben wir bewusst die Copula C}; als zeitabhéngig eingefiihrt.
Dies bedeutet einfach, dass der zeitabhidngige Vektor u; nicht fiir alle Zeiten ¢ €
T die gleiche Copula-Funktion als multivariate Verteilungsfunktion besitzen muss.
Insbesondere handelt es sich aber bei den Komponenten von u; stets um uniform
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verteilte Zufallsvariablen, wie auch der Zusammenhang aus Punkt (¢) verdeutlicht
(vergleiche auch Satz 2.2). Fiir weiterfithrende Ansiitze zu zeitabhéngigen Copulas
siehe [10].

e Die Zeitabhingigkeit einer Copula wird im parametrischen Fall, von dem wir in
der gesamten Arbeit ausgehen, durch zeitlich verdnderliche Parameter ausgedriickt.
Das heifst aufkerdem, dass wir innerhalb des Zeitverlaufs in unserem Modellkontext
nicht zwischen Copula-Familien wechseln, sondern uns nur innerhalb einer vorher
festgelegten Familie bewegen werden und lediglich den Parameter variieren lassen.
In Unterabschnitt 3.2.1 werden wir solche Spezifikationen der Copula-Parameter

vornehmen und néher beschreiben.

Fiir alle nachfolgenden Betrachtungen werden wir eine bestimmte CMD-Unterklasse ndher
betrachten, namlich die Copula-GARCH-Klasse.

Definition 3.2 (Copula-GARCH-Modell, Copula-GARCH-Prozess):

Sei p = (p1,...,pn)" beziehungsweise q = (q1,...,¢,)". Ein CMD-Modell heift
Copula-GARCH(p,q)-Modell, wenn es sich bei allen univariaten Marginalmodellen um
GARCH(p;,q;)-Modelle, i € I, handelt. Das heifst fiir die Renditezeitreihe (r)ier mit
Volatilitit (07)er gilt der Zusammenhang

Tti = Ot Zti (3.1)

Pi qi
k=1 j=1

fir t € T und ¢ € L. Die (multivariate) Zeitreihe (ry)ier wird dann Copula-GARCH-
Prozess genannt, wobei a&) #0# ﬁéf) fiir alle ¢ € T zur Eindeutigkeit der Grade p und ¢
gesetzt wird.

Copula-GARCH-Modelle sind also CMD-Modelle, bei denen der deterministische Zu-
sammenhang zwischen Rendite und Zufallskomponente Rand fiir Rand durch univariate
GARCH-Modelle konkretisiert sind.

Bemerkungen:

e Es sei angemerkt, dass als Lockerung der global homogenen Zeitindexmenge T in
dieser Modellkonstellation fiir jedes Randmodell auch wieder unterschiedliche Be-
obachtungsumfinge und eine Schitzung in mehreren Stufen méglich sind, denn die
Parameter des einen Marginalmodells hdngen nicht von den Parametern der iibrigen
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Komponenten ab (fiir die schétztheoretische Beschreibung siehe auch Unterabschnitt
2.3.2).

e Man macht sich leicht klar, dass bestimmte in Kapitel 1, Unterabschnitt 1.3.2, vor-
gestellte multivariate GARCH-Modelle zu der Copula-GARCH-Klasse gehoren, an-
dere wiederum nicht: Mit standardnormalverteilten GARCH-Residuen (z;)er ist
beispielsweise das CCC-Modell dquivalent zu einem Copula-GARCH-Modell mit
entsprechenden univariaten GARCH(p,q)-Marginalprozessen (p und ¢ unabhéngig
von ¢ € I) und einer sie verbindenden Gauk-Copula. Dagegen zéhlen alle allgemeinen
Typen der VEC-GARCH-Modelle (auch BEKK) nicht dazu.

Bevor wir uns iiber die praktischen Konsequenzen der gerade behandelten Modellklasse
Gedanken machen, ist es sinnvoll und auch nétig zu kléren, ob ein (streng) stationirer
Copula-GARCH-Prozess iiberhaupt existiert. Bei einem Copula-GARCH-Modell mit ei-
ner zeitkonstanten Copula C' geniigt es zu verlangen, dass fiir jede Komponentenzeitreihe
(req)er, @ € L, eines Copula-GARCH-Prozesses die entsprechenden Kriterien fiir Statio-
naritit an die GARCH-Parameter gleichzeitig gelten miissen. Da wir dann mittels Sklars
Theorem (Satz 2.5) eine eindeutige zeitkonstante multivariate (bedingte) Verteilung fiir
die GARCH-Residuen (z;)er, und damit fiir (r;)er, festlegen konnen, bestimmen alle
Stationaritatskriterien fiir jeden Randprozess gemeinsam die Stationaritdt des gesamten
Vektorprozesses (r;)icr. Bei einer zeitvariierenden Copula allerdings, so [29], gibt es ak-
tuell keine mit den univariaten Stationaritétskriterien vergleichbaren Ergebnisse in der
Literatur. Geeignete Restriktionen fiir jede univariate Randzeitreihe sowie die Copula
(beispielsweise an den zeitvariierenden Copula-Parameter fiir eine feste Copula-Familie)
konnten im Zweifelsfall nicht ausreichen die gewiinschte Stationaritit zu garantieren, son-
dern es miissten gegebenenfalls komplexe komponenteniibergreifende Bedingungen gestellt
werden. Wir setzen daher der Einfachheit halber die Stationaritit als Eigenschaft einer
CMD-Zeitreihe a priori voraus.

Folgerung 3.3:

Die Konstellation fiir einen Copula-GARCH(p,q)-Prozess (r)icr aus Definition 3.2 er-
laubt im Falle einer parametrischen Spezifikation eine Schitzung der Parameter geméf
der mehrstufigen Maximum-Likelihood-Schitzung aus Kapitel 2 (Unterabschnitt 2.3.2).
Bezeichnen wir mit 8; = (w®,al?, ... o), 89 ... BT i € I, den Vektor der GARCH-
Parameter fiir jedes individuelle Marginalmodell, und mit . den Copula-Parametervektor,

so konnen wir nun durch

(1.) 6, = argmaxy L;(0;), i € I, und

(2.) 0. := argmax,_ Ec(gl, . ,gn,Oi),
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formal also durch die separate Maximierung der Funktionen L,,...,L, und L., den
~ ~T ~T ~T
Mehrschritt-Schétzer 6 := (6, ,...,0,,0.)" fiir den Gesamt-Paramtervektor ermitteln.

Dabei hat die Log-Likelihood-Funktion die Gestalt

£0)=3 £.0) + £.0)

::zzgt,i(ei) + ZEW(G)

i=1 t=1

= Z Z In (fi|t71(zt,i; 01)) +

i=1 t=1

T
+ Y I (epr (Fap1(20150), -, Fupp1(200360);0)),
t=1

(3.3)

die wir bereits aus Kapitel 2 (Unterabschnitt 2.3.2) kennen. Im kommenden Unter-
abschnitt, der Simulationsstudie, werden wir nun die Dimension, die Sample-Size, die
Copula-Familien und schliefslich auch die Log-Likelihood-Funktionen konkreter angeben.

3.2. Simulationsstudie

Nun mochten wir im Rahmen einer Simulationsstudie herausfinden, ob die eben angedeu-
tete Parameterschitzung in mehreren Schritten tatsdchlich bei mehrfacher Durchfiihrung
des gleichen Simulationsexperiments die beschriebene Theorie iiber die Asymptotik des
Mehrschritt-Schitzers 8 (vergleiche Kapitel 2, Unterabschnitt 2.3.2) bestatigt.

In der Simulationsstudie haben wir uns fiir eine einheitliche Sample-Size von T' := 2500
entschieden, so dass T := {1,...,2500} fiir jede der insgesamt n = 2 Zeitreihen (7;1)er
und (r¢2)er gelte. Die Simulationsstudie wurde insgesamt N = 1000 Mal durchgefiihrt.

Im nachfolgenden Abschnitt stellen wir zunéchst den verwendeten Modellaufbau fiir die
Renditezeitreihe (r;);er mit v, = (ryq,7:2)" inklusive der getroffenen Verteilungsannah-
men fiir die GARCH-Residuen z; = (2;1,22)' vor. Dies umfasst zwei GARCH(1,1)-
Prozesse mit leicht unterschiedlichen Parametern fiir die Simulation. Anschliefsend be-
handeln wir insgesamt vier Kombinationen von verwendeten Copula-Spezifikationen (zwei
zeitkonstante, zwei zeitvariierende). Die letzten beiden Abschnitte befassen sich dann
mit einer groben Formulierung der verwendeten Algorithmen sowie der Prisentation der

Schétzergebnisse im Rahmen der Simulationsstudie.
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3.2.1. Modellaufbau

Marginalmodelle

Wie erwihnt, handelt es sich bei den Randmodellen unserer Simulationsstudie um zwei
univariate Copula-GARCH((1,1)7,(1,1)")-Modelle mit je standardnormalverteilten Re-
siduen, das heifst

1 = 0¢1 0 2t (34)

‘7t2,1 =w 4 0451) ‘7352—1,1 + 5?) : Ut2—1,1 (3.5)

201 ~N(0,1) =@, upq = D(ze1 | Fron) (3.6)
sowie

Tt2 = 0t2 212 (3.7)

Ut2,2 =w® 4 0452) 'Tt271,2 + 5%2) '0-15271,2

Zt72 ~ N(O, 1) = CI), ut’g = @(2@2 ‘ thl)- (39)
Als Parameter fiir die Simulation haben wir in unserer Studie

(WD, w®T = (1,00-107%,1,00- 1047,
(Oégl), OégZ))T = (07197 0715)Ta
(31", 8)" = (0,80,0,83)"

gewéhlt (siehe auch Anhang A).
Dabei wird die gegenseitige Abhangigkeit durch die bedingte 2-Copula
Ct(ut ‘ -7:1571) = Ct(q)(zt,l ’ft—l), ‘I)(Zt,Q | ~7'—t71) |‘7:t71)

als bedingte Verteilung des Zufallsvektors u; := (us1,u2)" bestimmt. Diese spezifizieren
wir als Néchstes.

Copula-Spezifikation
Wir mochten nun einige mégliche Spezifizierungen der verwendeten Copula-Funktionen

angeben: je zwei Vertreter der elliptischen Copula-Klasse mit jeweils zeitkonstantem und

zeitvariierendem Korrelationsparameter.



Kapitel 3. Copula-GARCH-Modelle 58

(i) Zeitkonstante Copula
Zur Wahl stehen die beiden elliptischen Copulas, die bivariate Gauk-Copula C, und die
bivariate t-Copula C, . Diese haben jeweils die Copula-Dichten

(a) Gauf-Copula:

1 2 — 2pxy + 1?
C) . _ 3.10
C(ut,la Ut 25 p) 27T\/1_7p2 €xXp < 2(1 . pQ) ’ ( )

(b) t-Copula:

( ) 1 1+:c2—2pxy+y2 -
clu Uts s V)= ———
t,15 tos P o 1—p2 V(l _p2) )

(3.11)

unabhiéngig fiir alle t € T, siehe auch Gleichungen (2.11) beziehungsweise (2.12) in Kapitel
2 (aus dem Beispiel auf Seite 39), wobei p der lineare Korrelationskoeffizient und v der
Freiheitsgrad-Parameter fiir die t-Copula sei. Obige Copulas (beziehungsweise Copula-
Dichten) sind als zeitkonstant angegeben. Hier sind konkret die gewihlten Parameter
6 = p = 0,7 bezichungsweise 8 = (p,v)" = (0,7;6) " zu schitzen gewesen.

(ii) Zeitabhdngige Copula: Time Varying Correlation (TVC)

Einer Sperzifikation von [37] vergleichbar, definieren wir den zeitvariierenden Korrelati-
onsparameter p; der Copula-Dichten (3.10) respektive (3.11) mittels einer Gleichung der
allgemeinen Gestalt

Pt = (1 —a — b)pTvC + bet_l + bpt_l, (312)

wobei die Einflussvariable
2?1_01 Zt—k,1 * Rt—k,2
: : b) m Z n?
\/( ZZ)l Zt{k;,l) : ( ZL:_ol Zthk,Q)

die (empirische) Korrelation zwischen den Residuen der vergangenen m — 1 Perioden

§ =

darstelle. Mit dem zeitvariierenden Copula-Parameter p; erhalten wir nun fiir die obigen
Copula-Dichten die zeitabhéngigen Versionen:

(c) Gauk-Copula:

1 x2—2,0txy+y2>
c(up 1, uro; p ,a,b:—-exp<— , teT, 3.13
(tl t,2y PTVC ) 2#\/1—7p% 2(1—p3) ( )
(d) t-Copula:
C\Ut,1, Uty P , @, 0, V) = —s ) . .
t,1 t TVC 27T 1 — pt2 V(l - p%)



Kapitel 3. Copula-GARCH-Modelle 59

Als spéter zu schitzende Parameter haben wir ppye = 0,7, a = 0,2 und b = 0,5 gewéhlt,
fiir die gesamte Simulationsstudie setzten wir m = 5 als festen und nicht zu schdtzenden
Parameter.

Der Freiheitsgrad-Parameter v der t-Copula aus Gleichung (3.14) wurde der Einfachheit
halber in jedem Fall als zeitkonstant angenommen, als Wert in der Simulationsstudie
wurde v = 6 gewéahlt.

Bleiben wir weiterhin bei der Bezeichnung . fiir den Parametervektor der gewéhlten Co-
pula, so erhalten wir jetzt insgesamt folgende vier Kombinationen fiir die Spezifikationen:

(a) Gauk-Copula ohne TVC: 0.=p (3.15)
(b) t-Copula ohne TVC: 6.= (p,v)" (3.16)
(¢c) Gaub-Copula mit TVC: 6. = (prvc, a,b)’ (3.17)
(d) t-Copula mit TVC: 6. = (prve,a,b,v)’ (3.18)

Auf die Buchstaben (a) bis (d) wird im folgenden Kontext weiterhin verwiesen.

3.2.2. Algorithmen zu Simulation und Schatzung

Mittels der Inversionsmethode (Kapitel 2, Algorithmus 2.13) erhalten wir stets zwei Zu-
fallszahlen zu gegebener Copula, die mit oder ohne TVC spezifiziert werden kann.

Doch wie sieht die Simulation Schritt fiir Schritt aus? Der Modellaufbau im letzten Ab-
schnitt ist bewusst in der Reihenfolge der mehrstufigen Schétzung formuliert worden,
die Simulation erfolgt dagegen in umgekehrtem Ablauf. Dabei unterscheiden wir folgende
beiden Algorithmen, je nach Zeitvariation oder Zeitkonstanz der Copula-Parameter.

Algorithmus 3.4 (Simulation mit beliebiger Copula, ohne TVC):

Sei C' die zuvor festgelegte Copula (Gaufk- oder t-Copula).

(1.) Generiere zum festen Parameter p (und v) eine Folge von Realisationen der Zeitreihe
w, = (ug1,u2) ! so, dass u, | Foy ~ C fiir t =1,...,2500.

(2.) Mittels z; = (ID‘l(um-), 1 = 1,2, transformiere jede der beiden Komponenten fiir
t=1,...,2500 (damit erhalten wir alle normalverteilten GARCH-Residuen).

(3.) Entwickle nun die beiden GARCH(1,1)-Prozesse zu gegebenen Parametern: Erzeuge
dazu nacheinander alle Volatilitédten o7, i = 1,2, gemék (3.5) beziehungsweise (3.8)
fiir ¢t = 1,...,2500 und ermittle anschliefsend die simulierte Renditezeitreihe durch
(3.4) beziehungsweise (3.7).



Kapitel 3. Copula-GARCH-Modelle 60

Algorithmus 3.5 (Simulation mit beliebiger Copula, mit TVC):

Sei C' die zuvor festgelegte Copula (Gauf- oder t-Copula).

(1.) Generiere zum festen Parameter pryc (und v) zuerst m = 5 Initialwerte von Realisa-

tionen der Zeitreihe ud*t = (uP )T 5o, dass uP™ | F,_ ~ C firt =1,...,5.

(2.) Mittels z; := @ '(ufi™"), i = 1,2, transformiere jede der beiden Komponenten fiir
t=1,...,5

(3.) Fiir jeden iibrigen Zeitpunkt ¢ = 6, ...,2500 erzeuge dann jeweils abhéngig von den
Initialwerten aus Schritt (1.) und den restlichen Parametern a und b abwechselnd

(i) einmal die Korrelation p; geméf (3.12) sowie

(ii) einmal die restlichen Paare ul®® = (uRst yReH)T mit ulest | F,_; ~ C zum

eben berechneten Copula-Parameter p;.

Anschliefend fiihre stets auch die Transformation z;; := <I>_1(ut7i), 1 = 1,2 durch
(damit erhalten wir alle normalverteilten GARCH-Residuen).

(4.) Entwickle den GARCH(1,1)-Prozess zu gegebenen Parametern: Erzeuge dazu nach-
einander die Volatilititen o7;, 7 = 1,2, geméaf (3.5) beziehungsweise (3.8) fiir ¢ =
1,...,2500 und erhalte anschliekend die simulierte Renditezeitreihe durch (3.4) be-

ziehungsweise (3.7).

Die parametrische Schéitzung wurde bei unserer Simulationsstudie stets mit dem
Mehrschritt-Maximum-Likelihood-Verfahren durchgefiihrt. Dazu wurden in den vier
Optionen (a) bis (d) die folgenden Log-Likelihood-Funktionen (gemif Gleichung 3.3)
verwendet:

(a) £(0) = L1(61) + L2(02) + Lc(61,0:,p)

(b) L(0) = L1(01) + L2(02) + L.(01,04,p,v)

(c) L£(0) = L1(01) + L2(02) + Lc(61,02, prve, a,b)
(d) £(0)=L1(01) + L2(02) + L.(01,05, prvc,a,b,v)

Dabei verlauft der erste Schritt der mehrstufigen Schitzung, die Schéitzung der GARCH-
Parameter, jeweils identisch, ndmlich nach der Maximum-Likelihood-Methode aus Unter-
abschnitt 1.2.2 in Kapitel 1. Der zweite Hauptschritt, die Schitzung der Copula-Parameter
bedingt auf die GARCH-Schétzer aus dem vorigen Schritt, erfolgt dagegen je nach Fall
leicht unterschiedlich: sind bei (a) und (b) (ohne TVC) jeweils nur die zeitkonstanten
Copula-Parameter zu schitzen, so miissen bei (¢) und (d) zusétzlich die TVC-Parameter
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geschitzt werden, wobei diese die Spezifikation der zeitabhéngigen Copula-Parameter be-

stimmen.

3.2.3. Ergebnisse der Simulationsstudie

In Anhang A sind die mittleren Schitzwerte und Standardabweichungen sowie die Ergeb-
nisse des Tests auf Normalitdt aus der Simulationsstudie mit Optionen (a) bis (d), bei
N = 750 Durchlidufen zunéchst iibersichtlich in Tabellenform aufgefiihrt. Anschliefend
sind alle Dichte-Plots fiir jeden einzelnen Schétzer angefiigt. Die Theorie aus Satz 2.21,
Kapitel 2, sagt eine asymptotische Normalitéit fiir den Mehrschritt-Schitzer voraus. Um
dies zu testen, haben wir jeweils das Verfahren nach Shapiro verwendet. Im Folgenden
diskutieren wir kurz die Ergebnisse.

Die Optionen (a) und (b), beide ohne die TVC-Spezifikation, liefern trotz der geringen
Sample-Size von T" = 2500 recht genaue Ergebnisse bei der Parameterschéitzung, wie man
an den Standardfehlern erkennen kann (siehe Tabelle A.2). Der Normalitéitstest deutet
jeweils sehr stark auf eine Normalverteilung hin, mit Ausnahme der sehr kleinen GARCH-
Parameter w(, i = 1,2. Dies kann man auch schon auf den ersten Blick iiber die Dichte-
Plots bei fast allen Parametern aufer diesen erkennen. Des Weiteren rufen die TVC-
Parameter a und b recht niedrige p-Werte der entsprechenden Teststatistik hervor, ebenso
wie in den t-Copula-Varianten die Marginalparameter o!” (Option (b)) beziehungsweise
B (Option (d)) und jeweils der Freiheitsgrad-Parameter v.

Bei den TVC-Ansitzen in den Optionen (c) und (d) sind zusétzlich noch je zwei Parameter
a und b zu schitzen gewesen (vergleiche Gleichungen (3.17) und (3.18)). Hier war die
Schéitzung im Vergleich zu den zeitkonstanten Copula-Parametern wesentlich ungenauer
(siche Tabelle A.2). Ebenso dauerte die Simulation der Zeitreihe und Optimierung der
jeweiligen Log-Likelihood-Funktion einiges linger, da fiir jede Zeit ¢t = 5,...,2500 eine
eigene Copula-Dichte (zum Parameter p;, geméf Gleichung (3.12)) ausgewertet werden
musste.

3.2.4. Anwendung auf reale Daten

In unserer praktischen Anwendung haben wir Zeitreihen von zwei DAX-Unternehmen, der
Commerzbank und der Deutschen Bank, miteinander verglichen. Die Originaldaten lagen
als Preisindizes vor, weshalb beide Zeitreihen zunéchst zu Renditezeitreihen transformiert
wurden. Anschliefend unterwarfen wir diese Zeitreihen dem gleichen mehrstufigen Schitz-

verfahren wie zuvor die simulierten Daten in der Studie.

Im Gegensatz zur Simulation wissen wir bei realen Daten nicht, ob wir bei den Optionen
(a) bis (d) jeweils eine richtige Wahl getroffen haben. Eine géngige Art und Weise, die
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Richtigkeit der Spezifikation zu testen, wire beispielsweise die jeweiligen Log-Likelihood-
Maxima zu vergleichen. Diese betrugen bei den vier Optionen:

Insgesamt sind also die t-Copula-Optionen den Gaufs-Copula-Optionen (Optionen (b) und
(d) gegen (a) beziehungsweise (c)) vorzuziehen. Die Spezifikation mit der zeitvariierenden
t-Copula (Option (d)) wiirde vor allen anderen bevorzugt, denn bei dieser wird der hchste
Log-Likelihood-Wert erreicht.

Das gesamte Schétzergebnis ist in Tabelle B.1 in Anhang B aufgefiihrt, ebenso wie die
Plots der Preis- und Renditezeitreihen sowie des zeitabhingigen Korrelationskoeffizienten
pr aus den TVC-Spezifikationen (c¢) und (d). Bei Betrachtung des Zeitverlaufs stellt man
fest, dass die Korrelation iiber die Jahre hinweg stets recht hoch war (die Durchschnitte
liegen bei etwa 0,6), allerdings auch eine relativ groke Schwankung aufwies (etwa zwischen
0,3 und 0,8, vergleiche auch Abbildung B.2).

Wir wollen nun zum Abschluss die Vor- und Nachteile der neu entwickelten Copula-
GARCH-Klasse auf kritische Weise betrachten und gegeniiberstellen.

3.3. Diskussion: Vorziige und Schwachpunkte

Wir haben in diesem Kapitel eine neue Klasse von multivariaten Volatilititsmodellen
kennengelernt, bei der die univariaten Randmodelle mit Hilfe des Copula-Konzepts zu ei-
nem Gesamtmodell vereinigt werden. Dabei haben wir uns der Grundlagen und -begriffe
bedient, die zuvor in den ersten beiden Kapiteln eingefithrt wurden. Insbesondere galt
dies fiir die Parameterschitzung, welche in in Kapitel 1 zunéchst fiir GARCH-Modelle im
Univariaten ausfiihrlich behandelt wurde, bevor in Kapitel 2 die entsprechenden Schétz-
verfahren fiir beliebige copula-basierte Modelle erldutert wurden.

Anschliefend haben wir unsere Simulations- und Schitzmethoden in einer Simulations-
studie implementiert und auf ihre Tauglichkeit hin gepriift, die Theorie iiber das asym-
ptotische Verhalten der einzelnen Schitzer zu belegen. Dies ist tatsdchlich zu einem sehr
grofen Teil gelungen, wie sich herausgestellt hat.

Es stellt sich allerdings die Frage, wie sinnvoll die vereinfachten Modellannahmen im Ver-
gleich zur Realitdt sind. Mit dieser Problemstellung haben sich bereits mehrere Autoren
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befasst, so ist unter anderem in [16], [31] oder [1] von mdéglichen erweiterten Modellbe-
dingungen die Rede, die wir kurz auch selbst auflisten wollen:

e Ahnlich wie in Kapitel 1 erwihnt, kénnte man, um den Leverage-Effekt zu be-
riicksichtigen, von einer Aufteilung des Zufallsshocks in unterschiedlich gewichtete
positive und negative Komponenten ausgehen.

e Des Weiteren ist eine alternative Verteilung wie zum Beispiel eine Student-t-
Verteilung oder die sogenannte schiefe t-Verteilung (kurz ST-Verteilung) nach [14]
statt der Normalitdtsannahme durchaus vorstellbar und sogar realitdtsniaher, wie
wir uns in Kapitel 1 bereits klar gemacht haben.

e Fiir die verwendeten Copula-Funktionen gilt Vergleichbares: es sind auch Vertre-
ter aus der archimedischen Familie moglich, jedoch beachte man hierbei, dass die
Parameter nicht mehr den Korrelationskoeffizienten entsprechen. Mdchte man hier
gleichzeitig die Abhéngigkeitsstruktur zeitabhéingig modellieren, macht die TVC-
Spezifikation keinen Sinn mehr. Dagegen kann man auf Rangkorrelationskoeffizien-
ten wie Kendall’s Tau oder Spearman’s Rho zuriickgreifen, fiir die es reine copula-
basierte Darstellungen gibt (vergleiche zum Beispiel [25] oder [19]), und diese dann
zeitlich variieren lassen.

Wie in Kapitel 2 bereits erwiahnt, bleibt auch noch bei der copula-basierten Volatilitéts-
modellierung eines der aktuellen Hauptprobleme erhalten: trotz der Vielzahl umfassender
Entwicklungen gibt es meist keine allgemeine Erweiterung von bivariaten Modellen auf
hohere Dimensionen.

Es sei ferner angemerkt, dass man neben der parametrischen Schitzung auch sehr hiufig
semi- oder nicht-parametrische Schétzverfahren gebraucht, um beispielsweise iiberhaupt
erst einmal die jeweiligen Verteilungsfamilien der Randmodelle zu spezifizieren. Zwar geht
dieser Ansatz auf Kosten der Genauigkeit, dafiir werden aber Falsch-Spezifikationen von
Vornherein vermieden. Entscheidet man sich dennoch fiir die parametrische Schitzung,
so sind weitergehende Tests (allen voran Giite-Tests) von hoher Bedeutung, um gegebe-
nenfalls falschen Spezifikationen auf die Spur zu kommen.

Wir schlieffen nun im nachfolgenden Kapitel die Arbeit mit einer Zusammenfassung und
einem Fazit ab.
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Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit wurden zunichst Einblicke in zwei von einander isolierte The-
mengebiete gewdhrt, um den Leser inhaltlich auf das Hauptthema, die Einfiihrung von
Copula-GARCH-Modellen, vorzubereiten.

Im ersten Kapitel befassten wir uns mit der Thematik der finanzékonometrischen Mo-
dellierung. Dort wurden zunichst Grundbegriffe eingefiihrt, allgemeine, empirisch belegte
Sachverhalte rund um Finanzzeitreihen (Stylized Facts) illustriert und daran ankniipfend
die sogenannten bedingt-heteroskedastischen Modelle (oder Volatilitdtsmodelle) vorge-
stellt. Unser Hauptaugenmerk lag dabei im Univariaten auf den (G)ARCH-Modellen von
Engle (1982) beziehungsweise Bollerslev (1986), die wir kurz veranschaulicht haben und
bei denen wir ausfiihrlich auf die Parameterschitzung eingegangen sind. Ferner befassten
wir uns mit einem Uberblick iiber die multivariaten Erweiterungen dieser Volatilitits-
modelle und gaben als Abschluss des Kapitels einen Ausblick auf weitere Erweiterungs-
moglichkeiten, die die realen finanzwirtschaftlichen Phinomene noch besser nachzubilden

versuchen.

Das anschlieftende zweite Kapitel behandelte die Einfiihrung in die Welt der Copula-
Funktionen. Viele finanzwirtschaftliche Zweige der Mathematik haben mittlerweile das
Konzept vollstandig verinnerlicht, da es sehr flexible Implikationen fiir die Praxis liefert.
Grundlegend kénnen wir die Information, die eine multivariate Verteilungsfunktion eines
Zufallsvektors triagt, in zwei Hauptinformationen aufsplitten: Diejenige der univariaten
Randverteilungen und in die blofse Abhéngigkeitsstruktur. Letztere reprisentieren nun
die Copula-Funktionen: Wahlen wir eine willkiirliche Copula, konnen wir entweder zu-
sammen mit beliebigen univariaten Randverteilungen eine neue multivariate Verteilungs-
funktion erschaffen oder zu gegebener multivariater Verteilung und univariaten Rindern
die Copula vollstindig extrahieren. Je nach Zweck hat beides seine praktischen Vorziige.
In der zweiten Hilfte des Kapitels haben wir uns deswegen auf die moglichen Anwen-
dungsgebiete, Simulation von abhingigen Zufallspaaren bei bivariaten Copulas sowie der
parametrischen Schitzung — allgemein fiir zeitkonstante und fiir zeitabhingige Zufallsvek-
toren (multivariate Zeitreihen) — aus Schétztheoriesicht konzentriert.

Die Grundlagen, die diese beiden Kapitel fiir uns geschaffen haben, ermoglichten uns im
abschliekenden dritten Kapitel eine neue Sichtweise auf das Konstruieren von multiva-
riaten Volatilitdtsmodellen: Mit den nun erlangten Werkzeugen der Copulas kénnen wir
jetzt beliebige (vollig inhomogene) univariate Modelle parallel, aber getrennt, beobach-
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ten und deren Abhéngigkeit mittels einer Copula-Funktion modellieren. Dazu bedienten
wir uns der mehrstufigen Parameterschitzung (Mehrschritt-Schitzung), die wir zuvor
in Kapitel 2 ausfiihrlich beschrieben haben. Nachdem wir zuerst die Modellklasse der
copula-basierten Volatilitdtsmodelle vorgestellt hatten, fiihrten wir danach ein eigenes
sogenanntes Copula-GARCH-Modell ein, bei dem alle Marginalmodelle dem GARCH-
Konzept folgten. Als Tllustration konstruierten wir anschlieffend ein eigenes bivariates
Copula-GARCH-Modell, das wir in einer Simulationsstudie umfassend getestet haben.
Die Mehrschritt-Schitzung wurde hierbei per Hand implementiert und auf die vier Op-
tionen (a) zeitkonstante Gauk-Copula, (b) zeitkonstante t-Copula sowie (c) zeitabhéngige
Gauf-Copula und (d) zeitabhingige t-Copula angewandt. Dabei hatten wir als einzigen
zeitvariierenden Copula-Parameter gerade den linearen Korrelationskoeffizienten gew#hlt,
den wir einer Time-Varying-Correlation-Spezifikation zuordneten. Alle Schétzungen liefer-
ten zuverlédssige und recht genaue Ergebnisse und auch die jeweiligen Mehrschritt-Schitzer
wiesen bereits Andeutungen der Asymptotik auf, die in Kapitel 2 theoretisch vorhergesagt

wurde.

Auf den gleichen Schéatzoptionen basierend wurden auch reale Daten verwendet, um die
implementierte Methodik in der Praxis auszuprobieren: Hierbei entschieden wir uns fiir
Werktageswerte von Renditezeitreihen der beiden DAX-Unternehmen Commerzbank und
Deutsche Bank aus einem Zeitraum von jeweils knapp 15 Jahren. Dabei stellte sich heraus,
dass die Korrelation als Copula-Parameter recht hoch, aber auch sehr schwankend iiber die
Zeit hinweg war, was auf jeden Fall fiir eine TVC-Spezifikation sprach. Aufserdem schien
die t-Copula die geeignetere und der Gaul-Copula vorzuziehende Alternative zu sein. Die
Ergebnisse haben wir zur Ergénzung als Grafiken und Tabellen im Anhang verfiigbar
gemacht.

Aktuelles und Ausblick

Momentan ist A. Patton der wohl ambitionierteste unter den Autoren, welche die Welt
der Copulas und GARCH-Modellierung in Einklang bringen méchten. So widmete er etwa
seine gesamte Dissertation (|28]) diesem Themenbereich, aus der mitunter auch der lesens-
werte Artikel [29] mit einer Anwendung auf Wechselkurse stammt. Auch die Publikation
[30], an die sich der schétztheoretische Teil unseres Hauptthemas groftenteils anlehnte,
ist in dieser Abhandlung zu finden. Letztere Arbeit wird auferdem in [16] als Grundlage
fiir ein eigenes Copula-GARCH-Modell mit einer ST-Verteilung verwendet, aus der unsere
Idee mit der zeitabhéngigen Korrelation (TVC) herriihrte. Ein weiteres Essay von Patton
([31]) gibt schlieflich einen Uberblick iiber copula-basierte Modelle fiir Finanzzeitreihen.

Interessante Aspekte der Copulas in Verbindung mit GARCH-Modellierung werden des
Weiteren im Aufsatz [1] aufgezeigt, in dem eine effiziente Bayes-Schitzung beschrieben



Schlusswort 66

und durchgefiithrt wird (auch mit archimedischen statt elliptischen Copula-Funktionen);
ebenfalls informativ ist [13| mit einem recht aktuellen Einblick (Stand 2009) in dyna-
mische Copula-Modelle. Weiterfiihrende Anwendung von Copula-GARCH-Modellen auf
Deutsch findet man beispielsweise in [38] mit Blick auf die Schéitzung von Risikomafen wie
etwa dem Value-at-Risk fiir ein Risikoportfolio. Allgemeines iiber Copulas und auch ihre
Anwendung in der Praxis jenseits der Zeitreihenanalyse liefern in der deutschsprachigen
Literatur unter anderem die Arbeiten [27] und [32].

Abschliefsend bleibt festzuhalten, dass wir die copula-basierte GARCH-Modellierung als
sehr méchtiges und hdchstinteressantes multivariates Konzept kennengelernt haben, das
in dieser Bachelorarbeit nur sehr vereinfacht dargestellt werden konnte. In der Okonome-
trie geniefen Copulas aktuell ohnehin {iberaus hohe Aufmerksamkeit, da sie sehr vielseitig
und flexibel einsetzbar und mit ihnen komplexe Modelle konstruierbar sind. Noch dazu
machen gerade diese Vorziige die Implementierung von dynamischen Copula-Modellen so
einfach. Es ist zwar abzusehen und sehr wahrscheinlich, dass es in naher Zukunft noch
viel iiber die aktuellen Entwicklungen (beispielsweise von Patton) zu lesen geben wird,
doch ebenso kénnte der allgemeine Forschungstrend bald verflachen, wenn beispielsweise
das Interesse an der bivariaten Modellierung ausgeschopft ist und die Forschung nicht
schnell genug neue Entwicklungen zu héheren Dimensionen nachfiihren kann. An einigen
Universititen mit Arbeitsgebieten in der statistischen Datenanalyse, die sich auf dem ak-
tuellen Forschungsstand befinden (oder sich sogar selbst mit eigener Forschungsarbeit am
Fortschritt beteiligen), wird das Lehrangebot seit einigen Jahren um diese neuen Themen-
gebiete erweitert. So werden zwar schon ldnger Lehrveranstaltungen wie Vorlesungen oder
Seminare zu Copulas angeboten, doch es bleibt mit Spannung abzuwarten, ob sich dem-
néchst auch Schnittstellen zur klassischen (und Finanz-)Zeitreihenanalyse herausbilden
werden, die den Studenten hdherer Semester einen interessanten Zugang zur Thematik
der copula-gestiitzten Finanzzeitreihenmodellierung gewahren kénnten. Die Zahl addqua-
ter (auch als Lehrbiicher tauglicher) Werke wie etwa [23], worin sowohl Zeitreihenanalyse
und das Copula-Konzept in einer Fassung behandelt werden, ist jedenfalls noch iiber-
schaubar.
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Ergebnisse der Simulationsstudie

’ Rahmenbedingungen H Parameter
Durchlaufzahl N 750 | w™ | 1,00 e-06
Sample-Size T 2500 || alV 0,19
Dimension n 2 || Y 0,80
Fixer Lag m (TVC) 5 w® | 1,00 e-06
Marginalmodelle GARCH(L,1) | ot? 0,15
verwendete Copulas | Gaufs- und t- §2) 0,83

PTVC 0,70
a 0,20
b 0,50
v 6,00

Tabelle A.1.: Uberblick iiber die urspriinglichen Voreinstellungen und gew#hlten
Parameter der Simulationsstudie

Erlauterungen zu den Abbildungen A.1 bis A.4:
e rote Kurve: Empirische Dichte der Daten

e blaue Kurve: rekonstruierte Normaldichte mit Mittelwert und Standardabweichung
aus den Daten

e rote vertikale Linie: Lage des urspriinglich gewéahlten Parameters

e blaue vertikale Linie: Lage des Schitzer-Mittelwertes
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o(1) a(1) B(1)
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Abbildung A.1.: Dichteplots der Schétzer, Option (a) Gauf-Copula ohne TVC
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Abbildung A.2.: Dichteplots der Schétzer, Option (b) t-Copula ohne TVC
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Abbildung A.3.: Dichteplots der Schitzer, Option (c) Gaufl-Copula mit TVC
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Abbildung A.4.: Dichteplots der Schétzer, Option (d) t-Copula mit TVC
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Ergebnisse der Anwendung

Zugrundeliegende Daten:
o DAX-Preisindizes der Commerzbank und Deutsche Bank

e Zeitraum: 02.01.1995 — 26.01.2009 (insgesamt je zwei mal 3562 Tagesdaten)

Marginalparameter
GARCH (i=1) GARCH (i =2)
w® 0,000004 w® 0,000004
oV 0,101815 al? 0,096470
0 0,896120 e 0,901548

Copula-Parameter
Option (a) Option (b) Option (¢) Option (d)
prve  0,613157 0,644690 0,649894 0,765956

a - 0,012828 0,014746
b - 0,975388 0,977826
v - 10,184534 9,977657

Tabelle B.1.: Schétzergebnisse fiir die Parameter aus den Optionen (a) bis (d)

bei Anwendung auf reale Daten (Commerzbank- und Deutsche-
Bank-Aktien)
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Volatilitdtsverlauf der Commerzbank- und Deutsche-Bank-
Aktien im Vergleich [oben] und zeitabhéngige Korrelation mit
den Optionen (¢) Gauf-Copula mit TVC [rot] und (d) ¢-Copula
mit TVC [blau] und jeweils mittlere Korrelationen (horizontale
Linien) [unten| (3562 Werktagesdaten zwischen 02.01.1995 und
26.01.2009)
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