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Einleitung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Stochastik kommen Grenzwertséatzen, wie
dem Zentralen Grenzwertsatz oder dem starken Gesetz der grolen Zahlen, eine ent-
scheidende Bedeutung zu. Sie werden beispielsweise in der Statistik angewandt, um
die Verteilungen von Teststatistiken zu studieren. In diesem Zusammenhang findet
meist die Theorie der charakteristischen Funktion und der Fourier-Transformierten
Anwendung, welche jedoch fiir gewthnlich den Nachteil mitsichbringt, dass sie keine
Konvergenzraten liefert. Den Mathematikern A. C. Berry und C.-G. Esseen gelang
es 1941 einen Satz zu beweisen, welcher eine Aussage iiber die Giite der Konvergenz,
in Form einer exakten Schranke, im Zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlich-
keitstheorie trifft. Heute ist diese Aussage als Satz von Berry-Esseen bekannt.

Im Jahr 1972 entwickelte Charles Stein, ein amerikanischer Statistiker, ein neues
Verfahren zur Bestimmung von Schranken fiir die Entfernung zweier Wahrschein-
lichkeitsverteilungen beziiglich einer entsprechenden Wahrscheinlichkeitsmetrik, die
so genannte Stein’sche Methode. Urspriinglich verwand Charles Stein seine Methode
zum Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes und fiir die Herleitung von Konvergenz-
geschwindigkeiten. Im Jahr 1975 studierte Louis H. Y. Chen, ein Student von Stein,
dessen Methode fiir die Poissonapproximation. In den folgenden Jahren wurde die
Stein’sche Methode fiir einige weitere Bereiche, wie die stochastischen Prozesse oder
den multivariaten Zentralen Gerenzwertsatz, weiter entwickelt. In dieser Arbeit, wel-
che auf der Grundlage von zwei Papern von Peter Eichelsbacher ([5],[6]) erarbeitet
wurde, stellen wir die Stein’sche Methode fiir die Normalenapproximation vor.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit geben wir eine Wiederholung der grundlegenden
Séatze und Definitionen der Wahrscheinlichkeitstheorie, welche im Folgenden als

Grundlage fiir unsere Berechnungen dienen wird.



Inhaltsverzeichnis

Das zweite Kapitel stellt die Grundlagen der Stein’schen Methode vor.

Im folgenden dritten Kapitel wenden wir dann die erarbeitete Theorie der Stein’schen
Methode fiir unabhéngig verteilte Zufallsvariablen an.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit der Thematik der sogenannten austauschba-
ren Paare, eine von mehreren allgemeinen Techniken zur Berechnung der Stein’schen
Schranken, welche auch fiir nicht unabhéngige Summanden anwendbar ist.

Im abschlieenden fiinften Kapitel geben wir mittels Stein’scher Methode einen Be-
weis, welcher auf E. Bolthausen zuriickgeht, fiir den klassischen Satz von Berry-
Esseen aus dem 2. Kapitel. Hierbei wird uns eine Verbesserung der universellen

Konstanten von 25 auf 14 (sogar 13 kann erreicht werden) gelingen.



1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem ersten einleitenden Kapitel werden wir zunéchst einige wichtige Defini-
tionen nennen und grundlegende Sétze der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie
erldutern, welche wir im weiteren Verlauf nutzen werden. Im Anschluss beschéftigen
wir uns kurz mit dem Zentralen Grenzwertsatz und gehen auf die klassischen Be-

weismethoden ein.
Definition 1.0.1. (Wahrscheinlichkeitsraum, Zufallsvariable)

a) Das Tripel (2, F, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum, genau dann wenn gilt
1.Q#0
2. F ist o-Algebra iiber ()
3. P ist Wahrscheinlichkeitsmaf} auf F, also
P:F —[0,1], P(0) =0, P(Q) = 1.

b) Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (£, ') ein Messraum. Dann
heifit eine (F, F’)-messbare Funktion X : Q — Q' eine (¥'-Zufallsvariable auf

Q2 (bei reellen Zufallsvariablen spreche ich in Folge von Zufallsgrofien).
c) F(t) : (P <t) heifit dann die zu X zugehorige Verteilungsfunktion.
Definition 1.0.2. (Erwartungswert, Varianz)

a) Ist X € L'(P), so heifit X integrierbar und der Erwartungswert von X ist
definiert durch

E[X] = /Z XdP.

Falls X eine reelle Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f ist, so gilt
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B = [ of@dn

[e.o]

wenn das Integral existiert.

Falls E[X] = 0 gilt, dann heifit X zentriert.

b) Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist ein Streumafl von X, also ein Ma$ fiir
die Abweichung einer Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert E[X]. Sie

ist definiert als
Var(X) :=E [(X - E[X])].

Im Folgenden wollen wir einige Rechenregeln fiir den Erwartungswert und die Vari-
anz erlautern, welche eine wichtige Grundlage fiir unsere Berechnungen der Stein’schen
Methode darstellen.

Satz 1.0.3. (Rechenregeln fiir den Erwartungswert)
Seien XY, X,,, fiir n € N reelle integrierbare Zufallsvariablen auf (€2, A, P). Dann
gilt

a) Falls Px = Py, so gilt E[X] = E[Y].

b) Ist X > 0 fast sicher, so gilt
E[X] =0 < X =0 fast sicher.
c) (Linearitit) Sei ¢ € R. Dann gilt ¢X € £L}(P) und X +Y € L!(P) sowie
EleX+Y]=cE[X]+E[Y].

d) (Monotonie) Falls X <Y fast sicher gilt, folgt E[X]| < E[Y].
e) (Betragsungleichung) Es gilt |[E[X]| < E[|X|].

f) Ist X, > 0 fast sicher fiir jedes n € N, so gilt E [

it
s
[
8
=
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g) (Multiplikationseigenschaft) Seien Xi,..., X, € L'(P) unabhéngig, dann ist
(Xq*...x X,,) € LY(P) und es gilt

E[X) *...x X, = E[Xq] % ... x E[X,,].

Beweis. a)-f) Auf diese Beweise wollen wir an diesen Stelle nicht explizit eingehen,
da sie direkt aus der Definition des Erwartungswertes und den Integraleigen-

schaften folgen (vgl [7]).

) die gemeinsame Verteilung der X; und Px, die Verteilung von

~~~~~~

X;. Nach Voraussetzung gilt Px, . x,) = Px, ® ... ® Px,. Mit der Transfor-
mationsformel und dem Satz von Fubini erhalten wir fiir

g(x1, ..., my) = |21 * ... % 1, | Zunéchst

/ / |I1 kX . *fL’n|dPX1 dPXn
/ 2 % .. / 2]

— B[ X0[] * ... % E[| X,]] < 0.

Somit gilt (X;*...xX,,) € LY(P). Analog zeigt sich mit g(x1, ..., T,) = T1*...%T,,
dass F [X; *...x X,,| = E[X}] % ... x E[X,,] gilt.
[l

Satz 1.0.4. (Rechenregeln fiir die Varianz)
a) Fiir die Varianz einer Zufallsvariablen X gilt
Var(X) :=E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])%.

b) Sei X eine reelle integrierbare Zufallsvariable auf (2, .4, P) und a,b € R. Dann
gilt



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Var(aX +0b) = a*Var(X).

c) Var(=X) = Var(X)
Beweis.  a) Folgt nach dem Verschiebungssatz.

b) Var(aX +b) =E [(aX +b—E(aX + b))z}
=E [(aX +b—b—aE(X))]
=E [¢*(X — E(X))?]
= ’E [(X — E(X))’]
=a*Var(X)
c) Folgt direkt aus (b) mit a = —1.
[l

Im Folgenden werden wir einige Konvergenz- und Gleichheitsbegriffe fiir Zufallsva-

riablen betrachten.
Definition 1.0.5. (Gleichheitsbegriffe)

a) (Gleichheit in Verteilung)
Seien X : (A, P) — (, A) und Y : (0, Ay, P1) — (', A') Zufallsvaria-
blen. X und Y heiflen in Verteilung gleich oder identisch verteilt, falls sie die

gleiche Verteilung besitzen, d.h. wenn Px = Py, bzw.
Px(A)Y=P(X e A)=P(Y € A") = Py (A), AeA.
(schreibe X < Y)

b) (fast sichere Gleichheit)
Seien X, Y : (2, 4, P) — (@, A") Zufallsvariablen. Dann nennt man X und Y
fast sicher gleich, falls

PX=Y)=PweQ: X(w)=Y(w))=1.

(schreibe X=Y f.s.)
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Bemerkung 1.0.6. Wenn X=Y f.s. gilt, so folgt X LY. Die Umkehrung gilt im
Allgemeinen nicht.

Die Existenz verschiedener Gleiheitsbegriffe legt die Vermutung nahe, dass es auch
verschiedene Konvergenzbegriffe gibt. Einige dieser Konvergenzbegriffe und deren

Eigenschaften wollen wir nun genauer betrachten.

Definition 1.0.7. (Konvergenzbegriffe)
Seien X1, Xy, ... eine Folge von Zufallsvariablen definiert auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (€2, .4, P). Dann sagt man

a) X, — X fast sicher, falls
P{weQ: X, (w) = X(w)n — oo} = 1.

(schreibe X, Iy X)

b) X, — X in Wahrscheinlichkeit, falls
P(|X, — X| >¢€) = 0 fiir n — oo.

(schreibe X,, 2 X)

¢) X, — X in Verteilung, falls
P(X, <z)—= P(X <), firn - oo

an allen Punkten z € R, an denen Fx(z) = P(X < z) stetig ist.
(schreibe X, KN X)

Satz 1.0.8. Zwischen den Konvergenzarten gelten die folgenden Zusammenhdnge
fes. P d
e X, 5 X=X,- X=X, X.

o Falls X, % ¢, c € R dann gilt auch X, > c.
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Satz 1.0.9. Sei X, 4 X und f R — R stetig. Dann gilt

F(X0) 5 F(X).

Beweis. Nach dem Représentationssatz von Skorokhod existiert ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A’, P) und Zufallsvariablen Y,,, Y so dass Y,,, Y die selben Vertei-
lungsfunktion besitzen wie X,,, X, und es gilt Y, Xy, Wegen der Stetigkeit von f
gilt nun w: f(Yo(w)) = f(Y(w)) D w: Y, (w) = Y(w). Damit folgt f(Y,) Iy fy)
und somit nach dem vorangegangenen Satz f(Y},) 4 f (Y). Da aber f(Y,,), f(Y) die
gleiche Verteilung besitzen wie f(X,,), f(X) folgt die Behauptung. O

An dieser Stelle betrachten wir noch einen wichtigen Satz, der unsere getroffenen

Definitionen in ein Verhaltnis setzt.

Lemma 1.0.10. (Portmanteau) Fiir beliebige Zufallsvektoren sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
1. P(X, <x) KN P(X < x) fur alle Stetigkeitspunkte von x — P(X < z),
2. E[f(X,] S E [f(X)] fiir alle beschrénkten, stetigen Funktionen f,
3. E[f(X,] LE [f(X)] fiir alle beschrankten, Lipschitz-stetigen Funktionen f,

4. lim infE[f(X,] > E[f(X)] fiir alle nicht negative, stetige Funktionen f,

T — O

5. lim inf P(X, € G) > P(X € G) fiir alle offenen Mengen G,

T — 00

6. lim sup P(X, € F) > P(X € F) fur alle abgeschlossenen Mengen F,

T — 00

7. P(X,, B RN P(X € B) fiir alle Borelleangen B mit P(X € 6B) = 0.
Beweis. Der Beweis dieses Satzes kann z.B. in [I1] nachgelesen werden. O]

Nun wollen wir zum Abschluss dieses Kapitels den Zentralen Grenzwertsatz formu-

lieren und kurz auf die meifit verwandten Beweismethoden eingehen.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Satz 1.0.11. (Zentraler Grenzwertsatz) Seien X1, Xo, X3, ... unabhéngig, identisch
verteilte Zufallsgrofien mit

E[X)|=0, EX¥=0% S,:=XX, W,:=-5,
=1

2

Dann gilt
t
PW, <t) N O(t) := \/%/ e "2 dy.

Bemerkung 1.0.12. Zum Beweis dieses Satzes qibt es drei klassische Methoden.
Die vermutlich am hdufigsten benutzte Methode verwendet die charakteristische Funk-
tion mit Hilfe der Fourier- Transformierten zum Beweis des Zentralen Grenzwertsat-
zes (vgl. [§]). Der Vorteil dieser Methode ist, dass sie auch auf andere Verteilun-
gen als die Normalverteilung tbertragbar ist, sowie auf den Fall, dass die X; nicht
identisch verteilt sind. FEine andere Methode ist die 1887 erstmals von Tschebychev
verwendete Momentenmethode (vgl. [5]). Sie gilt als relativ schwierig und wird daher
nicht so haufig angewandt, zudem liefert sie keine Konvergenzraten. Die dritte klas-
sische Methode st die von Lindeberg entwickelte und nach ihm benannte Lindeberg-
Methode (vgl. [1]), auch sie hat wie die Methode der charakteristischen Funktion den
Vorteil, dass die identische Verteilung der X; zum Beweis der Zentralen Grenzwert-
satzes micht notwendig ist - stattdessen wird die so genannte Lindeberg-Bedingung
gefordert. Wir wollen den Zentralen Grenzwertsatz an dieser Stelle nicht explizit mat
einer der klassischen Methoden beweisen, sondern im ndchsten Kapitel mit Hilfe der
Stein’schen Methode.



2 Grundlagen der Stein’schen Methode

Kommen wir nun zur Stein’schen Methode. Diese Methode zum Messen von Abstéanden
zwischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen stammt von dem US-amerikanischen Sta-
tistiker Charles M. Stein (*22.Mérz 1920) aus dem Jahr 1972. Da Stein sich mit den
bis zum Ende der 1960iger Jahre bekannten Beweismethoden zum Zentralen Grenz-
wertastz nicht ,,anfreunden® konnte, entwickelte er die nach ihm benannte Methode,
als er diesen Satz fiir einen Statistik-Vortrag beweisen wollte. Seine bahnbrechen-
de Arbeit [I0] wurde bei dem sechsten Berkeley Symposium vorgestellt und spéter
veroffentlicht.

Louis H. Y. Chen, einem Studenten von Stein, entwickelt diese Methode in den fol-
genden Jahren weiter; deshalb wird die Methode teilweise auch Chen-Stein-Methode

genannt.

Charles Stein Louis H. Y. Chen

Wenn wir eine differenzierbare Funktion f iiber einem kompaktem Tréger in (a,b)
gegeben haben, lisst sich mittels partiellen Integration (f = f(z), ¢ = x % e=*"/2)

leicht nachrechnen, dass

b b )
/xf(fc)ex2/2d3?:—f(:c)e‘”2/2 +/ F(x)e ™ Pdx

10
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gilt. Hierbei ist zu beachten, dass der linke Teil der rechten Seite fiir grofie a, b gegen

Null konvergiert.
Da fiir Z ~ N(0,1) und f : R — R differenzierbar mit E|f'(Z)] < oo

) €_x2/2 [ee] —x2/2

E[Zf(2)) = / ——of(@ds wd EIZ[(Z) - / o s

gilt, folgt aus der obrigen Integralgleichung

ElZf(2)] = E[f"(Z)].
Genauer kann man sogar zeigen:

Satz 2.0.13. (Stein, 1972)

Sei Z eine Zufallsgréfie mit Werten in R, dann gilt

Z ist genau dann Standardnormalverteilt, wenn fiir jede stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion f : R — R mit [, |f/(z)| e **Pde < oo gilt, dass E{f(Z) —
Zf(Z)} =0 ist.

Beweis. Um den Beweis dieses Satzes wollen wir uns am Ende dieses Kapitels

kiimmern. O

Im weiteren Verlauf wollen wir nun kliaren, wie weit die W,, := #ES" von der stan-
dardnormalverteilten Zufallsgrofle Z abweichen. Hierzu geben wir zunéchst einen
kleinen Exkurs zum Thema Messen von Absténden zwischen Wahrscheinlichkeits-
maflen:

Es seien p, v zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf R. Dann definieren wir fiir eine
Funktionenklasse D und eine Metrik d den Abstand zwischen den Wahrscheinlich-

keitsmaflen p und v als

dp = sup{|[ fdu— [ fdv|: f € D}.

Betrachten wir nun drei wichtige Beispiele solcher Funktionenklassen D und die

daraus entstehenden Abstande.

11
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Beispiel 2.0.14. 1. Totalvariation:

D = {1A A€ B}
TV(u,v) = supaep |1(A) — v(A)]

2. Wasserstein-Metrik:

D ={f: f ist 1-Lipschitz}
wass(p,v) == sup{| [ fdu — [ fdv| : fist 1-Lipschitz}

3. Kolmogorov-Abstand:
D={lwy:z€R}
kolm(p, v) := supser |pn (=00, x) — v (=00, z)|
Wobei
o kolm(u,v) < TV (u,v)
e alle drei Metriken sind stdarker als die schwache Konvergenz
gilt.

Eine klassische Aussage iiber die Giite der Konvergenz im Zentralen Grenzwertsatz
trifft der folgende Satz von Berry-Esseen, welchen die beiden Mathematikern A. C.
Berry (1941) und C.-G. Essen (1942) unabhéngig voneinander gezeigt haben.

Satz 2.0.15. (Berry-Esseen)
Seien (X;);en unabhiigig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = 0, E(X?) =
1 und E(X;)? < oo, dann gilt

kolm(W,, Z) < %

Beweis. Den klassischen Beweis bringen wir an dieser Stellen nicht; er ist z.B. nach-
zulesen in [9].

In Kapitel 5 werden wir die Aussage von Berry-Esseen mit Hilfe der Stein’schen
Methode beweisen. O

12
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Im weiteren Verlauf unserer Betrachtungen wollen wir die Stein’sche Charakteri-
sierung der Standardnormalverteilung nach Satz nutzen, um einen Zentralen
Grenzwertsatz zu beweisen und eine Konvergenzrate herzuleiten.

Hierzu sei W eine Zufallsvariable, welche gut durch Z ~ N(0, 1) approximiert wer-

den kann. Wir wollen nun den Abstand

supgep [Elg(W)] — E[g(Z)]]

betrachten, und diesen mit
supgep [ELf'(W)] — WE[f(W)]|

fiir eine geeignete Funktionenklasse D’ in Verbindung bringen, wobei der zweite
Ausdruck moglichst kein seien sollte.

In seinem Ansatz wahlt Stein D’ so, dass D’ die Klasse von Funktionen ist, so dass
fir jedes g € D ein f := f, € D’ existiert, welches die sogenannte Stein-Gleichung
mit Inputfunktion g

f'(@) = af(x) = g(x) — Elg(Z)]

erfiillt.
Wenn wir nun die so gegebene Stein-Gleichung beziiglich der Verteilung von W

integrieren folgt
ELfW) =W fW)] = Elg(W)] - E[g(2)]
und somit
supsep [E[f'(W) = W(W)]| = supgep [Elg(W)] - E[g(2)]|

wobei D’ moglichst klein seien sollte. f, f’ sind dann die Losung der Stein-Gleichung
sowie ihre Ableitung und die Zufallsvariable W enthélt das stochastische Modell.
Nun wollen wir einige Eigenschaften der Stein-Gleichung und ihrer Losung f disku-

tieren.

13
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Lemma 2.0.16. Sei g : R — R mit E |g(Z)| < oo gegeben, dann ist

flz) = e/ /x e V"2 (g(y) — E[g(2)])dy

eine fast sicher differenzierbare Lisung der Stein-Gleichung mit Input-Funktion g.

Weiter Losungen sind von der Form f*(x) = f(x) + ce*"/2.

Beweis. Sei f eine Losung, dann zeigt sich durch differenzieren, dass

£ <e‘x2/2f(w)> o <e—x2/2<f'<x> —2f(@)) = 72 (g(x) ~ Elg(2))
gilt, und somit f(z) = e/ [*_e7/%(g(y) — E[g(Z)])dy eine Losung ist. Die f.s.
Differenzierbarkeit folgt weil f Komp051tlon von f.s. differenzierbarer Funktionen
ist, da g(x) — Elg(Z)] = f'(x) — xf(z) und f nach Satz stiickweise stetig

differenzierbar ist. O
Fiir die Losung der Stein-Gleichung gilt der folgende Satz.

Satz 2.0.17. (Stein 1986)

1. Sei g : R — R beschrinkt, dann existiert eine fast-sicher differenzierbare
Funktion f: R — R mit f'(z) — zf(z) = g(z) — Eg(Z) Vz und es gilt

o Il < /219~ Elg(2)

o [f'| <2|g—E[g(2)]|

o |/l <219

o0

2. Sei g : R — R LIPSCHITZ, nicht notwendigerweise beschrankt, so gilt
o [flo <19l

o 1f < /2101

o /e <219

Bemerkung 2.0.18. o Meistens wird die dritte Aussage des ersten Falls wegge-
lassen, weil sie keine aussagekrdiftige obere Schranke darstellt, da |g'| je nach

Ausgangsfunktion g beliebig grof$ werden kann, weil aus der Beschrdnktheit

14
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von g nicht notwendigerweise folgt, dass auch g' beschrinkt ist. Deshalb wird
haufig L-Stetigkeit gefordert, denn die Ableitung einer L-stetigen Funktion ist
per Definition beschrdnkt.

e Die ersten beiden Schranken fiir den Fall der L-stetigen Inputfunktion g gehen
nicht direkt auf C. Stein zuriick. In der Literatur (2.B [3]) findet man meistens
die Schranke |f| <2|¢|..-

Beweis. (zu Sat72.0.17))

1. Die Existenz der fast sicher differenzierbaren Funktion f folgt direkt aus dem

vorherigem Lemma.

e Nach Definition von E [¢(Z)] gilt

/R 2 (g(y) — E[g(2)]) = 0,
und somit

fla)= e/ / " R gly) — E [9(2))dy

—00

_ / " P P(g(y) — E[g(2)))dy

Fir x > 0 gilt dann die Abschétzung

@) <lg—E [g<Z>1|oo\(ez2/2 [ eay).

®

Um (*) abzuschéitzen betrachten wir die Ableitung dieses Ausdrucks. Es

gilt

4 (612/2/ e_yQ/Qdy> =1+ :Be:”?/Q/ eV 2dy <0, (%)

wobei wir im letzten Schritt die sogenannte MILL’S ratio

o0 x>0 [ 1
/ e*y2/2dy < / %e*yQ/Qdy:_efxz/Q

T

verwendet haben.
Somit wird (*) auf [0, 00) in x = 0 maximiert und nimmt dort den Wert

\/g an. Fiir den Fall z < 0 wird f analog abgeschétzt.

15
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e Betrachten wir nun die Abschéitzung fiir die Ableitung der Losung der

Stein-Gleichung. Sei zundchst wieder x > 0, dann gilt
f'(@) =xf(x) +g(z) - E[g(Z)]
— g(a) ~Elg(2)] — 2 [P (g(0) ~ Blg(2))) dy

und somit wieder unter Verwendung der MILL’S ratio die Abschétzung

) 00 ) (*%)
Fl1<lg-El(2). (1+xex 2T /%ly) <2l —E2)..

Die selbe Abschétzung zeigt man analog fiir z > 0 und somit folgt die

Behauptung.

e Diesen Teil werden wir aus den in Bemerkung [2.0.18| genannten Griinden

nicht expliziet ausfiihren.

2. Zunichst wollen wir vorbereitend zeigen , dass fiir g L-stetig und Z ~ N(0,1)

! 1

flz) = —/ B[Vt VI )| d ()
0o 2 t(l —t)

eine Losung der Stein-Gleichung ist und gleich der Losung von Lemma [2.0.16

ist.

In der Tat, falls g C-Lipschitz ist, gilt |¢'| < C. Wenn wir f ableiten und

dann die Ableitung in das Integral zichen erhalten wir

Fla) = — /01 2\/%1@ [Zg’(\/ix n \/l——tZ)] dt.  (2)

Andererseits gilt nach der Stein’schen Identitét

E [Zg(Vte +V1-t2)] = VI—1E [Zg (Viz + V1~ 12)].

Somit gilt nun zusammenfassend
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER STEIN’'SCHEN METHODE

f’(x)—xf(x)Z/OlEK—Q\/% # )9 (Vi vT=iz) |
/I]E {%g' (\/Ex—i—\/mZ)] dt
s[4 (=

i 7 (\/Ex—i—\/ﬁZ)] dt

= g(z) — Eg(2),

womit wir die oben stehende Aussage gezeigt haben.

e Kommen wir nun zur ersten Abschétzung |f|o < ||

Nach der gerade gezeigten Aussage (1) folgt mit
E[Zg(Wtz +V1—1Z)] = VI—1E [Zg (Vtz + V1 —tZ)],
dass
1
1
=— | —E|/(Vtx+V1-t2)|dt
f@) == [ SB[y )

gilt und somit folgt

/ ! 1
o<l [ 57
0
= |9']o-

e Kommen wir nun zu der Abschéitzung fiir die erste Ableitung. Nach (2)

folgt, dass

L |
|f,|ooSE[|Z|] |gl|oo/0 ﬁ

=E[Z]]l¢'o [-VI—1],

=

e Fiir die Abschiatzung der zweiten Ableitung miissen wir zunéchst einige
Berechnungen voranstellen. Durch ableiten der Stein-Gleichung erhalten

wir
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f'(@) =4 (@) + f(z) + 2 f'(z)
=g (z) + f(2) + 2 (9(x) — E[g(2)] + xf(x))
=g'(2) +a(g(x) —Elg(2)]) + (1 +2*)f(z).  (3)
Um diesen Ausdruck weiter abschédtzen zu kénnen wollen wir nun die
beiden Terme g(z) — E[g(Z)] und f(x) so umformen, dass sie nur noch

von ¢’ abhéngen. Fiir den ersten Term gilt

g(x)— l9(Z)]

" L [ ) - gy

{ / (2)e ¥ Pdzdy — / / ey2/2dzdy]
{ e y/Qdydz—/m g(z)/x e Wdydz]

- / C (9)0()dz - / T ()1 - D(2))ds,

—00

ﬁ\ ﬁ\

wobel ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung dar-

stellt. Fiir f(z) gilt auf analoge Weise

flz)=e"/? /_ﬂc eV’ (g(y) — Elg(2)])dy

e / Oo /2 ( / OO §(2)0(2)dz — /y T 0 - cp(z))) dzdy
="/ ( / OO ¢ (2)®(z) / ’ eV P dydz—

/_ T ()1 = (2)) / et eyz/Qdydz>

e} —00

- Ve (/ " J0(E) (1 - B(2) — (1 - B(x))) dz—

—00

/z 9 (2)(1 = @(2))®(2)dz — /;O g (2)(1 - CID(z))CI)(Z)dZ>

—0o0
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER STEIN’'SCHEN METHODE

T

= Ve (1= a@) [ g

+0(z) / h g'(_:u - @(z))dz} |

Wenn wir diese beiden Umformungen nun in (3) einsetzen erhalten wir

T

F(@) =g a) + (2= VIR + )1 - 0(a)) [ g )0

+ (—x —V2r(1+ 2?)e” /21 — @(x))) /:o g (2)(1 — ®(2))dz,
was uns zu der folgenden Abschiitzung fiihrt
" (@)
=gl + {1 + (x —V2r(1 + 2)e” /2 (1 — @(x))) / ®(2)dz

o0

| = VR e - 0] [T - e

< ¢l +

2 G_IQ/Q
1+ <—x\/%(1 + 22)e” /(1 - @(x))) (xCI)(:I:) + N )

2\ _22/2 e /2
+ (:zc + V21 (1 + 2%)e®/ <I>(:c)> (—.75(1 — d(x)) + NGr )

= 2|g/|00‘
Wobei wir im vorletzten Schritt wieder die Mills Ratio genutzt haben,
nach welcher fiir z > 0 gilt

x6m2/2 12/2

V2m(14-22)
Eine analoge Abschitzung gibt es auch fiir x > 0. Womit

x4+ V2r(1 + 22)e”" 2d(2) > 0

<1—-9(x) < <

— zV271’

und
—2 4+ V21 (14 22)e”/2(1 — ®(x)) > 0

gilt. Zu guter Letzt haben wir bei der Umformung ausgenutzt, dass duch

Integration

x €—x2/2
/_OO O(2)dz = 2®(z) + NGE:
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und
e e—x2/2
/x (1—®(2))dz =2(1 — ®(z)) + on

gilt.

]

Bemerkung 2.0.19. Wesentlich einfacher zeigt man fir den letzten Fall die Abschdtzung
|00 < 4|9 |00 Hierzu leitet man die Stein Gleichung ab, was durch Umformung
und zu Hilfenahme der Schranke fir f zusammen mit der Dreiecksungleichung zu
g+ F1 < 1g/| + |f] < 21g/)oc und schlicflich zu | "o < 2| + floo < 4lg'|so fiihrt.

Somit haben wir bis zu dieser Stelle

wass(W, Z) < sup {[E[/'(W) = W)l 1fle <110 < /210" <2}

gezeigt.

In der Praxis wird sich zeigen, dass es haufig relativ einfach ist die Losung f, zu
einer gegebenen Input-Funktion g zu finden, und sich |[Ef'(W) — WEf(W)| somit
oft genau abschétzen lisst. Ein weiterer grofler Vorteil der Stein’schen Methode ist,
dass sie fiir eine Vielzahl von Metriken mit geringem Aufwand die Konvergenzraten
liefert.

Kommen wir nun am Ende dieses Kapitels zu dem Beweis der Stein’schen Charak-

terisierung der Standardnormalverteilung.

Beweis. (zu Satz[2.0.17})
,=“ Sei Z standardnormalverteilt und [, |f'(z)] e *2dy < oo. Dann gilt, wie wir

bereits vorbereitend zu Satz 2.0.4. gezeigt haben

E[Zf(Z)] = E[f'(Z)]
»<=" Gelte nun fiir jede stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion f mit
Jo I/ ()] e %dz < o0, dass E[f'(Z) — Zf(Z)] = 0. So gilt dies insbesondere fiir

Y

foly) = P2 / (0(z) — Elgo(2)]) ¢ **/da

—00

mit
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1, fallsz <w,
go(T) =
0, fallszr>w

und

Blou2)] = L/gw(3x2/2dsc = d(w).
002) =4 [ )
Nach Ableitungsregeln gilt
FL(y) = e (gu(y) — E[g.(2)]) e/

+yet /2 /y (g0(7) = E[gu(Z)]) e *da

—00

= 90(y) = El9.(2)] + y/fu(y).
Also lost f,, die Differentialgleichung f'(y) — yf(y) = gu(y) — ®(w). Somit ergibt
sich
0=E[f,(2) = Zfu(Z)]
= E[9.(Z) — E[g9.(2)]]
=P(Z <w)—Pw).
Abschlieflend ist noch zu zeigen, dass f, stetig und stiickweise stetig differenzierbar
ist und [ | f/(@)] e~ 2dx < oo gilt. Da f! existiert, ist f,, stetig. Die stiickweise
stetige Differenzierbarkeit von f, gilt, da f stiickweise stetig differenzierbar ist, was
aus selbiger Eigenschaft von g(y) — E [¢(Z)] folgt.

Zur Beendigung des Beweises miissen wir noch zeigen, dass

L f'(x)| e ?dx < oo
o

gilt.
Da nach Voraussetzung [, |9(z) — E[g(Z)]] e~ 2dx < oo gilt, folgt mit der Defini-
tion von E[g(Z)], dass [, (¢9(z) — E[g(Z)]) e **/2dz = 0 gilt. Somit ist

flw) = e [ " (g@) ~ E[g(2) e Pda

—ewre | 7 (9le) — Elg(2)]) e .

Partielle Integration liefert schliefSlich
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/OOO |z f ()] e 2y < /Ooosc (/OOO lg(x) —E[g(2)]] e‘yQ/Qdy) de

_ / o) Bl g ()

Wobei (*) fiir ¢ = g, endlich ist. Analog ldsst sich das Integral iiber ganz R
abschéitzen und somit folgt die Behauptung. O]
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3 Erste Anwendung fiir Summen unabhangiger

Zufallsvariablen

Im kommenden Kapitel wollen wir |E [f'(W)] — WE[f(W)]| fur den Fall einer Par-

tialsumme von unabhéngig verteilten Zufallsvariablen abschétzen.

Satz 3.0.20. Seien (X;)ien unabhingige Zufallsgrifen mit B(X;) = 0, E(X?) =1

und existiere das absolute dritte Moment, dann gilt:

3

wass(W,,, Z) < ns% E‘Xi’3f
1

i

falls die (X;)ien identisch verteilt sind folgt wegen > E|X;| = nE|X;|, dass
i=1
3 .
wass(Wy, Z) < % qilt.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt E(X;) = 0, E(X?) =1, E|X;| < oo. Wihle W,

wieder als

Des Weiteren sei f der Form, dass |f| < 1,]|f’
Dann gilt

<0/ 2 o < 2 erfiillt ist.

oo —

EW ()] = ; - ELX.F(W)]

Wenn wir nun W; := W — 31 definieren, gilt aufgrund der Unabhingigkeit der

Jn
(Xi);en, dass X; und W fiir jedes feste i unabhéngig sind und somit

X;

E[(W:— %) FW)] = EIX.f(W))] = ELXELF(Wo)] 0.

Mit zweifacher Nullergdnzung gilt dann
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EXif(W)] =E[X; (f(W) — f(W)))]
=E[X; (f(W) = f(Wi) = (W = Wi) f/(Wi)] + E [X;(W — W) f'(W3)] .

Weiter ergibt sich
B [X; (f(W) = f(W3) = (W = Wi) f(W)]l < E X (W = Wi ]
- 5822 s

1
<-E|X,
n
wobei wir die Ungleichung
f(b) = f(a) = (b—a)f'(a)] < 5(b—a)*|f"|.,
mit b = W und a = W, und die Tatsache, dass

W—W, =

S

gilt, ausgenutzt haben. Des Weiteren gilt

BDGV - W) 00 = B [X, 3270
- %E X2/ (W)
1

= %E Lf(W3)]

und somit folgt

E[W ——ZE <—_ZEM\

:E%ZEWP (1)
=1

Andererseits gilt
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KAPITEL 8. ERSTE ANWENDUNG FUR SUMMEN UNABHANGIGER ZUFALLSVARIABLEN

P LITUAIR1FUL) BTN ZEW Wi
f// ZE|X|

< W2E|X1|a (2)
i=1

und somit gilt schlieflich unter Verwendung von (1) und (2) insgesamt

W) = B 0] < 55 SRIGE + 155 3B

<E|X; |3

| /\

3« 5
<=5 ) EIX[.
1=1
[

Anhand dieses Satzes und des zugehorigen Beweises haben wir insbesondere einen
Zentralen Grenzwertsatz bewiesen und fiir die Wassersteinmetrik eine Konvergenz-
rate hergeleitet, jedoch zeigt das nachfolgende Lemma, dass diese Konvergenzrate

keine optimale Berry-Esseen-Rate darstellt. Denn es gilt

Lemma 3.0.21.

kolm(Wy, Z) < 2z (wass(W,, Z))Y/2.

(2 )

Somit haben wir fiir den Kolmogorov-Abstand keine optimale Konvergenzrate, son-

dern eine Rate der Ordnung n'/*

hergeleitet. Um eine Berry-Esseen-Rate zu erreichen
sind einige weitergehende Berechnungen notig. Dies gelang zuerst E. Bolthausen in
seiner Arbeit "An Estimate of the Remainder in a Combinatorial Central Limit
Theorem” aus dem Jahr 1984, welche in ,,Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie
und verwandte Gebiete® verdffentlicht wurde [2]. Um das gewiinschte Resultat mit-
tels Stein-Ansatz herzuleiten muss man zu g(X) = 1<, t € R, also zu speziellen,
beschrénkten Testfunktionen der Kolmogorov-Metrik iibergehen. Vergleiche hier-
zu den in Kapitel 5 gefithrten Beweis des Berry-Esseen Theorems, welcher mittels

Stein’scher Methode eine Konvergenzrate der Ordnung o(n'/?) liefert.
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4 Austauschbare Paare

In diesem Kapitel wollen wir die Methode der austauschbaren Paare erlautern, wel-
che direkt auf C. Stein zuriickgeht. Hierzu geben wir zunéchst im ersten Abschnitt
eine Wiederholung rund um das Thema bedingter Erwartungswert. Im zweiten Ab-
schnitt dieses Kapitels werden wir uns der Theorie der austauschbaren Paare zu-
wenden, bevor wir diese im letzten Abschnitt anhand unabhéngig verteilter Zufalls-

variablen genauer erldutern.

4.1 Grundlagen zum bedingten Erwartungswert

Bevor wir uns der Technik der austauschbaren Paare widmen, geben wir in diesem
Abschnitt einen kleinen Exkurs zum bedingten Erwartungswert, da dieser fiir die

weiteren Berechnungen in diesem Kapitel von entscheidender Bedeutung sein wird.

Definition 4.1.1. (bedingter Erwartungswert)

Sei X eine Zufallsvariable auf (€2, A, P) und C C A eine Teil-o-Algebra. Eine Zufalls-
variable Z := E(X|C) auf (2, A, P) heiit bedingter Erwartungswert von X unter C,
falls

e 7 ist C-messbar mit E |Z| < oo und

o /ZdP—/XdP vC e C.
c c

Bemerkung 4.1.2. Im Allgemeinen existiert der bedingte FErwartungswert nicht
immer. Es gilt aber, falls X in L1(Q, A, P) ist, existiert der bedingte Erwartungswert

und ist sogar P-fast-sicher eindeutig.
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KAPITEL 4. AUSTAUSCHBARE PAARFE

Satz 4.1.3. (Rechenregeln fiir den bedingten Erwartungswert)
Seien X, Y € £L1(Q, A, P), dann gilt fiir jedes C C A

1.
2.

3.

Beweis. 1. E[E[X\C]]:/
2.

3.

E[E[X|C]] = E[X]
X istC — messbar < E [X|C] =y

X = const = E[X|C] = const

. ElaX +Y|C] 2 «E[X|C] + E[Y|C] Va€eR

f.s.
X <Y =E[X|C] <E[Y[C]

E(x|0)] £ E(X]|C)

falls X C — messbar und E[XY] < oo, dann gilt
E[XY|C] = XE[Y]|C].

E [X|C] dP = / XdP = E[X]

Folgt direkt aus der Definition des bedingten Erwartungswertes.

Die rechte Seite ist C-messbar und fiir C' € C gilt
ElaX +YI|C]=E[(aX +Y)lc| =E[aX1C]+E[Y1C]| = aE [X1C|+E [Y1C]
=E[aE [aX1C]|+E[E[Y1C]] = E [aE [aX1C]|+E [Y1C] = «E[X|C] +E[Y|C]

. Folgt direkt aus der Definition des bedingten Erwartungswertes.

. Fiir alle Ce C gilt

E[E[Y[C] - E[X[C]) 1c] = E[E[Y — X[C]1c] = E[(Y — X)lc] 2 0
also ist E[Y|C] — E[X|C] > 0 P-f.s., da die Differenz C-messbar ist.

. Folgt aus der Linearitit und Monotonie mit X = X — X,

Nachzulesen z.B. in [7].
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Satz 4.1.4. (Jensen-Ungleichung)
Sei ¢ : R — R eine konkave Funktion (d.h. fiir jeden zy € R existiert ein ¢ := ¢(x0)
s.d. () > @(xg) + c(z — 1)). Falls X, o(X) € L', dann gilt

e (E[X]) <E[p(X)].

Beweis. Sei ¢ so, dass X, p(X) € L. Sei weiter X = z und E [X] = z(, dann folgt
aus der Konvexitét
P(X) 2 p(E[X]) + (X —E[X]).

Wenn wir nun auf beiden Seiten der Ungleichung den Erwartungswert bilden, folgt

aufgrund der Linearitéit des Erwartungswertes

Elp(X)] = Efp (E[X]) + (X — E[X])] = p(E[X]).

Bemerkung 4.1.5. Aus der Jensen-Ungleichung folgt mit o(x) = 22 und
E [E [X|W]] = E[X], dass

Var (E[X|W]) = E [E[X[W]?] - (E [E [X|W]])?
"R [E [(XHW]] - E[X?
=E[X?] -E[X]’
=Var(X)

gilt.

4.2 Zugang mittels austauschbarer Paare

Definition 4.2.1. (austauschbare Zufallsvariablen)
Seien (X;);en Zufallsvariablen, welche auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) definiert sind. Die (X;);en heiflen austauschbar, falls fiir jede Permu-

tation T € S,

d
(Xh e Xn) = (XT((I)7 e XTr(n))
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gilt.
Hierbei stellt S,, die symmetrische Gruppe dar. Dies ist die Gruppe, welche aus allen

Permutationen einer n-elementigen Menge besteht.

Falls n=2 ist - dieser Fall wird im weiteren Verlauf fiir uns von entscheidender
Bedeutung sein - spricht man von austauschbaren Paaren.
Zwei Zufallsvariablen W, W’ auf (€2, A, P) bilden also ein austauschbares Paar, falls

(W, W’) 4 (W' W). (in Verteilung gleich)

Mit Hilfe dieser Theorie wollen wir nun eine allgemeine Technik zur Abschétzung

ELf/(W) =W W)

betrachten, welche direkt auf C. Stein zuriickgeht. Vorteil dieser Technik ist, dass
wir nicht mehr wie bisher nur unabhéngige Summanden betrachten konnen.
Hierzu sei die Zufallsgrofie W' so gewahlt, dass W <y gilt mit EW? =1 und

E[W — W|W] = —AW, X € (0,1)

fast sicher. Die letzte Aussage ist dabei dquivalent zu E[W'|W] = (1 — \)W, denn
es gilt E[W' — W |W| = E[W'|W]) — E[W|W] = E[W'|W] — W woraus E[W'|W] =
(1 — X)W folgt.

Satz 4.2.2. Sei (W, W’) ein austauschbares Paar von Zufallsvariablen auf (2, A, P)
mit endlicher Varianz. Des weitern existiere ein A € (0,1) mit
E[W'—W|W]=—=AW. Dann gilt

EW]=0  und  E[(W—W"? = 2)\E[W?.
Beweis. Zuniichst gilt wegen W < W, dass
E[W] = E[W’] und E[W?] = E[W']? = 1.
Also gilt
EW] =EW]=EEW W] =E[1-NW]=(1-NEW,
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und somit folgt, da A # 0 nach Voraussetzung, dass E[W] = 0. Weiter gilt mit Hilfe

der Rechenregeln fiir den bedingten Erwartungswert

EW — W =E[W? - 2WW' + W"]
=E [2W? — 2WW']
=E[2W(W — W)
=E2WE(W — W'|W)]
=E2W—-EW' — W|W)]
=E [2AW7]
=2\

O

Unter den Voraussetzungen, welche wir zu Beginn dieses Abschnitts getroffen haben

gilt nun der folgende Satz:

Satz 4.2.3. (Stein)
Sei Z ~ N(0,1), dann gilt

wass(W, Z) < \/%Var [E (5 (W' = W)?2W)]| + E W' — W

Beweis. Zunédchst wahlen wir eine Funktion f : R — R, welche die Schranken aus
Satz [2.0.17| (2) erfiillt, also

Il <1 Il <% e <2

Zur weiteren Abschitzung betrachten wir nun
Fla)i= [ sy
0

Nutzen wir wieder die Ubereinstimmung der Verteilungen von W und W’, so kénnen
wir mittels Satz von Taylor wie folgt abschétzen
0=E[F(W') - F(W)]
1
=E|(W -W)f(W) + §(W/ — W2 (W) +R| .

Dies ist aufgrund der Unabhéngigkeit dquivalent zu
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E[(W = W)f(W)]=-E[3(W -W)}f(W)+R]. (%)

1
2
Wobei wir das Restglied R der Taylorapproximation durch den 3. Term der Taylor-

reihe abschétzen konnen. Also gilt fiir R

Bl < g (W' = WP If" ] < 5 W' = W[
~——

=3
<2

Weiter gilt nach Satz und den vorrangegangenen Berechnungen
—AE W f(W)] = E[-AW]E[f(W)]
=EW' - WIE[f(W)]
=E[W —W)fW)

O g BW ~ W) F(W) + R]

— —E[E [0~ W] 00)| + B[R]

Insgesamt folgt nun mit der abschlieBenden Abschétzung die Aussage des Satzes

B (W)] = EW f(W)]]

C 2] 1.1 T 1
< - _ - ! o 2 / _
<E|Z] - 5E _QIE (W —W)W] f(W)_ SELR]
el 2] - e [le [ —wew] fow)| = Lew —wp
- T 12 13X
< |E _ 2- _ 1k -lE (W = W)* W] f’(W)- Jrilb:|W’—W|3
- T A2 | 3A

[ 2] 1 2 1
< - _ = /_ 2 - o /_ 3
<SEWS| -E|5E (W' —W) |W}\/; +3)\IE|W W]
= \/2 E—F (W —W)AW] -1 +L]E|W’—W|3

T 2\ 3\

% /2 1 1 3
< - — _ N2 _ _ '
< \/; Var(]E {2/\(09 W) |W] 1)+3)\E|W W

31



KAPITEL 4. AUSTAUSCHBARE PAARFE

1
\[\/Var o (W = W) |WD )\JE|W’—W|3
< J%var B i(Wf—W)2|W +iE|W’—W\3
—\7 2\ 3\ )

In der Umformung (**) haben wir ausgenutzt, dass E|Z| < /Var(Z) gilt, wobei
wir Z =E [ (W — W')2|W] — 1 gewhlt haben. O

4.3 Der unabhangige Fall

Zur Verdeutlichung dieser recht theoretisch erscheinenden Technik wollen wir in
diesem Abschnitt die Methode der austauschbaren Paare einmal genauer fiir den
Fall unabhéngig verteilter Zufallsvariablen betrachten.

Im ersten Schritt betrachten wir die Konstruktion der W".

Hierzu seien die (X;);eny unabhéngig mit E [X;] = 0, Var (X;) = 1. Sei wieder, wie
bei der Einfithrung der Stein’schen Methode

W =W, fzx

definiert.

Die ZufallsgroBien (X/);en seien unabhéngige Kopien der (X;);en.

Des Weiteren wihlen wir I gleichméBig, zufillig aus {1,...,n} mit P(I = j) = %
unabhéngig von allen X/, Xj.

Zur Konstruktion von W’ ersetzen wir X; durch X} in der Form

W =W, =Ly X+ =w 32
J#I

Satz 4.3.1. Seien X, ..., X,, X{,..., X}, I unabhingige Zufallsvariablen, definiert
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Es gelte X; 4 X Vi=1,..,n und I
habe beliebige Vertezlung auf {1, .. }

Seien W = ﬁ;X und W =W + X f . Dann gilt

(W, W") £ (W', W)
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Beweis. Seien A, B € B. Dann gilt

P(WeA,W’EB):P<O{I:i}ﬂ{WeA}ﬂ{W’eB}>

= R 1 < X!
:;P I:z,ﬁ;XjeA,%;XjnL\/ﬁEB

=1,
J#i

:iP(I:z’)P iﬁeAiﬁJrX’{eB )
i=1 jzl\/ﬁ jj}\/ﬁ \/ﬁ

Im néchsten Schritt wahlen wir ¢ € (1,...,n) fest und definieren Funktionen S, 5’ :
R — R der Form

S(xh "'7ITL+1> - \/Lﬁ Z Zj,
j=1
n
SNy, oy Tpgr) = \/Lﬁ YT+ T

<.

<.
ﬂfH

Weiter definieren wir eine Permutation als Funktion 7 : R**1 — R™t! durch

T (T1y ey Tpg1) = (X1, ooy Ty 1, Tt 1, Tt 1y ooes Ty Ti).
Somit gilt dann

S'=Sor und

72 = idgn+ ().

Nach den Voraussetzungen des Satzes gilt

X) = pXrg.  @PY®.. QPP
=P g. . @PY®.. ®P"gPpP%

Somit folgt insgesamt mit Hilfe der Transformationsformel
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:/ 1A (S(Il'l,...,l’n_}_l)) 1B (S, (:L‘17"'7mn+1)) dPXl """ Xn, X (Il,...,$n+1)
Rn+l

= / 14 (S (21, 2n31)) 1 (S (21, oo Ty ) APV X0 Xi ()
]Rn+l

:/u (S' (X1, oo X, X)) 15 (S (X1, o0y Xy X1)) dP
Q

X "X, X!
—P[Y ZLeBY SL1ieu
; 7 € ; N AN
i#i
Einsetzen in (1) ergibt dann schliefllich
P(WeA W e€B)=P(WeBW €A)

also

(W, W") £ (W', W)

Somit haben wir gezeigt, dass W, W' ein austauschbares Paar bilden. O

Als néchstes wollen wir {iberpriifen, ob unsere Bedingung A € (0, 1) erfiillt ist, ohne

welche die weiteren Berechnungen nicht méglich wéren. Es gilt

AW D:fh E[W' — W|W]

X —X
—E|W+ 2L 2L ww
NG
1
= —E[X, - X/|W
\/ﬁ [ I 1| ]

11
= ——) E[X] - X;|W]
vnn —

n
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Somit ist mit A = % die an A\ gestellte Bedingung erfiillt.

Nun wollen wir den letzten Summanden unserer Abschitzung aus Satz abschétzen.
Es gilt

1E|W’ W|3—1 ! 3E]X’ X,
3\ T3 \Wn It
rx=1n 1 3
11 & , 3
= 303/2 ZE|XZ Xil
=1
11 & 5 2 2 3
=33 ZE‘(X;) —3(X)) Xi+3Xin{_Xi}
i=1
11 < 3 2 2 3
_§WZE|<X5) |+ 3E |(X))*X;| + 3E | X7 X[| + E | X}|
i=1

_ %# STE|XP| 4 3E|X2X,| + 3E |X2X| + E | X?|
=1

n

8 1 ,
=2=m D B[
=1

Im Fall unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariablen gilt wegen E | X;| = E | X;]|
und somit 3. E |X;|> = nE|X;|*, dass
i=1
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KAPITEL 4. AUSTAUSCHBARE PAARFE

wloo

—2g ;]E 1Xi|* = §E | X4 .

Kommen wir nun zur Abschétzung des ersten Sumanden aus Satz|d.2.3l Um E [(W' — W)?| X]
mit X = (X3, ..., X,,) abzuschitzen zu konnen, formen wir dies zunéchst wie folgt

uim

E[(W -W)*|X]=E T

E[(X] — X1)*|X]

X — X, 2
(W+’—’—W> yw]

E [(X])? — 2XX; + X7|X]

3|H3|>—‘3|*—‘

= — (E[(X])’1X] —E2X[ X/ X]+E[X7|X]). (%)
Fiir die weitere Berechnung betrachten wir zunéchst die drei Terme im Einzelnen.

a) Aufgrund der Unabhingigkeit von X} und X gilt durch ausnutzen, dass X/
unabhéngige Kopien der X; sind

E[X) W] =E[(X})*] =3 X E[X)? = XE[X]] =1

i=1 G=1 N e’

b) Bei der Betrachtung des nichsten Summanden nutzen wir die Unabhéngigkeit

von X; und [ aus. Somit gilt

n

E[X?|X] =Y E [ly—y X2 X] =3 X2E [1y—g|X] = 3 X7E [1y—y] =
3 =1 =1

=1
Y PI=i)X}= > X}
i=1 =1

¢) Zur Berechnung von E [ X;X}| X] wollen wir zunéchst einmal E [X}|X] betrach-
ten. Da X} und I unabhéngig sind gilt

E[X}|X] = ;E [Li—n X|I] = ; L=y E[X]|1]

=> lu=p E[X]]=0.  (+x)
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Da o(X7, I) unabhéngig von o(X) ist, gilt E [X}| X, I] = E[X]|, I]. Somit folgt

E[X;X7|X] = EE[X;X7|X, I]|X] = E[X;E [X7|X, 1] X]
— E[XE[X1X] D E X *0/X] = 0.

Insgesamt folgt nun durch Einsetzen von a), b), ¢) in (*)

11
2\ n

abe 11 (1
=5 2= X2-2%x0+1
2/\n<n; ' ¥ +>

E [ ! W’—W)2|X1 =

X (E [(X7)?1X] — E2X[X,|X] + E [X7|X])

Dies stimmt fast sicher mit E [5 (W' — W)?|W] iiberein, da aufgrund der Mess-
barkeit von W beziiglich o(X), (W) C o(X) gilt. Um nun also wass(W, Z) nach
Satz [4.2.3] abschliefiend abschétzen zu koénnen betrachten wir nun die Varianz von

% ; X? + % Nach den Rechenregeln fiir die Varianz gilt
Var iiE[XﬂW]%—l =Var [E iiX?H/V
2n “— ‘ 2 2n — "
Bem. 4.1.5 1 <&
< VvV — ) X2
2 <2n 3 )

=1

1 n
=1

Im Fall unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariablen ist wegen E [X;] = E [X;]
und somit > E [X}] = nE [X7{] dies gleich .-FE [X{].
i=1

Insgesamt haben wir mit unseren Berechnungen nun also gezeigt, dass wir wass(W, Z)

wie folgt abschétzen konnen
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2 1 1 \
< - - I _ 2 I I _
wass(W,Z)_\/WVar [E <2)\(W W) |W)} +3/\]E|W W

n

21
<

8 n
4 3
S\ E[X!] + 575 D EIX
i=1 =1

n

1 8 w—
_ \ o ;MX?HW;MX”?"

Im Fall unabhéingig, identisch verteilter Zufallsvariablen folgt somit

21 8 1
W,Z) </ =—E[X{]+ -—=E |X;’
wass(,7) <\~ L EIX{] + 5 B X
const 3 4
= E|X E|X7]).
7o €15 B L)

Somit ist es uns gelungen einen Zentralen Grenzwertsatz zu zeigen, und wie in

Kapitel 2 eine Konvergenzrate der Ordnung n'/* fiir den Kolmogorov-Abstand zu

erreichen.
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5 Berry-Esseen via Stein’scher Methode

In diesem letzten Kapitel wollen wir einen Beweis fiir das klassische Berry-Essen
Theorem diskutieren. Der Beweis, welcher auf E. Bolthausen zuriickgeht, ver-
wendet eine Variante der Stein’schen Methode. Einen dhnlichen Beweis fithrten zu-
vor bereits L. H. Y Chen und S. T. Ho [4], jedoch war ihr Beweis im Gegensatz
zu jenem, welchen wir im Folgenden diskutieren wollen, nicht auf nicht-unabhénige
Zufallsvariablen anwendbar. Der Ansatz von Bolthausen ist flexibler und auch auf

nicht-unabhénige Zufallsvariablen erweiterbar.

Sein € N,y >1und X = (Xy,...,X,) € L(n,7v) Zufallsvariablen mit (X;);en
unabhéngig, identisch verteilt mit E[X;] = 0, E[X?] = 1, E |X?| = 7.
Falls v < 1 gilt £(n,v) = 0, sei also im Folgenden v > 1.

Sei weiter

k n
S,=3% i<k<n =5,=% % =./nX,
LR Le=vr

Falls z,xz € R, A > 0 gilt, definiere A, , : R = R durch
1, fallsx < z,

hoa(z) = 41— =E, fallsz <wx <z+ A

0 fallsx > z+ A

hao(2) = 1oz ().

Sei weiter
SN\, v,n) = sup {|E [h1(Sn)] — P(h.n)| : 2 € R, X € L(n,7)}.

Wobei ®(z) := \/% [ e~2"dt die Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei-

lung ist. Fir §(0,7,n) schreiben wir in Zukunft der Einfachheit halber nur §(v,n).
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In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass eine Konstante K € [0, 00) mit

o(y,m) <&

SIF

existiert.

Zunachst wollen wir vorbereitend den folgenden Satz beweisen.

Satz 5.0.2. Fir allen e N, A >0, v > 1 gilt

3(v,m) < 6\ 7,m) + 55=.
Beweis. Da h,_xo < h,o < h, gilt, folgt
E [hz—k,)\(sn)] - q)(hz,O) < E [hz,O(Sn)] - q)<hz,0)
< E [hz,)\<5n)] - (I)<hz,0)-
Somit folgt
| [720(50)] = P(hso)]
< max {|E [hz—A,x\(Sn)] @(hz70)| B[R 2 (Sn)] — (I)(hz70>|}
< maz {[E [h.-x 2 (Sn)] = @(hamsn)| 4+ [@(haonn) — P(hsp)]
B [hen(Sn)] = @(hep)| + [(hep) — @(h20)}
< 0N y,n) + maz {|@(ha-xn) — P(hep)], [R(h2n) — (hzp)]}-
Fiir die beiden Terme der Maximumsauswahl gilt weiter

|(I)<hz—)\,)\) - (I)(hz,0>| = (I)<hz,0> - (I)(h/z—)\,)\)

g

y—(z—A dy

o \/27r/z A

d

\/27r)\/0 vy
A

221

und analog
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e~ o(hel = [ (12252 ot

_ 1 /z—i-)\)\_y_zdy
T2 ), A
A

NG

Wenn wie diese Ergebnisse nun in die Abschétzung (*) einsetzen folgt direkt

3(7,m) <8\, 7,n) + 575
O
Von nun an werden wir der Einfachheit halber h an Stelle von h, y schreiben.
Sei f(x) = ea’Q/z/ (h(z) — ®(h))e **/*dz so gewshlt, dass
f'(@) = f(z) = h(z) — (h)
& fl(x) = hx) = 2(h) + xf(x),  (*F)
also die Stein-Gleichung erfiillt ist.
Im Fall z < 0 gilt |f(x)] < ®(x)/¢(x), wobei p(x) = \/%76_%“”2 die Dichte der
Standardnormalverteilung ist.
Falls > 0 ist, gilt |f(x)] < (1 — ®(x))/p(x).
Somit folgen die Abschétzungen
f@) <1, fefle)l <1, |f(@)] <2 v,

wobei wir fiir die Abschétzung von |f’(z)| die Gleichung (**) genutzt haben.
Damit gilt nun fir x € L(n,~)

[f'(z+y) = (@) = Mz +y) = (h) + (x —y) f(z + y) — h(z) + (x) — xf(2)|
= lyfle+y) +a(f(z+y) - f(2) + hlz+y) — hz)]

1 1
< o (1o ell s+ 5 [ (o i)
0

1 1
<lol (142604 [t buslds) )
0
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wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir alle y € R auf Grund der L-Stetigkeit von f, h

(somit insbesondere absolut stetig)

1

T+y
bat) = hlo) = =5 [ Lesstdt

y 1
— _X/ Lz oqy (z + sy)ds
0

und
|flz+y) = f@)] <[fl vl
gilt.
Weiter gilt nun mit S,,; := ln Z X; = \)/(—ﬁ
E [h(S,)] — @(h)
=E[f'(Sn) = Snf(Sn)]
=E [f,(Sn) - \/ﬁan(Sn)]
= LY R[S~ VAXF(S.)]
:%ZE[f’(Sn) ZE — VX f(S,)]
) 1

= st Sl (erE) o)

Wobei wir in Schritt (***)

E [f'(Sna)] = E[XFIE[f'(Sn)] = E[XZf'(Sh,i)]

und

E[VnXif(Sn:)] = \/ﬁwE[f(Sn,i)] =0
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genutzt haben. In Schritt (****) haben wir ausgenutzt, dass

FS0 = 1(0) = [ Sy = / (Sm+t n) "

und
X500 = X2 [ i
gilt. :
Nun wollen wir den ersten Teil von Ausdruck (2) weiter abschétzen. Es gilt
E[f'(Sn) = f'(Sna)ll
< E[[f'(Sn) = f'(Sna)ll

n)
D T1X 1/t X;
< E 2Snz 1zz n,i d
<& [ (25 [ (S ) o)
o [ Xl

—
~

1 [t X;
=FE |E 1+ 2[S,; 1iss Spi+s—|d X;
_ n<+' X / “*”( ’Hﬁ) )}' }
[1X] 1/1 X;
=F 1+2[S,.; 1iss Shi ds| | X;
[ TRE |1 28l + 5 | el (Sna+ s 5 ) ds| |
(|| e X;
:E_ 14 2E[| S| Xi] + E X i Lz za] S,”Jrs\/ﬁ ds| X;

[1X] 1 /1 X;
=K 1+ 2E|[|S,. —E 1. Sh.i ds| X; 3
2 (142805, + 5 | [ 1eon (Sui+ 572 ) a Q
Wobei wir die Unabhéngigkeit von S,,; und X; und somit E[|S, ;|| X;] = E[|Sn.l]

sowie die Linearitédt des bedingten Erwartungswertes ausgenutzt haben. Betrachten

wir nun wieder den letzten Term der so erreichten Ungleichung. Fiir diesen gilt

! X;
E [/O | Y (Sm +S\/ﬁ> ds|X; = m]
1 .
[ (- 2)
s[5 1 (022 ]
< [(fmr 20n 1)
— ﬁm)er%(%n— 1).
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Bei dieser Umformung haben wir ausgenutzt, dass aufgrund der Jensen-Ungleichung

E[|S,] < \/E \/ < V2 < 1und E]|X,]] < VE[X?] =1 gilt.

Mit diesen Ergebmsen wollen wir nun Ausdruck (3) noch weiter abschétzen.

B [f'(Sn) = f'(Sni)]|
<E { (1+2+i(,/ﬁ>\+25(%n—1)>)]
§T<1+2+ ﬁwr%d(%n—m)

¢ L (1ear s Zipn-).

Auf analoge Art und Weise lésst sich der zweite Term von (2) wie folgt abschétzen.

1
B xz [ (1 (w15 ) - 150 at] | £ 35 (484 g5 + 3000 1)

Somit erhalten wir insgesamt

S% 1+2+%+)\5(%n 1)>+%(1;2 %4—)\(5( 1))
%1%(2(1+2)+%+i5(% 1))

3y (3 1 1

- (337 500 -1)

Somit gilt insbesondere

S\ y,m) < % (%+ﬁ;+§5(%n—1)>'

Damit folgt fiir A > 0, ¥n € N nach Satz

Per Induktion (welche wir an dieser Stelle nicht fithren wollen) ldsst sich zeigen, dass

9\ 7
d(y,n) < <3(1 +2) + ﬁ) %
v
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gilt.

Somit ist es uns gelungen eine Berry-Esseen Rate der Ordnung o(n'/?) zu zeigen.

Bemerkung 5.0.3. Durch kleine Abdnderungen in der Beweisfihrung ldsst sich

sogar eine universelle Konstante von 13 erreichen.

45



Fazit

Als Abschluss dieser Arbeit lésst sich sagen, dass die Stein’sche Methode eine ge-
eignete und aussagekriftige Alternative bildet um Grenzwertsétze und &hnliches zu
beweisen. Ein grofler Vorteil dieser Methode im Vergleich zu den bisher bekannten
und auszugsweise am Ende des zweiten Kapitels vorgestellten ist, dass sie meifit mit
relativ geringem Aufwand Konvergenzraten liefert.

Jedoch bleibt andererseits die Stédrke der Stein’schen Methode etwas fragwiirdig, da
einige Probleme offen bleiben, so ist beispielsweise in einigen Féllen die Kontrolle
der Stein-Gleichung sehr aufwendig. Auch ist die Stein’sche Methode in einigen an-
deren Bereichen wie den multivariaten Verteilungen noch recht wenig erforscht.
Nichtdestotrotz findet sie bereits breite Anwendung in Bereichen wie der raumlichen
Statistik, beim Bootstrap-Verfahren oder in der Finanz- und Versicherungsmathe-
matik. Abschliefend bleibt zu sagen, dass die Stein’sche Methode noch eine Reihe

von Weiterentwicklungsmoglichkeiten bietet.
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