Universitat
Marburg

Philipps

Hierarchische Archimedische Copulas

Bachelorarbeit
im Studiengang Wirtschaftsmathematik
am Fachbereich Mathematik und Informatik

der Philipps-Universitiat Marburg

eingereicht von
Yuriy Pinkhasik
Marburg, September 2012
betreut durch
Prof. Dr. Hajo Holzmann



Inhaltsverzeichnis

Einleitung 1
(1 Einfihrung in das Copula Konzept| 4
(1.1 ~Definition der Copula Funktion| . . . . . .. ... ... ... ... .. 4
[L2 Der Satzvon Sklarl . . . . .. .. ... ... 9
(1.3 Eigenschaften der Copula Funktion| . . . . . . ... .. ... ... .. 10
(1.4 Konkordanz, Kendall’s Tau und Tail Dependence| . . . . . . ... .. 16
[2  Archimedische Copulas| 25
[2.1 Konstruktion und Eigenschaften bivariater Archimedischer Copulas| . 25

[2.2  Konstruktion und Eigenschaften multivariater Archimedischer Copulas| 33

(2.3  Die Clayton-und Gumbel-Hougaard Copula, als Beispiele einparame- |

[ trischer Familien| . . . . . . . . . ... 36
[3  Hierarchische Archimedische Copulas| 44
[3.1 Von den Archimedischen zu verschachtelten Archimedischen Copulas| 44
[3.2  Konstruktion mittels LT-Erzeuger| . . . . . . . .. ... ... ... .. 46
3.3 Multivariate Konstruktionl . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 47

[3.4  Figenschaften und Beispiele hierarchischer Archimedischer Copulas] . 53

4 Simulation| 59
[4.1  Erzeugung von Archimedischen Copulas . . . ... .. ... ... .. 59
[4.2  Erzeugung von hierarchischen Archimedischen Copulas| . . . . . . .. 60

G chins 64



Einleitung

Nicht erst, aber vor allem seit der Finanzkrise 2008 und der noch immer ungelosten
Eurokrise besteht bei Banken und Versicherungen die Notwendigkeit mehrdimen-
sionale Zusammenhénge zwischen Finanztiteln realitdtsgetreu zu modellieren. Zu
nennen wéren beispielsweise die Renditeverteilung eines Portfolios von Finanztiteln
oder die Ausfallwahrscheinlichkeit von Krediten. Die gidngige Praxis war es multiva-
riate Normalverteilungen zu verwenden und die Abhéangigkeit zwischen Finanztiteln
mittels des Pearsonschen-Korrelationskoeffizienten zu bestimmen. Die multivaria-
ten Normalverteilungen haben aber das Defizit, dass sie das Auftreten von gemein-
samen Extremereignissen, wie den gleichzeitigen Ausfall mehrerer Kredite, kaum
beriicksichtigen. Der Pearsonsche-Korrelationskoeffizient misst nur lineare Zusam-
menhédnge und ist nur im Zusammenhang mit wenigstens anndhernd normalverteil-
ten Zufallsvariablen ein brauchbares Abhéngigkeitsmaf.

Wie uns aber vor allem die Finanzkrise 2008 vor Augen fiihrte, ist der gleichzeitige
starke Einbruch der Rendite mehrerer Finanztitel und der gleichzeitige Ausfall meh-
rerer Kredite, in unserer globalisierten Welt ein grofles Problem geworden. Daher ist
die Notwendigkeit gewachsen andere multivariate Verteilungen zu finden, welche zu
einer zuverlassigeren Modellierung fiithren.

Ein relativ neuer Ansatz ist, sogenannte Copulas zu verwenden. Mithilfe von Copu-
las lassen sich multivariate Verteilungsfunktionen in zwei Teile zerlegen. Sie werden
in die Randverteilungen und die Copula Funktion aufgesplittet, in welcher die Infor-
mation iiber die Art der Abhéngigkeit zwischen den Randverteilungen enthalten ist.
Die Randverteilungen und die Copula sind unabhéngig voneinander, dementspre-
chend frei wahlbar, was eine einfache und flexible Modellierung ermdoglicht. Obwohl

erst seit kurzem in der Finanz-und Versicherugsbranche eingesetzt, ist das Copula
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Konzept, ein seit den 40er Jahren des letzten Jahrhunderts bekannter Ansatz um
Randverteilungen von der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu trennen.
Ein Vorreiter auf diesem Gebiet war Hoeffding, der den Copula Begriff in den 40er
Jahren in seinen Arbeiten erwihnte. Bekanntheit erlangten die Copula Funktionen,
aber erst in den 50er Jahren durch die Arbeit von Sklar [12]. Er erarbeite in dem
1959 erschienenen Werk das Theorem zur Existenz und Eindeutigkeit von Copula
Funktionen. Die Bezeichnung ,,Copula“ leitet sich ab von dem englischen Wort ,,to
couple - verbinden“. Sie wurde gewéhlt um zu betonen, dass eine Copula ihre Rand-
verteilungen verbindet.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einer recht neuen Klasse von Copulas, den soge-
nannten hierarchischen Archimedischen Copulas. Sie sind eine asymmetrische Er-
weiterung von bivariaten Archimedischen Copulas zu multivariaten Archimedischen
Copulas.

Symmetrisch konstruierte Archimedische Copulas erweisen sich durch die Eigen-
schaft der Symmetrie fiir die Modellierung von asymmetrischen Beziehungen, also
zum Beispiel zur Modellierung der Abhéngigkeit von Kreditnehmern aus verschie-
denen Branchen, als nicht brauchbar. Da aber heutzutage verschiedene Branchen
eng miteinander verkniipft sind, wére eine multivariate Erweiterung bivariater Ar-
chimedischer Copulas wiinschenswert, die Kreditnehmer erst nach Branchen in eine
gegenseitige Abhéngigkeit bringt und anschlieBend die einzelnen Branchen in die
gesamtwirtschaftliche Konjunktur einbindet. Die Losung fiir dieses Problem sind
hierarchische Archimedische Copulas. Sie sind so konstruiert, dass sie neben der
Zuordnung von zum Beispiel Kreditnehmern zu verschiedenen Branchen, auch eine
hierarchische Anordnung haben. Dies bedeutet, dass die Abhéngigkeit zwischen den
betrachteten Objekten von ,,auflen nach innen®“ zunimmt.

Diese Arbeit ist folgendermafien aufgebaut:

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen des Copula Konzeptes erarbeitet, die not-
wendig fiir die weiteren Kapitel sein werden. Wir werden wichtige Definitionen und
Eigenschaften notieren und Abhéngigkeitsmafle einfithren, welche auf Copulas ba-
sieren.

Im zweiten Kapitel werden wir uns mit den bivariaten Archimedischen Copulas
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und ihrer ,symmetrischen® Erweiterung zu multivariaten Archimedischen Copulas
beschéftigen. Im Vordergrund werden dabei jeweils die Konstruktion dieser Copulas
und die Bedingungen unter denen, die so konstruierten Funktionen, auch wirklich
Copulas sind, stehen.

Das dritte Kapitel handelt von den hierarchischen Archimedischen Copulas. Wir
werden zeigen, wie man sie aus bivariaten Archimedischen Copulas ,,asymmetrisch®
konstruiert und wiederum Bedingungen aufstellen, unter denen es sich bei dieser
yasymmetrischen“ Konstruktion, um Copulas handelt.

Abschlielen werden wir die Arbeit mit dem Kapitel iiber Simulation von Zufalls-
vektoren, die als Verteilungsfunktion eine Archimedische bzw. eine hierarchische

Archimedische Copula haben.



1 Einfiihrung in das Copula Konzept

In diesem ersten Kapitel werden die Grundlagen des Copula Konzeptes erarbeitet.
Zuerst werden wir die Copula Funktion definieren und dann mit dem Satz von
Sklar einen fiir das Copula Konzept essentiellen Satz einfiihren, der eine Aussage
iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Copula liefert. Desweiteren werden wir
im Teilabschnitt 1.3 sehen, dass Schranken existieren, in denen sich die Copulas
bewegen und sich auch eine Partialordnung auf der Menge der Copulas definieren
lasst. Das Kapitel werden wir mit dem Unterabschnitt ”Konkordanz, Kendall’s Tau
und Tail Dependence”beenden, in welchen wir unter anderem sehen werden, wie
man von bestimmten Copulas auf die Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen

schlieen kann.

1.1 Definition der Copula Funktion

Bevor wir die Copula Funktion definieren, bedarf es einiger Vorarbeit, die sich in

den folgenden Definitionen wiederspiegelt.

Definition 1.1.1. (Grundlegende Notationen) Sei im Folgenden stets R=[—o00, —00]
—n /_—n_’n&_\ —n

und R = R x ... x R. Weiterhin sei ein Hyperrechteck im R, das kartesische

Produkt B, n-abgeschlossener Intervalle: B = [ay, b1 X [ag,bs] X ... X [ay,b,]. Eine

reellwertige Funktion H von n Variablen, ist eine Funktion deren Definitionsbereich,

Dom(H), eine Teilmenge von R" ist und der Wertebereich, Ran(H), eine Teilmenge

von R.

Definition 1.1.2. (H-Volumen)Seien S, S, ..., S, nichtleere Teilmengen von R,

H eine reellwertige Funktion von n Variablen mit Definitionsbereich
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Dom(H)=5; x Sy x...x S, und B ein Hyperrechteck, dessen Eckpunkte in Dom(H)

liegen. Das H-Volumen von B lisst auf folgende zwei Weisen berechnen:

1. Das H-Volumen von B ist gegeben als
Vi(B) =) sgn(c)H(c), (1.1)

dabei wird die Summe iiber alle Eckpunkte ¢ von B gebildet und sgn(c) ist

definiert als

(©) 1, wenn ¢ = a; fiir eine gerade Anzahl von k,
sgn(c) =
—1, wenn ¢, = ay, fiir eine ungerade Anzahl von k.

2. Aquavalent dazu kann man das H-Volumen von B mittels des Differenzopera-

tors darstellen
Vi(B) = AbH(z) = Alr .. A Hz), (1.2)
wobei der Differenzoperator erster Ordnung definiert ist als

AZEH(Z’) L= H(Z’l, ey L1, gy L1y - - - 7$d) (13)

- H(xly s al‘i—labiaxi—‘rl? s ,l’d).

Um zu verdeutlichen das beide Darstellungen Aquivalent sind betrachten wir das

folgende Beispiel.

Beispiel 1.1.3. Sei H eine reellwertige Funktion von 2 Variablen mit Dom(H)= R’

und B = [ay, by] X [ag, by]. Dann berechnen wir durch Anwendung von Formel
VH(B) = AngzllH(fL‘) = H(bl, bg) — H(bl, ag) — H(al, bz) + H(al, CLQ)

= Z sgn(c)H(c)

Damit wire die Aquivalenz fiir n=2 gezeigt und fiir n > 2 kann dieser Sachverhalt

mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden.
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Wir iiberpriifen nun die Eigenschaft n-steigend an den folgenden beiden Beispielen.

Beispiel 1.1.4. Sei H eine Funktion mit Dom(H) = [0, 1}?, gegeben durch
H(z,y) = (3x — 2)(3y — 2). Weiterhin seien (z1,41)7, (22,32)7 € [0,1]? beliebig. H

ist 2-steigend , denn

Vi (1, 7] X (y1,92]) = H(22,y2) — H(x2,91) — H(21,2) + H(71,1)
= (312 —2)(3y2 — 2) — (32 — 2)(3y1 — 2)
— (3z1 —2)(3y2 — 2) + (321 — 2)(3y1 — 2)
= 9x9ys — 629 — 6y9 + 4 — 9x0y; + 6y; + 629 — 4
— 91y + 621 + 6y3 — 4 4+ 921y; — 621 — 6y + 4
= (a2 — Y172 — T1Y + T1T2)

= 9((z1 — 22)(y1 — 42)) > 0.

Beispiel 1.1.5. Sei H eine Funktion mit Dom(H) = [0, 1]?, gegeben durch H(z,y)
= max{z,y}. H ist nicht 2-steigend, denn

Vi ([0,1*) = H(1,1) — H(0,1) — H(1,0) + H(0,0) = —1 # 0.

Bemerkung 1.1.6. Oftmals wird die Eigenschaft n-steigend auch quasi-monoton
genannt.

Wichtig ist festzuhalten, dass eine n-steigende Funktion nicht monoton steigend
in jedem Argument sein muss und umgekehrt eine in jedem Argument monoton
steigende Funktion nicht notwendigerweise n-steigend ist. Ein Beispiel fiir eine nicht
n-steigende Funktion, die in jedem Argument monoton steigend ist, ist in [1.1.5| zu
finden. Die Funktion ist offensichtlich monoton steigend in jedem Argument und wie
dort bereits gezeigt nicht n-steigend. Ein Beispiel fiir eine n-steigende Funktion, die

nicht monoton steigend ist, findet sich in Nelsen[7](Beispiel 2.2).

Definition 1.1.7. (geerdet) Sei der Definitionsbereich einer reellwertiger Funktion
H von n Variablen gegeben durch Dom(H) = S; X Sy X ... X S, wobei S; mit

i € {1,...,n} nicht leere Teilmengen von R sind und sei a; das jeweils kleinste
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Element der Menge.
Man nennt H geerdet falls H(zy,...,z,) = 0 gilt, wobei die Bedingung z; = a; fiir

mindestens ein ¢ erfiillt sein muss.

Definition 1.1.8. (multivariate Verteilungsfunktion) Eine multivariate Verteilungs-
funktion H ist eine Funktion mit Dom(H) = R", die die folgenden drei Bedingungen
erfiillt.

1. H ist n-wachsend

2. H(ty,...,t,) =0, wenn mindestens eine der Koordinaten ¢, = —oo ist, wobei

ke{l,...,n}.

Die wichtigsten Voraussetzungen um eine Copula Funktion zu definieren, haben wir
bereits eingefiihrt. Bevor wir uns aber der Definition einer n-dimensionalen Copula
widmen, wollen wir ein Lemma aus dem Buch von Nelsen [7] notieren, welches eine
Aussage dariiber liefert, unter welcher Bedingung eine n-steigende Funktion auch

monoton steigend in jedem Argument ist.

Lemma 1.1.9. (siche Nelsen [7]) Sei H eine Funktion von n Variablen mit Dom(H) =
Sp x Sy X ... % Sy, wobei S; mit i € {1,...,n} nicht leere Teilmengen von R sind.

Ist H geerdet und n-steigend, so ist H auch monoton steigend in jedem Argument.
Wir wollen nun die Copula Funktion auf drei verschieden Weisen definieren.
Definition 1.1.10. (Copula Funktion)

1. Eine n-dimensionale Copula ist eine Funktion mit Dom(C) = [0,1]" und
Ran(C) = [0, 1], welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(a) C(uy,...,u,) =0 falls fiir mindestens ein i mit ¢ € {1,...,n} gilt, u; = 0.
(b) C(uq,...,u,) = uy falls alle Koordinaten u;=1 sind, ausser der k-ten.

(c) Fiir jedes Hyperrechteck B C [0, 1]" gilt, Vo (B) > 0.
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2. Eine n-dimensionale Subcopula C" ist eine Funktion mit
Dom(C') = Sy x ... x S,, wobei Sy, ..., S, Teilmengen von [0, 1] sind, und die
beiden Punkte 0 und 1 enthalten. Ansonsten iibernimmt die n-dimensionale
Subcopula die Eigenschaften einer n-dimensionalen Copula. Daraus folgt, dass

eine Copula C' eine Subcopula mit Dom(C) = [0, 1]™ ist.

3. Eine n-dimensionale Copula ist eine multivariate Verteilungsfunktion von auf

[0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, ... U,.
Wir betrachten nun ein erstes Beispiel einer Copula Funktion.
Beispiel 1.1.11. Wir betrachten die Funktion
I1? :[0,1]* — [0, 1]
(u,v) — uv
und weisen die 3 Bedingungen an eine Copula, fiir diese Funktion nach.

1. (geerdet) Die erste Bedingung ist trivial. Ist zum Beispiel u = 0, so ist das
Produkt 0.

2. Wiederrum ist die zweite Bedingung leicht nachzuvollziechen. Denn ist zum

Beispiel © = 1, so ist das Produkt v.

3. (2-wachsend)Wir benutzen Beispiel um die dritte Bedingung zu zeigen:
Seien (uy,v1)?, (ug,v2)T € [0,1]2 beliebig, mit vy > v; und uy > uy
Vﬁ((ul, ’LLQ] X (Ul, ’UQ]) = HQ(UQ, ’UQ) — HZ(UQ, Ul) — H2(u1, UQ) + HZ(Ul, Ul)
= UgV9 — UV — U V2 + UV
= UQ(UQ — ’Ul) — Ul(’Ul — Uz) = (*)
Nun ist nach Vorraussetzung v, > vy, also vy — vy <0

= —Ul(Ul — UQ) >0
= (%) > ug(va —v1) >0

Somit ist I1? ein Copula.
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Wir haben II" hier nur fiir den Fall n = 2 betrachtet. Allgemein kann man zei-
gen, dass II" fiir jedes n > 2 eine Copula darstellt. Diese Copula wird als Un-
abhéngigkeitscopula bezeichnet. Warum sie diese Bezeichnung hat, wird in dem

nachsten Satz klar.

Satz 1.1.12. (siehe Nelsen[7]) Seien X7, ..., X,, stetige Zufallsvariablen. X1, ..., X,

sind genau dann unabhéngig wenn C'y, . x, = II".

77777

1.2 Der Satz von Sklar

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Satz von Sklar. Dieser Satz ist wohl der
bedeutendste in der Copula-Theorie, da er die Grundlage fiir die meisten statisti-
schen Anwendungen ist.

Bevor wir den Satz notieren, wollen wir die dafiir noch benétigte Definitionen

einfiithren.

Definition 1.2.1. (Pseudo-Inverse einer Verteilungsfunktion) Die Pseudo-Inverse
F&Y einer Verteilungsfunktion F, ist eine Funktion mit Dom(FY) = [0,1], die

folgendermaflen definiert ist:
FOY(u) = inf {z € R|F(z) > u}

Die Pseudo Inverse einer Verteilungsfunktion wird meistens Quantilfunktion ge-
nannt. Ist F stetig und streng monoton steigend, so gilt F(FY(u)) = u, d.h.
FED = -1

Satz 1.2.2. (Satz von Sklar fir Zufallsvariablen, siehe Sklar[12]) Seien Xi,..., X,
Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H und Randverteilungen

F\,Fy, ..., F, . Es existiert eine Copula C, sodass fiir alle 1, ..., z, € R gilt:
H(zy,...,z,) = C(Fi(x1),..., Fu(z,)) (1.4)

Bemerkung 1.2.3. Mithilfe des Satzes von Sklar lésst sich die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion in die Randverteilungen und die Copula Funktion aufsplitten, in wel-

cher die Information iiber die Art der Abhéngigkeit zwischen den Randverteilungen
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enthalten ist. Die Randverteilungen und die Copula sind unabhéngig voneinander,
was eine einfache und flexible Modellierung erméglicht.

Die Eindeutigkeit der Copulafunktion ist nur im Fall der Stetigkeit der Randver-
teilungen Fi, Fy, ..., F, gegeben. Ist dies nicht der Fall, so ist die Copula nur auf
Ran(Fy) x Ran(Fy) x ... x Ran(F,) eindeutig bestimmt.

Korollar 1.2.4. (siche Nelsen [7]) Sei H eine Verteilungsfunktion mit Randvertei-
lungen Fy, Fy, ..., F,. Fir alle n-Tupel (uy,...,u,) in [0, 1]" gilt:

Clu,...,un) = HEF w),...,F(u,)) (1.5)

n

Beweis. Da die Copulafunktion nur im Fall stetiger Randverteilungen eindeutig be-
stimmt ist, konnen wir dies im Beweis voraussetzen. Wir setzen Fj(z;) = u; wobei
i € {1,...,n}. Da F eine Verteilungsfunktion ist, existiert die Pseudo-Inverse F(~1

und es gilt Fi(_l)(ui) = ;. Mit dem Satz von Sklar und der Stetigkeit der

Randverteilungen F; folgern wir nun:

H(F T (w), ..., FSY (w))
CE(F T (w)), . Fu(FS (u,))
C

H(xy,...,xy,)

n

(g, ..., uy)

1.3 Eigenschaften der Copula Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Copula Funktion notieren.
Unter anderem werden wir zeigen, dass Schranken existieren, zwischen denen sich

Copulas bewegen und eine Ordnung auf der Menge der Copulas definieren

Satz 1.3.1. (Fréchet-Hoeffding-Schranken, siehe Cherubini et al.[3]) Jede n-dimensionale
Copula C erfiillt fiir alle u € [0, 1]™ die folgende Ungleichung:

W™(u) == maz(u; + ... +up +1—n,0) < C(ug, ..., u,) <min(uy, ..., u,) = M"(u)
(1.6)

10
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Die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W™ ist nur fiir n = 2 und die obere Schranke
M™ fiir alle n > 2 eine Copula. Die untere Schranke entspricht der perfekten nega-
tiven Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen und wird als Kontramonotonie-
copula bezeichnet(fiir n = 2). Die obere Schranke hingegen entspricht der perfekten
positiven Abhéngigkeit und wird als Komonotoniecopula bezeichnet. Mehr zu der
Herkunft der Bezeichnungen gibt es im Abschnitt [I.4]

Um uns die Schranken besser zu veranschaulichen, stellen wir ihre 3-dimensionalen
Graphen in den folgenden Abbildungen dar. Als Zwischencopula, also eine Copula,
welche zwischen den beiden Schranken liegt, benutzen wir, die in Beispiel
vorgestellte Produktcopula IT2. Thr Graph wird in der zweiten Abbildung dargestellt

und soll die Lage dieser Copula zwischen den beiden Schranken verdeutlichen.

Abbildung 1.1: Obere Fréchet-Hoeffding Schranke M?(u,v)

11
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KAPITEL 1.

Abbildung 1.2: Produktcopula IT?(u, v)

Abbildung 1.3: Untere Fréchet-Hoeffding Schranke W?2(u, v)

12
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Wir wollen nun an einem Gegenbeispiel aus [3] verdeutlichen, dass die untere Fréchet-
Hoeffding-Schranke W", fiir n > 3 keine Copula ist.

Beispiel 1.3.2. Wir betrachten das W"-Volumen Vjy» des n-dimensionalen Hyper-

rechtecks [1, 1]™:

o (-

1
_(n max(—+1 +1-—n+1,0
——

Y
o 3

)maaj 1+...+41-—n+1,0

n— mal

2

(n—1)—mal

11
nmax 41 41-n+1,0
2 2 2 N——

n—2

( )max(%+ +——n+1 O) (%)

Nun sind alle Summanden 0, in welchen der Term =, 2 mal, oder ofter vorkommt.
Ingesamt erhalten wir also:
(>z<):1—7114—0—1-...—1—0:1—n1
2 2
Dieser Ausdruck ist fiir n > 3 negativ und somit ist W" nicht n-wachsend. Aus

dieser Tatsache folgt dann, dass W™ fiir n > 3 keine Copula ist.

Der néchste Satz aus dem Buch vom Nelsen [7] stellt sicher, dass die untere Schranke
auch wirklich angenommen wird. Diese Tatsache impliziert, dass diese Schranke

scharf ist und somit nicht verbessert werden kann.

Satz 1.3.3. (siehe Nelsen [7]) Fiir n > 3 und jedes u € [0, 1]" existiert eine Copula
C, so dass die Gleichung C'(u) = W™ (u) gilt.

Als néchstes wollen wir uns der Frage widmen, wie man Copulas hinsichtlich ihrer
GroBe vergleichen kann. Als Vorarbeit betrachten wir zuniichst die Uberlebensfunktion

und die Uberlebenscopula. Wir leiten uns zuerst fiir den zweidimensionalen Fall aus

13
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der gemeinsamen Uberlebungsfunktion die Uberlebungscopula her und verallgemei-

nern die Copula dann fiir den mehrdimensionalen Fall.

Definition 1.3.4. (gemeinsame Uberlebensfunktion) Fiir das Paar (X,Y) von Zu-
fallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H ist die gemeinsame Uberlebensfunktion

H gegeben durch:

H(z,y) =P(X >z,Y >y)

Mit der Hilfe des Satzes von Sklar wollen wir jetzt die Uberlebungscopula herleiten.
Seien dafiir } und F, die Randverteilungen der Uberlebungsfunktion H. Wenden

wir nun die Einschluss-Ausschluss Formel an:

H(z,y) =P(X > X,Y >y) =1— F(z) — F(y) + H(z,y)
= Fi(z) + Fa(y) — 1+ H(z,y)
= Fi(x) + Fy(y) — 1 4+ C(Fi(x), Fa(x))

= Fi(z) + Fa(y) — 14+ C(1 — Fi(x),1 — Fy(y))
Definieren wir uns nun die Funktion
a(ul,ug):ul—i—uQ—l—l—C(l—ul,l—uQ) (1.7)

, dann erhalten wir mit

H(z,y) = C(Fi(2), Fa(y)) (1.8)

, die sogennante Uberlebenscopula C von X und Y.
ist nach einem Ergebnis aus Nelsen [7](Aufgabe 2.6) eine Copula und somit ist
[1.8 eine Copula.

Definition 1.3.5. (Uberlebenscopula im n-dimensionalen) Sei H die gemeinsame
Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (X1, ..., X,)T, C eine Copula und Fi, ..., F,
die Randverteilungen.

Dann ist die Uberlebenscopula H definiert als:

P(X) > a1,...,Xp > ) = H(z1,...,20) = C(F1(2), ..., Fu(z,)) (1.9)
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Damit konnen wir jetzt die sogenannte Konkordanzordnung auf der Menge der Co-

pulas definieren.

Definition 1.3.6. (Konkordanzordnung) Eine Copula C ist kleiner als eine Copula
Cy (C1 < Cy), wenn die beiden Bedingungen

C’l(ul, c. ,un) S Cg(ul, c. ,un)

und
a(ul, ceyUy) < Ug(ul, Cey Up)

erfiillt sind. Dabeli ist E(ul, o Uy) die Uberlebungsfunktion mit dem Zusammen-
hang Cj(u1, ..., u,) = d(l — Uy, ..., 1 —u,). Mit diesem Zusammenhang ergibt sich

fiir den 2-dimensionalen Fall die Aquivalenz der beiden Bedingungen, denn:
Ci(a,y) < Co(a,y)
Sl-z-y+Ci(r,y) <1l-2—y+ C(z,y)
And Cl(*T?y) < C2<x7y)

Bemerkung 1.3.7. Die Konkordanzordnung ist nur eine Partialordnung. Dies be-

deutet, dass man nicht alle Copulas miteinander vergleichen kann.
Diese Eigenschaft wollen wir an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 1.3.8. Sei C(x,y) = w Wir vergleichen C'(z,y) mit der Pro-

duktcopula I1(x, y).
1 11
——T1(= =
~ 16 (4’ 4)

Fiir (1, 1) € [0,1)2 gilt:
4’4 2
Werten wir aber die Copulas fiir den Vektor (}L, %)T aus, so erhalten wir:
13y 0+% 1 3 13
_ = — = — _— = H _ =
C(4’4) 5 816 (4’4)
Damit haben wir einmal C (%, }L) = 11 (}1, %) und C' (i, %) < 1II (}1, %) Daraus folgt,
dass wir diese beiden Copulas nicht vergleichen kénnen.

co| —
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1.4 Konkordanz, Kendall’'s Tau und Tail Dependence

Der Korrelationskoeffizient, ein beliebtes Mittel um die Abhéngigkeit zwischen zwei
Zufallsvariablen zu messen, ist vor allem in Féllen, wo die Zufallsvariablen nicht
mal anndhernd normalverteilt sind, ein ungeniigendes Abhéngigkeitsmaf. In diesen
Féllen greift man auf sogenannte Rangkorrelationskoeffizienten zuriick. In diesem
Abschnitt werden wir mit Kendall’s Tau eine Rangkorrelationskoeffizienten vorstel-
len und den Zusammenhang zwischen Copulas und ihm herstellen. Da diese die
Abhéngigkeit mittels Konkordanz messen, werden wir in dieses Kapitel mit der De-
finition der Konkordanz einsteigen. AbschlieBen werden wird diesen Abschnitt mit

dem Konzept der Tail Dependence.

Definition 1.4.1. (Konkordanz) Seien (x;,y;) und (x;,y;) Beobachtungen des Zu-
fallsvektors (X, Y)”, wobei X und Y stetig sind. (2;,y;) und (z;, y;) sind konkordant
wenn (x; — z;)(y; — y;) > 0 gilt und diskonkordant wenn (z; — z;)(y; —y;) < 0.

Anschaulich bedeutet Konkordanz, dass hohe Werte einer Zufallsvariablen dann auf-
treten, wenn die andere Zufallsvariable ebenfalls hohe Werte annimmt. Bei Diskon-
kordanz treten hohe Werte dann auf, wenn die andere Zufallsvariable niedrige Werte
annimmt.

Um uns das besser vorstellen zu koénnen, stellen wir in den folgenden zwei Abbil-

dungen ein konkordantes und ein diskonkordantes Paar Zufallsvariablen dar.
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1.5

1.0

Abbildung 1.4: Ein konkordantes Paar Zufallsvariablen

1.5

Abbildung 1.5: Ein diskonkordantes Paar Zufallsvariablen
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In Abbildung sehen wir die Beobachtungen des Zufallsvektors (X,Y)?. Durch
diese Punktwolke wurde eine Regressionsgerade gezogen, die den Zusammenhang
zwischen X und Y ausdriickt. Wir sehen, dass dieser Zusammenhang positiv ist.
Steigen namlich die Werte von X, so steigen auch die Werte von Y.

In Abbildung nehmen die beiden Zufallsvariablen entgegengesetzte Werte an.
Der Zusammenhang ist negativ, was durch die Regressionsgerade verdeutlicht wird,
die eine negative Steigung hat.

Nun wollen nun mit Kendalls Tau, einen Rangkorrelationskoeffizienten einfiihren,

wobei wir nur die auf eine Verteilungsfunktion basierende Version betrachten werden.

Definition 1.4.2. (Kendall’s Tau) Sei (X,Y)” ein Vektor stetiger Zufallsvariablen

mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H. Dann ist Kendall’s Tau definiert als
Txy = P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0] — P[(X; — X5) (Y1 — Ya) < 0. (1.10)

Kendall’s Tau ist also nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz
minus die Wahrscheinlichkeit der Diskonkordanz. (X, Y1)T und (X3, ¥5)? sind dabei

unabhéngig und identisch verteilt, mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H.

Nun wollen wir eine Verbindung zwischen Konkordanz, den Rangkorrelationskoeffi-
zienten und Copulas herstellen. Dafiir miissen wir zuerst eine Konkordanzfunktion

definieren.

Definition 1.4.3. (Konkordanzfunktion Q) Seinen (Xi,Y;)T und (X, Y2)? Vekto-
ren stetiger Zufallsvariablen, mit gemeinsamen Verteilungsfunktionen H; und Hs
und den Randverteilungen F' und G. Wir definieren @) als die Wahrscheinlichkeit

von Konkordanz minus die Wahrscheinlichkeit von Diskonkordanz:
Q= (P[(X; — Xo)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; — X2)(Y; — Ys) <0)) (1.11)

Der néchste Satz aus Nelsen[7] liefert den ersten Zusammenhang zwischen Konkor-

danz und Copulas.

Satz 1.4.4. (siehe Nelsen [7]) Seinen (X, Y1) und (Xs, Y5)T Vektoren stetiger Zu-
fallsvariablen, mit gemeinsamen Verteilungsfunktionen H; und Hy und den Randver-
teilungen £ und G. Seien C; und Cy Copulas von (X1, Y1) und (Xs, Y3)T. Mit dem

18
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Satz von Sklar haben wir dann den Zusammenhang, H,(z,y) = C1(F(x), G(y)) und
Hy(x,y) = Co(F(x),G(y)). Die in Definition eingefithrte Konkordanzfunktion

@ lasst sich dann schreiben als
Q = Q(Cl, Cg) = 4// CQ(U,U)dCl(u, U) — 1. (112)
12

Beweis. Da die Zufallsvariablen stetig sind gilt,
P(X; — Xo)(Y1 — Y2) < 0] =1—P[(X; — X3)(Y1 — Y3) > 0] und daraus folgend

Q =2P[(X1 — X5)(Y1 = Y2) > 0] — 1. (1.13)

Der Ausdruck P[(X; — X5)(Y; —Y3) > 0] ldsst sich in die Summe der beiden Teilaus-
driicke P[X; > X5,Y] > V5] und P[X; < X5,Y) < Y5 zerlegen. Daher kénnen wir
sie unabhéngig voneinander betrachten und am Ende des Beweises wieder addieren.

Wir kénnen diese Wahrscheinlichkeiten mittels der Integration iiber die Verteilungen
einen der Zufallsvektoren (Xi,Y7)T oder (X5, Y5)” berechnen:

1.
PIX; > X5,Y; > Vo] = // PLX; < 2,Ys < yldCi(F(2), G(y))
Sat/ R2 CQ(F(x)v G(y))dC1 <F(x>’ G(y>>
= E[Co(F(X1),G(Y1)] = (%)

Nun betrachten wir den Vektor (Uy, V;)T von auf (0, 1) gleichverteilten Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion C;. Es gilt (X3, Y7) 2 (FCEO(U), GEY(W)

(Verfahren um Zufallszahlen zu erzeugen). Setzen wir nun ein:

(¥) = E[Co(F(FUY(1)), G(GED (1))
TEOR[C((Uy), G(W))]

N //{ 12 Co(F (u), G(v))dCi(F(u), G(v))
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2. Kommen wir nun zum zweiten Ausdruck:

PIX, < X, Vi < Y] = / / X, > 2,Y; > gdCy(F(2),G(y))
_ / / L= F(2) - Gly) + Ca(F(x), Gy)]dCy (F(), G(y))
g 1—u—v+ Cy(u,v)|dCy(F(u), G(v)) = (*
//{0’1]2[ 1 Cylu, 0)]ACy(F(u), G(v)) = (%)

Da C} Verteilungsfunktion eines Paares (U, V)T auf (0, 1) gleichverteilter Zu-
fallsvariablen, mit E[U] = E[V] = 1, ist, folgt:

)=1-1-14 / / Co(F (), G(0))dCy (F(u), G ()

Aus [T] und [2 folgt dann:

P(X) — X)(Y1 — Ya) > 0] = 2 / Co(F(u), G(0))dCh (F(u), G(v))

[0,1)2
Durch einsetzen unseres Ergebnisses in die Darstellung von @) in der Formel
erhalten wir die Behauptung. O]

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften von () notieren.
Korollar 1.4.5. (siehe Nelsen [7])
1. @ ist symmetrisch in ihren Argumenten:Q(Cy, Cs) = Q(Cy, CY).

2. @ ist monoton steigen in jedem Argument. Gilt nihmlich Cy(u,v) < C,(u,v)
und Cy(u, v) < Cy(u, ) fiir alle (u, v)” € [0, 1]2, so folgt Q(C1, Ca) < Q(CY, Cy).

3. Copulas kénnen in @) durch Uberlebenscopulas ersetzt werden, d.h. Q(Cy,Cy) =

Bemerkung 1.4.6. Vor allem FEigenschaft 3 ist in der Hinsicht interessant, dass
sie schon in dem Beweis des vorherigen Satzes aufgetaucht ist. Wir hatten dort die
beiden Teilausdriicke getrennt betrachtet und die gleichen Ergebnisse erhalten. Diese
beiden Ausdriicke waren aber nicht anderes als Q(Cy, Cy) und Q(a, @)
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Bevor wir ein Beispiel zur Konkordanzfunktion () notieren werden, miissen wir noch
den sogenannten Triger einer Funktion einfiihren.

Definition 1.4.7. (Trdger einer Funktion) Sei A ein topologischer Raum und
f: A — R eine stetige Funktion. Der Trager von f hat folgende Gestalt:

supp(f) .= {z € A|f(x) # 0}
Der Tréager von f ist also die abgeschlossene Hiille der Nichtnullstellenmenge von f.

Beispiel 1.4.8. An diesem Beispiel wollen wir verdeutlichen, warum die in Ab-
schnitt eingefiihrten Copulas W? und M? ihre Bezeichnungen Komonotonieco-
pula und Kontramonotoniecopula haben. Wir erinnern uns, dass die Werte 1 und —1
beim Korrelationskoeffizient, den perfekten positiven linearen Zusammenhang und
den perfekten negativen linearen Zusammenhang zwischen zwei Zufallsvariablen an-
gaben.

Da @ als Differenz von zwei Wahrscheinlichkeiten definiert wurde, gilt Q(C,C) €
[—1, 1] und wir notieren, dass die Werte 1 und —1 dieselbe Bedeutung wie bei dem
Korrelationskoeffizienten haben.

Im Gegensatz zu dem Korrelationskoeffizient werden mittels () aber nicht nur linea-
re Zusammenhénge gemessen.

Wir wollen nun die Konkordanzfunktion fiir diese zwei Copulas auswerten und dar-

aus auf ihre Bezeichnungen schlieflen:

1. Laut Beispiel 2.11(siehe Nelsen [7])gilt, dass der Tréiger von von M? in [0, 1]?
die Diagonale u = v ist. Da die Randverteilungen von M? gleichverteilt auf

[0, 1] sind gilt fiir eine integrierbare Funktion g auf [0, 1]*:

//[w g(u, v)dM*(u, v) = /Olg(u,u)du

Mit diesem beiden Informationen und Satz [[.4.4] erhalten wir:

1
Q(MQ,MQ)ZZI/ min(u,v)dMQ(u,v)—lzll/ udu —1=1
0

[0,1]?
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@ nimmt also den maximalen Wert ihres Wertebereiches an. Wir kénnen dar-
aus schliefien, dass die Copula M? genau dann Anwendung findet, wenn zwei
Zufallsvariablen perfekt abhéingig sind. Daher kommt auch die Bezeichnung

Komonotoniecopula.

2. Laut dem selben Beispiel gilt fiir den den Triger von W2, v = 1 — u. Also

folgt,
1
// g(u, v)dW?(u,v) = / g(u,1 —u)du
[0,1]2 0

und wir kénnen C(W?2, W?) berechnen:

1
QW2 W?) = 4/ maz(u+v —1,0)dW?(u,v) — 1 = 4/ Odu —1= -1
0

(0,1]?

Wir sehen, dass () den minimalen Wert ihres Wertebereiches annimmt. Wie bei
der Komonotoniecopula, kénnen wir daraus einen Riickschluss auf die Art der
Abhéngigkeit, die durch die Kontramonotoniecopula ausgedriickt wird, ziehen.
Es gilt, dass die Kontramonotoniecopula genau dann Anwendung findet, wenn

zwei Zufallsvariablen perfekt unabhéngig sind.

Bemerkung 1.4.9. Wertet man fiir eine beliebige Copula C' und die drei Stan-
dartcopulas W2, M? und II? die Kokordanzfunktion @ aus, so erhilt man folgende
Resultate:

11

Q(C, M?) € [0,1],Q(C,I1*) € {—g, 51 (1.14)

und
Q(Ca W2> S [_17 O}

Da wir mit Satz [1.4.4] einen Zusammenhang zwischen Konkordanz und Copulas
hergestellt haben, wollen wir nun Copulas mit Kendall’s Tau in Verbinndung setzen.
Dabei greifen wir auf Satz zuriick und notieren:
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Satz 1.4.10. (siche Nelsen [7]) Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula
C. Dann ist Kendall’s Tau fiir X und Y gegeben als

xy =Tc =Q(C,C) =14 C(u,v) dC(u,v) — 1 1.15
y=re=QC.0 =4 [ ot iy (1.15)
—4E[C(U,V)] - 1

Wir wollen nun diesen Abschnitt mit den Konzept der Tail Dependence abschlieflen.
Bei der Tail Dependence geht es um die Stiarke der Abhéngigkeit, zweier Zufallsva-
riablen in den Réndern der gemeinsamen Verteilung. Die Tail Dependence ist daher
ein gutes Mittel um extreme Ereignisse, wie zum Beispiel den gleichzeitigen Ausfall

mehrerer Kredite, zu untersuchen.

Definition 1.4.11. (Untere und obere Tail Dependence) Sei (X,Y)” ein Vektor
stetiger Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungsfunktionen F und G. Die
beiden Zufallsvariablen heiflen asymptotisch abhéngig im oberem Tail, falls die obere

Tail Dependence, definiert durch
Ay = h/xq P(X > F 'u)|Y > G (u)), (1.16)

existiert und Ay > 0 gilt.
X und Y heiflen asymptotisch abhéngig im unteren Tail, falls die untere Tail De-
pendence, definiert durch

N I%P(X < F Y)Yy <G (w), (1.17)
existiert und Ay > 0 gilt.
Gilt A\y = 0 bzw. A\, = 0, so sind die Zufallsvariablen asymptotisch unabhéngig im

oberen bzw. unteren Tail.

Bevor wir den Zusammenhang zwischen Tail Dependence und Copulas notieren,

miissen wir zuerst die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit fiir Copulas einfiihren.

Definition 1.4.12. Sei C eine Uberlebensfunktion. Dann gilt fiir die bedingte Wahr-

scheinlichkeit
_ L
PU > u|V > v) = S0 _L1zu=vt Clwe) (1.18)

1—vw 1—w
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Nun kénnen wir den Zusammenhang zwischen Tail Dependence und Copulas notie-

ren.

Lemma 1.4.13. Sei C' eine bivariate Copula. Konvergiert der Ausdruck

A =l B> F7 @)Y > 67 (w) = lim 1 —2u+C(u,u)

€ (0,1 1.19
lip —= 0 e (0,1], (1.19)

so hat C' obere Teil Dependence.
Konvergiert dagegen der Ausdruck

C
AL = ii{%IP’(X < F 'Y <G (w) = uj{‘]% (Z’ v) € (0,1], (1.20)
so hat C' untere Tail Dependence.
Beweis. Der Beweis folgt mit Definition [1.4.12] ]

Bemerkung 1.4.14. Wie man an den beiden Ausdriicken Ay und Ay sehen kann,
héngt die Tail Dependence nur von der Copula und nicht von den Randverteilungen
ab.
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2 Archimedische Copulas

In diesem Kapitel wollen wir mit den Archimedischen Copulas eine wichtige Art
von Copulas einfiihren, die sich im bivariaten Fall durch die Vielfalt an Familien
auszeichnen und vor allem auf ziemlich einfache Weise durch eine eindimensionale
Funktion erzeugt werden konnen. Neben diesen positiven Eigenschaften werden wir
feststellen miissen, dass die multivariate Erweiterung dieser Copulas an einige Be-
dingungen gekniipft sein wird und dass die Modellierung von Abhéangigkeiten mittels
multivariater Archimedischer Copulas nur im sogenannten symmetrischen Fall be-
friedigende Ergebnisse liefert.

Im ersten Abschnitt werden wir zeigen wie man bivariate Archimedische Copu-
las konstruiert und einige ihrer Eigenschaften notieren. Fortsetzen werden wir das
Kapitel mit der Konstruktion und den Eigenschaften multivariater Archimedischer
Copulas. Im letzten Abschnitt werden wir zwei einparametrische Familien Archime-

discher Copulas vorstellen.

2.1 Konstruktion und Eigenschaften bivariater Archimedischer

Copulas

In diesem Abschnitt wollen wir die Konstruktion einer Archimedischen Copula im
2-dimensionalen Fall vorstellen. Um dazu in der Lage zu sein, benotigen wir die De-

finition der Pseudo-Inversen; einer stetigen und streng monoton fallenden Funktion.

Definition 2.1.1. (Pseudo-Inverse) Sei ¢ eine stetige, streng monoton fallende
Funktion mit Dom(y) = [0, 1], Ran(p) = [0,00] und (1) = 0. Die Pseudo-Inverse
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71 von ¢ ist definiert als

Pl (t) = (2.1)
Bemerkung 2.1.2. Wir werden im Folgendem ¢ im Zusammenhang mit der Kon-
struktion Archimedischer Copulas als Erzeuger bezeichnen und die Menge aller Er-
zeuger wird als ) notiert .

@~ ist stetig und monoton fallend auf dem Intervall [0, 0o, und streng monoton
fallend auf [0, p(0)].

Betrachtet man die Komposition von ¢l und ¢ auf dem Einheitsintervall [0, 1], so

gilt o= (p(u)) = u. Allgemein gilt
t, 0 <t <(0)
P(p(1) = 4 0(0), (0) <t < o0 (2.2)
= min(t, ¢(0)).
Gilt (0) = oo so folgt daraus, dass die Pseudo-Inverse ¢~ gleich der Inversen ¢~

ist, in diesem Fall wird ¢ als strikter Erzeuger bezeichnet. Die Menge der strikten

Erzeuger, werden wir mit (., abkiirzen.

Definition 2.1.3. (2-dimensionale Archimedische Copula) Eine 2 dimensionale Co-
pula mit Erzeuger ¢ € € wir als archimedisch bezeichnet, wenn sie fiir alle u,v €

[0, 1] folgendermaBien konstruiert ist:

Clu,v) = 7Y (p(u) + ¢(v)) (2.3)

Wir wollen nun zeigen, dass die 3 Bedingungen einer Copula Funktion erfiillt,

wobei die Eigenschaft 2-steigend an eine Voraussetzung gekoppelt ist.

Lemma 2.1.4. (siehe Nelsen [7]) Sei ¢ € Q ein Erzeuger und [~ seine Pseudo-
Inverse. Die Funktion C(u,v) = o= (¢(u) + p(v)) erfiillt fiir alle u,v € [0, 1] die
ersten beiden Bedingungen an eine Copula. Desweiteren ist C'(u,v) genau dann 2-
wachsend wenn die Ungleichung C'(ug,v) — C(ug,v) < ug — up mit ug > wuy fiir alle

v € [0, 1]erfiillt ist.
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Beweis. Seien u,v € [0, 1] beliebig:

1. (geerdet)

C(u,0) = 1™ ((u) + 9(0)) = (%)

Da ¢(u) > 0 gilt, folgt daraus ¢(u)+¢(0) > ¢(0) und daraus dann mit Defini-
tion der Pseudoinversen, dass (x)=0 ist. Da die nach[2.3|konstruierten Copulas

offensichtlich symmetrisch in ihren Argumenten sind, gilt auch C'(0,v) =0 .

Clu, 1) = @™ (o) + 9(1)) = o (p(u) +0)
= (o)) =
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da =1 (o(u)) = u, wie in Bemerkung

schon erwidhnt wurde, auf dem Einheitsintervall immer erfiillt ist. Aus der

Symmetrie folgt dann, dass auch C'(1,v) = v gilt.

3. (2-wachsend) Die Voraussetzung C(u1,v) — C(ug,v) < ug — uy ist dquivalent
dazu, dass Vo ([ug,us] X [v,1]) > 0 ist.
Nehmen wir also an, dass die Voraussetzung gilt. Fiir das weitere Vorgehen
wéhlen wir vy, vy € [0, 1], mit vy < vy. Es gilt nun
C(0,v9) =0 < vy <wy = C(1,v2). Da C auf Grund der Stetigkeit von ¢ und
¢l auch stetig ist, konnen wir mit dem Zwischenwertsatz folgern, dass ein
p € [0, 1] existiert mit C(p,vy) = vy. Es gilt dann ¢(v;) = ¢(p) + ¢(v2) und

daraus folgend dann:

Cug, v1) — Cluy,v1) = o (p(uz) + p(v1)) — @ (p(ur) + ¢(v1))
= ol (p(u2) + o(v2) + ©(p)) — @ (0(wr) + (v2) + (p))
= C(Clus, 03), p) — C(Clur, 1), ) < Clatg, vs) — Clur, va)
= Vo([ug, us] X [v1,v2]) >0

= C(u,v) ist 2-wachsend
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]

Wie wir in dem vorherigen Lemma festgestellt haben, ist die Eigenschaft 2-
wachsend bei C(u,v) = ¢I7U (¢(u) + ©(v)) an eine Bedingung gekniipft, welche man
zusammen mit den anderen beiden Eigenschaften einer Copula nachpriifen miisste.
Das folgende Lemma erleichtert uns diese Arbeit, in dem es eine notwendige und
hinreichende Bedingung vorgibt, unter welcher C'(u, v) eine bivariate Archimedische

Copula ist.
Lemma 2.1.5. (siehe Alsina et. al [I]) Sei ¢ € Q ein Erzeuger.
Clu,v) = ¢ (p(u) + ¢(v))
ist genau dann eine bivarite Archimedische Copula wenn ¢ konvex ist.
Wir wollen nun zwei Beispiele bivariater Archimedischer Copulas betrachten.

Beispiel 2.1.6. Sei ¢ = —In(z), wobei z € [0, 1]. Da lim, o — In(z) = oo gilt, ist

1

der Erzeuger strikt und somit ¢l = ¢~ = exp(—z), mit = € [0, 00). Konstruieren

wir nun unsere Copula:
C(u,v) = exp(—(In(u) — In(v))) = exp(In(u) + In(v))
= exp(In(u)) exp(In(v)) = uv = I1*(u, v)
Wir sehen also die zum Erzeuger ¢ = — In(z) gehdrende Archimedische Copula, ist

die Produktcopula II2.

Beispiel 2.1.7. Sei ¢ = 1 — x fiir x € [0, 1]. Die zugehorige Pseudoinverse hat die

Gestalt

- 1 —z,fir z € [0,1]

o (z) =
0, fiir z € (1, o0]

Wir kénnen die Pseudo-Inverse schreiben als l=U(z) = maz(1 — z,0). Fiir die

zugehorige Archimedische Copula gilt dann:
C(u,v) =mar(l— (1 —u+1-v),0) = maz(u+v —1,0) = W(u,v)

Die von ¢ = 1 — x erzeugte Archimedische Copula ist die Kontramonotoniecopula
w2
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KAPITEL 2. ARCHIMEDISCHE COPULAS
Der néchste Satz aus Nelsen [7], liefert uns einige niitzliche Eigenschaften bivariater
Archimedischer Copulas.

Satz 2.1.8. (Eigenschaften bivariater Archimedischer Copula, siehe Nelsen [7]) Sei

p € Q Erzeuger einer bivariaten Archimedischen Copula C:
1. C ist symmetrisch in ihren Argumenten:C'(u,v) = C(v,u) fir alle v,u € [0, 1].
2. C ist assoziativ:C'(C(u,v), w) = C(u, C(v,w)) fur alle u,v,w € [0, 1].
3. Fiir ein t € (0, 00), ist tp ebenfalls ein Erzeuger.

Beweis. Seien u,v,w € [0, 1] beliebig:

1.
C(u,v) = () + (v)) = e (p(v) + p(u)) = C(v,u)

2. Wir betrachten zuerst den Fall, dass (p(u) + ¢(v) + ¢(w)) < ¢(0). Nach

Definition der Pseudo-Inversen gilt dann ¢~ = ! und wir erhalten,

C(Clu,v),w) = ¢~ (e (p(u) + ¢ () + p(w))
= o () + ¢(v) + p(w))
= " p(u) + (e~ (p(v) + p(w))))
= C(u, C(v,w)).

Der zweite Fall (¢(u) 4+ ¢(v) + p(w)) > ¢(0) ist klar, denn nach der Definition
der Pseudo-Inversen, nimmt sie fiir alle ¢ > ¢(0) den Wert 0 an. Somit erhalten

wir C(C(u,v),w) =0 = C(u, C(v,w)).

3. Die dritte Eigenschaft folgt aus der Tatsache, dass eine konvexe Funktion

multipliziert mit einem positiven Skalar konvex bleibt und Lemma [2.1.5]
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Nun wollen wir einen Weg findeN, wie man die Konkordanzordnung (siehe Defini-
tion [1.3.6)) bei Archimedischen Copulas bestimmt. Als Voraussetzung fiir den dazu
benotigten Satz, brauchen wir zuerst die Definition der Subadditivitdt von Funktio-

nemn.

Definition 2.1.9. (Subadditivitdt) Eine Funktion f mit Domf = [0, 00) wird als
subadditiv bezeichnet, wenn fiir alle z,y € [0, 00) die Ungleichung
flx+y) < f(z) + f(y) erfillt ist.

Satz 2.1.10. (siehe Schweizer et. al [I1]) Sei C; eine Archimedische Copula mit
Erzeuger ¢ € € und Cy eine Archimedische Copula mit Erzeuger ¢, € ). Die
Relation C < Oy gilt genau dann, wenn ¢, o gp[_u subadditiv ist.

Das folgende Lemma gibt ein Kriterium an, unter welchem die Subadditivitét einer

Funktion immer gilt.

Lemma 2.1.11. (siehe Schweizer, Sklar [I1]) Sei f eine Funktion mit
Dom(f) = [0,00). Ist f konkav und gilt zudem f(0) = 0, dann ist f subadditiv.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels wollen wir das Konkordanzmafl Kendall’s Tau
und Tail Dependence, fiir Archimedische Copulas definieren. Zuerst benotigen wir

aber die Definition der Verteilungsfunktion einer Archimedischen Copula.

Definition 2.1.12. (C-Maf}) Das C-Maf} einer Menge ist sein C-Volumen Vi. An-
ders Ausgedriickt, ist das C-Maf einer Teilmengemenge R C [0, 1]?,die Wahrschein-
lichkeit, dass zwei auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen U und V', mit gemeinsa-

mer Verteilungsfunktion H, einen Wert aus R annehmen.

Satz 2.1.13. (siehe Nelsen [7]) Sei C' eine Archimedische Copula mit Erzeuger
¢ € Q und sei Ko(t) das C-Maf3 der Menge {(u,v) € [0,1]?|C(u,v) < t}. Dann gilt
fir jedes t € [0,1]:

(2.4)

Dabei ist ¢ (¢) die rechtsseitige Ableitung von ¢ im Punkt ¢.
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Korollar 2.1.14. (sieche Nelsen [7]) Seien U und V zwei auf (0, 1) gleichverteilte
Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion C'; wobei C' eine von

¢ € Q erzeugte Archimedische Copula sei. Dann ist K¢ (siehe die Verteilungs-
funktion der Zufallsvariable C'(U, V).

Nun sind wir in der Lage den Satz iiber Kendall’s Tau bei Archimedischen Copulas

zu notieren und ihn zu beweisen.

Satz 2.1.15. (Kendall’s Tau fiir Archimedische Copulas, siche Nelsen [7]) Seien X
und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C, wobei C' eine von ¢ € () erzeugte
Archimedische Copula sei. Das Konkordanzmaf Kendall’'s Tau 7¢(siehe fiir
X und Y ist gegeben durch

1
()
TC:1+4/ —dt. 2.5

0 PO 2
Beweis. Seien U und V zwei, auf dem offenen Intervall (0,1), gleichverteilte Zu-

fallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion C. Sei weiterhin K die Vertei-
lungsfunktion von C'(U, V). Nun wissen wir aus Satz|1.4.10} dass fiir eine beliebige
Copula C' Kendall’s Tau folgende Gestalt hat:

7o = 4E[C(U, V)] =1 = /ltch(t) 1

— /1 tdKC(t) dt —1 = [4tK (1)) — 1~ 4/1 Ke(t)dt

0 dt
1
0
Wir wissen aus Korollar [2.1.14]dass das in Satz [2.1.13| definierte C-Maf}

©(1)
@' (t1)

, die Verteilungsfunktion von C'(U, V') ist. Da der Erzeuger ¢ streng monoton fal-

Ko(t) =t —

lend ist, ist er fast iiberall differenzierbar und daraus folgt dann o' (t7) = ¢ (t) fiir
alle t € [0,1]. Fast iiberall bedeutet, dass die Menge der Stellen an denen ¢ nicht

differenzierbar ist, eine lebesguesche Nullmenge bildet.

32



KAPITEL 2. ARCHIMEDISCHE COPULAS

Mit diesen Informationen konnen wir unseren Beweis fortfithren:
1 t
(*)—3—4/ (t—ﬂ)dt)
0 ¥ (t)
1 Lot
—3- (4/ tdt—4/ il ))dt)
0 0o ¥ (t)

:3—2+4/01 z,((?))dt

_1+4/0 j%)dt

]

Nun wollen wir noch, das im ersten Kapitel vorgestellte Konzept der Tail Depen-

dence, auf Archimedische Copulas iibertragen.

Satz 2.1.16. (siehe Joe [5]) Sei C eine bivariate Archimedische Copula mit dem
striktem Erzeuger ¢ € Q, fiir dessen Inverse zusétzlich die Bedingung

(—1)’“%@‘1(75) > 0 erfiillt ist(Die Bedeutung dieser Bedingung wird im néchsten
Abschnitt deutlich.). Gilt 90*1/ (0) = —oo so hat C obere Tail Dependence, die durch

oy op [(£7(29)
Ao =2 2£\O<w_l,(s)> (2.6)

gegeben ist.

Fiir die untere Tail Dependence von C' gilt

Az =2 lim (M) . (2.7)

S—00

2.2 Konstruktion und Eigenschaften multivariater

Archimedischer Copulas

Im folgendem Abschnitt wollen wir uns mit der Konstruktion multivariater Archi-
medischer Copulas beschéftigen.

Ein Ansatz wire, die beiden bivariaten Archimedischen Copulas aus den Beispie-
len 2.1.6] und [2.1.7] aus dem Abschnitt aufzugreifen und sie zu multivariaten
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Archimedischen Copulas zu erweitern. Betrachten wir also zuerst die bivariate Pro-
duktcopula mit Erzeuger ¢(t) = — In(¢) und erweitern sie zu einer multivariaten.

Es gilt
I (uy, up) = u* v = exp(In(u;) + In(uy))

und " (uq, -+, uy,) = H u; = exp(In(uy) + -+ + In(uy,)).
i=1

Wir leiten nun aus diesem Beispiel einen Algorithmus fiir die Konstruktion multi-

variater Archimedischer Copulas ab. Der Algorithmus wére:

e Schrittl: Erzeuge mit ¢ € Q die bivariate Archimedische Copula C(uq,u,) =
C?(ur, uz) = e (p(wr) + ¢ (un)).

e Schritt2: Konstruiere iterativ die dazu passende multivariate Archimedische

Copula durch

Cm<u17 e 7un) = C(Cnil(ub T 7un71)7 un)

= o (p(ur) + -+ + o(un)).

Wie wir anhand der Kontramonotoniecopula aus Beispiel im Folgenden fest-
stellen werden, funktioniert dieser Algorithmus im Allgemeinen nicht. Betrachten
wir also die bivariate Kontramonotoniecopula W?2(uy, us) = max(u; + us — 1,0) mit
dem Erzeuger ¢ = 1 — 2. Ohne den Algorithmus anzuwenden, kénnen wir durch das
Resultat aus Satz[1.3.1] dass W™ fiir n > 3 keine Copula mehr ist, direkt feststellen,
dass sich diese bivariate Archimedische Copula nicht zu einer multivariaten erwei-
tern lasst.

Wir hatten im Abschnitt festgestellt, dass die nach Definition konstruierte
bivariate Archimedische Copula, die ersten beiden Eigenschaften einer Copula ohne
Voraussetzungen erfiillte. Fiir die dritte Eigenschaft 2 —wachsend, gab uns das Lem-
ma [2.1.5 eine hinreichende und notwendige Bedingung an. Die Aussage war, dass
C(u,v) genau dann eine Copula ist, wenn der Erzeuger ¢ € € konvex ist. Da die
multivariate Archimedische Copula iterativ aus der bivariaten gebildet wird, lassen

sich die ersten beiden Eigenschaften einer Copula ohne Voraussetzungen auf den
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multivariaten Fall iibertragen. Die Eigenschaft n-wachsend wird, wie wir in diesem
Abschnitt feststellen werden, stéirkere Voraussetzungen an die Pseudo-Inverse des

Erzeugers und an den Erzeuger selber erfordern.

Definition 2.2.1. (Volstindige Monotonie) Eine Funktion f(t) ist vollstdndig mo-
noton auf einem Intervall J, wenn sie dort stetig, beliebig oft differenzierbar ist und

ihre Ableitungen alternierend sind. Es gilt also

()0 2 0 (2.8)

fiur alle t aus dem Innerem von J und k& € Nj.

Lemma 2.2.2. (siche Widder [13]) Ist eine Funktion f(¢) vollstindig monoton auf
dem Intervall [0, 00) und ist fiir ein ¢ > 0 f(c) = 0, so folgt daraus, dass f auf dem

ganzen Intervall [0, 00) der Nullfunktion entspricht.

Bemerkung 2.2.3. Mittels der Definition und dem vorherigen Lemma, konnen
wir ein wichtiges Resultat fiir den Erzeuger und seine Pseudo-Inverse folgern. Ist die
Pseudo-Inverse eine auf [0, co) vollstdndig monotone Funktion und besitzt sie zudem
dort keine Nullstelle, so ist sie iiberall auf diesem Intervall positiv. Mittels Definition
konnen wir nun folgern, dass unter diesen Voraussetzungen ¢(0) = oo gilt und
damit =1 (¢) = p(¢) fiir alle ¢ € [0, 00).

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts. Dieses Resultat von Kim-
berling [6] liefert eine hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, dass C" fiir

alle n > 2 eine Copula ist.

Satz 2.2.4. (siehe Kimberling [0]) Sei ¢ € Q. ein strikter Erzeuger mit der Inversen
-1
o L.
C™(u, -+ s un) = ¢~ (p(ur) + - + p(un)) (2.9)

ist genau dann eine Copula, wenn die Inverse ¢~! vollstindig monoton auf dem

Intervall [0, co) ist.

Wie im Abschnitt 2.1 wollen wir nun Eigenschaften n-dimensionaler Copulas notie-

ren.
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Satz 2.2.5. (Eigenschaften multivariater Copulas, siehe Savu [10])

1. C™ ist symmetrisch konstruiert, d.h. C"(uq, - -+, un) = C™(unqy, - - - , une)) fir

alle n > 2, u; € [0, 1] und alle Permutationen I1(3).

2. C™ ist assoziativ, d.h. C™(C(uy, -+ ,up—1),un) = C™(uy, Clug,--- ,u,)) fur
alle n > 2 und alle u; € [0, 1].

Bemerkung 2.2.6. Die erste Eigenschaft ist ein sehr wichtiges Resultat dieser bis-
herigen Arbeit. Wir kénnen feststellen, dass die Modellierung mittels multivariater
Archimedischer Copulas nur bei symmetrischen Beziehungen der betrachteten Ob-
jekte moglich ist. Durch die Austauschbarkeit der Argumente kann man némlich
folgern, dass die Abhéngigkeit zwischen den einzelnen Zufallsvariablen gleich sein
muss. Dies ist vor allem dann ein Nachteil, wenn man zum Beispiel die Abhéangigkeit
von Unternehmen aus verschiedenen Branchen modellieren will. Dort wiirde diese
symmetrische Konstruktion ungeniigende Ergebnisse liefern, da die Abhéngigkeit
zwischen den Unternehmen im Allgemeinen nicht gleich ist. Wie man dieses Pro-

blem in den Griff kriegt, werden wir in Kapitel 3 herausfinden.

2.3 Die Clayton-und Gumbel-Hougaard Copula, als Beispiele

einparametrischer Familien

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei Familien Archimedischer Copulas vorstellen,
die wir im Kapitel 3 dieser Arbeit wieder aufgreifen werden.

Wie die Uberschrift dieser Unterkapitels schon verriit, sind die betrachteten Familien
Archimedischer Copulas parameterabhéngig. Eine sehr niitzliche Eigenschaft dieses
Parameters, ist, dass man durch seine Wahl die Abhéngigkeit zwischen den betrach-
teten Zufallsvariablen steuern kann.

Die hier betrachteten Beispiele sind aus dem Buch von Nelsen [7] entnommen und

die Abbildungen wurden mit R erzeugt.

Beispiel 2.3.1. (Clayton-Copula) Die Clayton-Copula wird fiir § € [—1,00)\ {0}

von der Funktion ¢(t) = §(¢7% — 1), mit der zugehorigen Pseudo-Inversen
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U () = (t0 + 1), erzeugt. Fiir 6 > 0 ist der Erzeuger strikt. Wir wollen nun die
bivariate Clayton Copula anhand Definition aus dem Erzeuger konstruieren:

(%Wﬂ0=¢“W¢W%+ﬂW)=«%w4—4)+$@4_¢»a+nﬁ
=@ = =1 )T = @ e =)
= [maz(u? +v% —1,0)] 7

Da der Erzeuger fiir 8 > 0 strikt und die Inverse vollstdndig monoton ist, kénnen
wir die bivariate Clayton Copula zu einer multivariaten erweitern. Es gilt fiir alle
@ >0 und alle n > 2

C”(u17... ’u”):(u1_0+"’+uge—n—|—1)_%.

Wir wollen nun Kendall’s Tau und die Tail Dependence fiir die Clayton-Copula
berechnen.

Kendall’s Tau

Sei Cy eine parameterabhéngige Archimedische Copula aus der Clayton Familie. Es
gilt

01 —¢

©o(t) g furd #0

2o | tin(t), firg = 0

. Berechnen wir nun zuerst Kendall’s Tau fiir den Fall, dass 6 # 0 ist.
t9+1

1
TCGSatz1+4/ .
0
1

4
:1+—/mﬂ“—tm
0

-1
dt

0

4 1 1.1
— 1 = _t9+2 - —t2

+9<b+2 Q}J

_1+4 11\ +4 2-0—2
N o\o+2 2 0\ 20+4
. 4 20

20+4 20+ 4
0
Ch+2
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Seinun 8 =0

1
Tc, = 1+ 4/ tin(t)dt
0

Tail Dependence
Sei Cy eine parameterabhingige Archimedische Copula aus der Clayton Familie, mit

6 > 0. Fiir die Ableitung der Inversen gilt
07" (5) = ~(s0+1)737

. Mit Satz [2.1.16| erhalten wir fiir die untere Tail Dependence

-2 250 + 1) 0
A, = 2 lim <¢—(5>>=2hm (5 + ) ]:2-2—é—1=2—é
sO+1

$—00 ¢—1/ (5) $—00
250 +1\ 7' _
s+ 1 e

und fiir die obere Tail Dependence
Die Clayton Copula hat also keine obere Tail Dependence.

_1, 2
=2 2%m [P} Zo opm
s\0 (70*1 (3) s\0

Wir wollen uns nun anhand vier Scatterplots die bivariate Clayton-Copula fiir ver-
schiedene 0 € [—1,00)\ {0} veranschaulichen. Nach dem Buch von Nelsen [7] gilt
fiir die Extremfiille, limg o, Cy(u,v) = M?*(u,v), limy_o Cy(u,v) = I*(u,v) und
C_1(u,v) = W?(u,v). Bei den Abbildungen wurde 6 jeweils so gewiihlt, dass die Ex-
tremfélle von Kendall’s Tau, -1, 0 und fast 1 erfasst wurden. Wie wir sehen werden
steigt die Abhéngigkeit zwischen den betrachteten Zufallsvariablen mit lim 6 — oo
an , so dass wir mit einem groflerem Theta ein gréfleres Kendall’s Tau erhalten. Vor
allem im dritten Scatterplot sieht man die relativ starke untere Tail Dependence
(A = 0.8122) der Clayton Copula. In der unteren linken Ecke der Abbildung liegen

die Werte der Zufallsvariablen ziemlich nah beieinander.
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Abbildung 2.5: Scatterplots von 3000 simulierten Daten der Clayton-Copula mit
0=—1bzw. 0 — 0

Clayton(Theta=3.3333 KT=0.7) Clayton(Theta=100 KT=0.99)

Abbildung 2.6: Scatterplots von 3000 simulierten Daten der Clayton-Copula mit
0 = 3.333333 bzw. 6 = 100
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Beispiel 2.3.2. (Gumbel-Hougaard-Copula)Die Gumbel-Hougaard-Copula
wird fiir @ € [1, 00) von der strikten Erzeugerfunktion ¢(t) = (—In(¢))?, mit der zu-

gehorige Inversen =1 = exp(—t%), erzeugt. Im bivariaten Fall ergibt sich dann

|-

Cu,v) = exp(=[(=In(u)’) + (=In(v)")]7).

Im Allgemeinen erhalten wir da der Erzeuger strikt und die Inverse vollstindig

monoton ist die multivariate Copula
C™(uy, -+ ,u,) = exp(— Zlnuz %

Wir wollen uns nun Kendall’s Tau und die Tail Dependence fiir die Gumbel-Hougaard
Copula berechnen.

Kendall’s Tau

Sei Cy eine parameterabhéngige Archimedische Copula aus der Gumbel-Hougaard
Familie. Fiir 6 > 1 gilt

va(t) _ tln(ﬂ‘

Setzen wir nun ein:

Il
—_
_l’_
N

TCg

Tail Dependence
Sei Cy eine parameterabhingige Archimedische Copula aus der Gumbel-Hougaard

Familie , mit 6 > 1. Fiir die Ableitung der Inversen gilt

D=

59)

05" (s) = ——s0 L exp(—
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. Mit Satz [2.1.16] erhalten wir fiir die untere Tail Dependence von der Gumbel-
Hougaard-Copula

Az =2 lim <w> — 9% lim (M) _
s=oo \ o=t (s) s=oo \  exp(—s)

und fiir die obere Tail Dependence

,1/2 —(9 1
Ay = 2 —2lim 90—,(8) o oblim= (P, o
N0\ b (s)

Anders als die Clayton Copula, hat die Gumbel-Hougaard-Copula keine untere Tail
Dependence.

Wie bei der Clayton Copula wollen wir uns anhand von vier Scatterplots die bi-
variate Gumbel-Hougaard-Copula veranschaulichen. Bei dieser Copula gilt fiir die
Extremfille, Cy(u,v) = II und limg o, Cy(u,v) = M?(u,v). Wie im ersten Beispiel
wurde die Wahl der Parameter den Extremfillen von Kendall’s Tau angepasst. Im
dritten Scatterplot kann man die relativ starke obere Tail Dependence(Ay = 0.811)
der Gumbel-Hougaard-Copula beobachten. In der oberen rechten Ecke der Abbil-
dung liegen die Werte der beiden Zufallsvariablen ziemlich nah beieinander.

Im Gegensatz zu den Zufallsvariablen mit einer Clayton Copula, sind die Zufallsva-
riablen, dessen Copula die Gumbel-Hougaard-Copula ist, nur positiv abhéngig oder

unabhéngig.
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Abbildung 2.7: Scatterplots von 3000 simulierten Daten der Gumbel-Hougaard-
Copula mit # = 1 bzw. 6 = 2

Gumbel-Hougaard(Theta=4 KT=0.75) Gumbel-Hougaard(Theta=33.3333 KT=0.97)

Abbildung 2.8: Scatterplots von 3000 simulierten Daten der Gumbel-Hougaard-
Copula mit 0 = 4 bzw. # = 33.33333
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Bemerkung 2.3.3. In Beispiel war der Erzeuger ¢(t) = 5(¢7% — 1) fiir alle

0 > 0 strikt und die Inverse vollstdndig monoton. Anhand der zugehorigen Scat-
terplots und konnte man erkennen, dass fiir diesen Fall die Abhingigkeit
zwischen den Zufallsvariablen nicht negativ ist. Im Beispiel galt dieser Sach-
verhalt fiir alle § € [1,00). Diese Beobachtung halten wir nun in einem Korollar
fest.

Korollar 2.3.4. (siehe Nelsen [7]) Sei ¢ € Q. ein stikter Erzeuger einer Archi-
medischen Copula C' und ¢! die zugehérige Inverse. Unter der Voraussetzung der

vollstindigen Monotonie von ¢t gilt C' = II.
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3 Hierarchische Archimedische Copulas

Im vorherigen Kapitel haben mit der symmetrischen Konstruktion, eine Methode
kennengelernt um bivariate Archimedische Copulas zu multivariaten zu erweitern.
Diese Konstruktion erweist sich durch die Eigenschaft der Symmetrie fiir die Mo-
dellierung von asymmetrischen Beziechungen als nicht brauchbar. Da aber zum Bei-
spiel die Beziehungen von Unternehmen aus verschiedenen Sektoren im Allgemeinen
asymmetrisch sind, wére eine Konstruktion wiinschenswert, die diese Beziehungen
wiederspiegeln kann. Die Losung fiir dieses Problem sind sogenannte hierarchische
(verschachtelte) Archimedische Copulas. Sie werden, wie wir sehen werden, auch aus
bivariaten Archimedischen Copulas konstruiert.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir uns ganz allgemein mit der Kon-
struktion von hierarchischen Archimedischen Copulas aus bivariaten Archimedischen
Copulas beschiftigen. Der zweite Abschnitt {iber LT-Erzeuger wird Grundlage fiir
den dritten Abschnitt sein, in welchem wir den wichtigen Satz beweisen, der eine
Aussage dariiber trifft, unter welchen Bedingungen, die Verschachtelung von biva-
riaten Archimedischen Copulas wieder eine Copula darstellt. Das Kapitel werden
wir mit zwei Beispielen und Eigenschaften hierarchischer Archimedischer Copulas

abschlieflen.

3.1 Von den Archimedischen zu verschachtelten Archimedischen

Copulas

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Ubergang von den bivariaten Archime-

dischen Copulas zu den verschachtelten Archimedischen Copulas befassen.
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Die bivariate Archimedische Copula hatte nach Kapitel 2 die Form

Cu,v) = o (p(u) + ¢ (v)).

Wir wollen diese Copula zu einer 3-dimensionalen verschachtelten Archimedischen
Copula erweitern. Sei dazu zwei bivariate Copulas C und C5 mit den Erzeugern

01,02 € € gegeben. Wir schachteln nun die zweite Copula in die erste und erhalten

O (ur, Ca(us, us)) = @ p1(un) + 910 05 N(a(uz) + @alus))). (3.1

Angenommen wir hétten jetzt zwei Branchen mit jeweils zwei Unternehmen, zwi-
schen denen wir die Abhéngigkeit messen wollen. Seien die Erzeuger (q,¢09, 3 € €2
mit den jeweiligen Copulas C1,Cy und Cj gegeben. Eine 4-dimensionale hierarchi-
sche Copula hat folgende Gestalt:

O (Caun, uz), Cs(us, ua)) = o1 o1 0 05 M (a(ur) + @a(us)) + o1 0 05 (s (us) + ps(us)))
(3.2)

Allgemein kann man eine d dimensionale hierarchische Archimedische Copula itera-

tiv fiir d > 2 folgendermafien konstruieren:

Cd(Uh L, Ud1s Py 790d) = <P[171](801(U1) +(P1<Cd71(u27“' y Ud+15 P2, "+ ;SDd)))

(3.3)

Es stellt sich nun unmittelbar die Frage, unter welchen Bedingungen es sich bei
diesen Funktionen wieder um Copulas handelt. Das die Verschachtelung von Archi-
medischen Copulas im Allgemeinen keine Copula liefert, kénnen wir am folgenden

Gegenbeispiel sehen.

Beispiel 3.1.1. Seien C; = Oy = W?2. Wir schachteln nun diese beiden Copulas

ineinander und erhalten
C?:(“u v, w) = cYl (U, O2<Uv U))) = Ws(ua U, U})

Da die untere Frechet-Hoeffding-Schranke W™ fiir n > 3 keine Copula mehr ist,
scheitert hier der Versuch aus zwei Archimedischen Copulas, durch verschachteln

eine neue Archimedische Copula zu erzeugen.

45



KAPITEL 8. HIERARCHISCHE ARCHIMEDISCHE COPULAS

Bevor wir uns im dritten Abschnitt dieses Kapitels mit der allgemeinen Konstruktion
d-dimensionaler hierarchischer Archimedischer Copulas beschéftigen, miissen wir im

folgenden Abschnitt das Konzept der LT-Erzeuger einfiihren.

3.2 Konstruktion mittels LT-Erzeuger

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit sogenannten LT-Erzeugern beschéftigen.

Definition 3.2.1. (lokal integrierbare Funktion) Sei UC R" eine offene Teilmenge
und f : U — C eine lebesgue-messbare Funktion. f heifit lokal integrierbar, falls fiir

jede kompakte Menge K C U das Lebesgue Integral

[ 1r@lds <

endlich ist.

Definition 3.2.2. Sei K entweder C oder R und F' € {f : [0, 00) — K]|f ist lokal integrierbar}.
Die durch das Lebesgue Intergral definierte Funktion

L[F|(c) == A ]e*ch(a:)da: (3.4)

bezeichnet man fiir jedes ¢ € C, fiir das der Grenzwert existiert, als Laplace-Stieltjes-

Transformierte von F'.

Satz 3.2.3. (siche Bernstein [2]) Jede Funktion f, die auf dem Intervall [0, c0)
vollstéindig monoton ist und die beiden Eigenschaften f(0) = 1 und lim;_,, f(t) =0
erfiillt, kann durch
f(t) = / e "dG(x),t >0 (3.5)
0

dargestellt werden. G ist dabei eine diskrete oder stetige Verteilungsfunktion mit
G(0) = 0.

Ein Erzeuger dessen Inverse eine Laplace-Stieltjes-Transformierte ist, werden wir im

Folgenden als LT-Erzeuger bezeichnen.
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Bemerkung 3.2.4. Zur Konstruktion von hierarchischen Archimedischen Copulas
werden die LT-Erzeuger als Erzeuger verwendet. Da aber die Klasse der Laplace-
Stieltjes-Transformierten mit der Klasse der vollstdndig monotonen Funktionen auf
dem halboffenen Intervall [0, 00) iibereinstimmt, kénnen wir folgern, dass die Inver-
sen der LT-Erzeuger auch Inversen und keine Pseudoinversen sind. Wir passen unsere
Formel der d-dimensionalen hierarchischen Archimedischen Copula aus Abschnitt 1

dementsprechend an.

Definition 3.2.5. (d-dimensionale hierarchische Archimedische Copula) Seien
V1, ,9q € Qo LT-Erzeuger, dann wird eine d-dimensionale hierarchische Copula

folgendermaflen konstruiert:

Cd(uh"‘ y Ud4+-15 P11y - >¢d) = @fl(%(ul) +S01(Cd—1(u27"' y Ud4+15 P2, MPd)))
(3.6)

3.3 Multivariate Konstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der multivariaten Konstruktion hierarchi-
scher Archimedischer Copulas mittels LT-Erzeuger, beschéftigen. Die erfolgreiche
Konstruktion wird wie bei den gewchnlicher Archimedischen Copulas an Bedin-
gungen gekniipft sein. Bevor wir den Satz iiber die Konstruktion notieren kénnen,

brauchen wir die folgenden Lemmas und Definitionen.
Lemma 3.3.1. (siche Feller[4])

1. Sind f und g vollstédndig monotone Funktionen, dann ist auch das Produkt

f - g vollstéindig monoton.

2. Ist f eine vollstdndig monotone Funktion und ¢ eine positive Funktion mit
vollsténdig monotoner Ableitung, dann ist die Komposition f o g vollstindig

monoton.

Bemerkung 3.3.2. Aus Teil 2 des Lemmas kann man folgern, dass fiir eine positive
Funktion f mit vollstindig monotoner Ableitung die Funktion exp(—f) vollstéindig

monoton ist.
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Lemma 3.3.3. (siche McNeil [9]) Seien ¢y, po,p03 € Qo LT-Erzeuger. Sind die
ersten Ableitungen der Kompositionen ;o ;' und ¢y o 3 ' vollstindig monoton,

so gilt das auch fiir die Ableitungen der Komposition ¢; o 3.

Beweis. Wir setzen f := @109, g 1= propzt und h:= p10p;'. Esgilt h:= fog
und mit der Kettenregel erhalten wir fiir die Ableitung von h, ' = f'(g(t)) - ¢ (¢)
fir t > 0. f og¢ ist als Komposition einer vollstédndig monotonen Funktion und einer
positiven Funktion mit vollstédndig monotonen Ableitungen nach Teil 2 von Lemma
3.3.7] vollstéindig monoton. Aus dieser Tatsache und Teil 1 von Lemma lasst
sich folgern, dass die Ableitung A’, als Produkt von zwei vollstéindig monotonen

Funktionen, vollstdndig monoton ist. O

Korollar 3.3.4. (siche McNeil [9]) Seien ¢q,---,¢q € Qo LT-Erzeuger. Ist die
Ableitung von ¢y, o go,;il vollstdndig monoton fiir £k = 1,--- ,d — 1, so ist die auch

die Ableitung von ;. o <pj’1, fiir jedes j > k, vollstédndig monoton.

Definition 3.3.5. Wir definieren fir k =1,--- ,d—1,5 > k und v > 0 den Copula

Erzeuger

Die zugehorige Inverse

k)1 _
P (50) = exp(—vpr 0 97 1(+))

ist nach Bemerkung und Lemma (3.3.4] vollstdndig monoton und dadurch ist

der Erzeuger ein LT-Erzeuger.

Lemma 3.3.6. (siche McNeil [9]) Seien ¢f(-;v) und gpé?_l wie in Definition [3.3.5]
Firl1<k<d—-2,k+1<j<dundv,v >0 gilt

A () = exp(—vpk (00 (49):9) (3.7)
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Beweis.

expc—vwzH<¢?>1<qaxza>=:aq><—v¢k+low;1(“h“exp“—sz0¢j c»>>)

= exp ((—vgrr1 0 @ (e o @; 1))

= exp(—v@r+1 0 9; )

o (k+D)H
— ¥

]

Lemma 3.3.7. (siche McNeil [9]) Seien fir d > 1, 1+, 94 € Qs LT-Erzeuger.
Sei I : [0,1] — [0, 1] eine streng monoton steigende und stetige Funktion, so dass
die Komposition @—1 = Fo,. ! fir k=1,---d die Inverse eines LT-Erzeuern ist.

Unter diesen Voraussetzungen erfiillt die Funktion die Gleichung

F(Cd(ula"' y Ud+1; L1y " 790d)) = Cd(F<u1)7 7F(ud+1);§51/7'” 7@) (38)

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber die Dimension d.
Sei d=1:

F(Cy(uy,u; 1)) = F(or (@1 (ur) + @1 (u2)))
= Fop'(pr0 F 1 (F(u1)) 4 @10 F 1 (F(up)))

=p1  (pr(F(w)) + p1(F(u2)))
= C1(F(u1), F(uz2); 91)

d—d—+1:

F(Capr(un, -+ udgy2; 1, s Par1))

= F(o1 (pr(w) + @1 (Calu, -+ tare; 2, -, Par1))))

= Fop (pro FTH(F(w)) + @10 FH(F(Calu, - ugpa; 92, 5 Par))))
= 5 @UF () + Gi(CalF(ug), - Fuara)ipn, -+ @an)))

= Cap1(F(u1), -+, F(uas2); 015+ Pdr1)

49



KAPITEL 8. HIERARCHISCHE ARCHIMEDISCHE COPULAS

Satz 3.3.8. (siche McNeil [9]) Seien ¢y -+ , g € Qs LT-Erzeuger und die Kompo-
sition ¢y o 901;11 habe fiir £k = 1,--- ,d — 1 vollstindig monotone erste Ableitungen.
Dann ist die Funktion Cy(us, -+, ugr1; 91, -+, @q) definiert in eine Copula und

lasst sich folgendermaflen darstellen:

Ca(ur, -+, Ugg1; 91, Pad)

= / FU () Cay (FP (1), -+ FP (uggn); 057 (5 01), -+ ol (5 01))d Gy (v)
0

(3.9)

:/ / FYY e By (ug) Fy* (ugr1)dGa(va; vg—1) - - - dGa(vg; v1)dGr(v1)  (3.10)
0 0

G ist dabei eine Verteilungsfunktion mit der Laplace-Stieltjes- Transformierten ¢!,
Fi(u) = exp(—pg(u)) fur k = 1,--- ,d und Gg(vg;k—1) sind Verteilungsfunktionen

-1
mit den Laplace-Stieltjes-Transformierten gpl(f_l) (svp_q)) fir k=2,--- ,d.

Beweis. 1. Wir zeigen nun zuerst die Richtigkeit der Darstellung [3.9] Aus der
Darstellung von C} in und der Tatsache, dass ;' die Laplace-Stieltjes-

Transformierte von (57 ist, lasst sich C; schreiben als

o0
N — —-v u —v Ca—1(u LU ; [RAEY
Cd(U/l?”' U1 1, ;SOd) _/ e v1p1(ur) p=v1e1(Ca— (uz d+1;P2 Lpd))dGl(Ul).
0

(3.11)

Der erste Term in dem Produkt ist F/"(u;) = e "1%1("1) Diese Funktion ist
offensichtlich als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig. Da die Expo-
nentialfunktion streng monoton steigend ist und —vy¢1(uq) fiir alle v > 0 und
uy € [0,1] auch streng monoton steigend ist, folgt, dass F)*(u1) eine stetige
und streng monoton steigende Verteilungsfunktion auf dem Intervall [0, 1] ist.
Mit Lemma 3.3.7 und Definition [3.3.5folgt, dass der zweite Term in [3.11] gleich
Cat(FY (), FY (uasn); 057 (1), 0 (o)) st

Damit héatten wir die erste Darstellung gezeigt.

2. Nun wollen wir zeigen, dass die Funktion Cy(u1, -+, ugr1; 91, ,q) eine Co-
pula ist. Dazu miissen wir die 3 Eigenschaften ( siehe Definition [1.1.10]) einer
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Copula, fiir diese Funktion nachweisen.

Als Verschachtelung Archimedischer Copulas, erfiillt diese Funktion die ers-
ten beiden Eigenschaften einer Copula offensichtlich. Es bleibt also zu zeigen,
dass C; d-wachsend ist. Sei dazu das Hyperrechteck [z,y]? C [0,1]¢ gege-
ben. Wir miissen zeigen, dass Vg, ([z,y]?) > 0 gilt. Nun ist der erste Term
in der Darstellung [3.9] nach Teil 1 des Beweises eine stetige und streng mo-
noton steigende Verteilungsfunktion auf dem Intervall [0, 1], sodass die Diffe-
renz F{*(y;) — F{*(x1) nicht negativ ist. Wir miissen also noch zeigen, dass
Cy1(ug, -+ yugy1; ps(-,v1), -+, h(-,v1) eine Copula ist. Wir schreiben wie im

ersten Teil des Beweises diese Funktion um und erhalten fiir K =2,--- ,d — 1

o0
Carr (Wry - s uar; 8 Covp—), o, @8 (L vpm1)) :/ FJ* (ug; vg—1)
0

Ca i (F (w13 vb—1)s+  FPF (ugen; vi—1); @b Covn), - @b, un)dGr(vy, s vg—1))

, wobel FJ* (ug; vp—1) = exp(—vkgplgk_l)(uk;vk_l)) ist und die Form der Gene-

ratoren der inneren Copulas, aus Lemma folgt.

FR (ug; vg—1) = exp(—vkgpékfl)(uk; Vg—1)) ist wiederum eine stetige und streng
monoton steigende Verteilungsfunktion auf dem Intervall [0, 1], sodass wir mit
der gleichen Argumentation folgern koénnen, dass Vg, ([z,y]?) > 0 gilt, wenn
Car(Upgt, -+ Uag1; 1 (o vk), -+, @5(+, vg) eine Copula ist. Wir setzen nun
dieses Argument induktiv fort, bis wir die innerste Funktion

Ch(ug, ugi1; wédil) (+;vg_1)) erreichen. Wenn wir zeigen konnen, dass diese Funk-
tion eine Copula ist, dann ist Vi, ([x,3]?) > 0 und somit sind dann alle Eigen-

schaften einer Copula erfiillt.

Die Inverse des Erzeugers gpfidfl)(-; v4—1)lésst sich nach Definition schrei-
-1

ben als go((idfl)(g Va—1) = exp(—vg_19a-1 ogp;l). Nach Voraussetzung des Sat-

zes sind die ersten Ableitungen von @y o 90;1 fir k=1,--- ,d— 1 vollsténdig

monoton. Mit Lemma [3.3.1)und Bemerkung konnen wir nun folgern, dass

-1
gpl(id’l)(g vg—1)  vollstindig monoton ist. Aus Kapitel 3 Satz [3.3.7| wissen wir

nun, dass go((idfl) (+;v4-1) ein Erzeuger ist und somit ist C (ug, ugi1; go((idfl) (;v4-1))

~1
eine Copula. Da gogd_l)(-; Vg—1) = exp(—vd_lgod_logogl) die Laplace-Stieltjes-

Transformierte von Gg(vg; vg—1) ist, konnen wir
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C1 (ug, ug1; gofidfl) (-;v4-1)) darstellen als,

Cl(ud,udﬂ;@Ezd_l)(';vd—l)):/ Fi4(ug; va—1)F)* (ugs1;va—1)dGa(va; va—1).
0

Damit haben wir alle 3 Eigenschaften eine Copula fiir die Funktion

Caltr, -+ ,ar; @1, ,pa) nachgewiesen.

. Um die Darstellung zu beweisen, miissen wir zuerst zeigen, dass die Glei-
chung

FH () = F(EP - BB ()ivn) - via)i o) (3.12)
fiir alle £ > 2 gilt. Wir zeigen dieses Sachverhalt per Induktion iiber k. Sei
k=2:

F3? (u) = exp(—vapa(u)) = exp(—vap2 0 @7 ' (p1(u))

1 ( — hl(exp(v_lvl()pl (U))) ))

= exp(—vap2 0 7

DefB3.35 exp(—vaip3 (exp(—v11(u))))

Def. Vo V1 .
=" Fy*(F (u); 01)
k—k+1

Fljﬁl(u) = exp(—Vpr10r41(u)) = exXp(—Vr1Pk41 © w;l(sok(U))

= exp(—Vk+1Pkt1 © @,;1(_ ln(eXp(;vk@k(u)))))

DeBE3

exp(—vk194 11 (exp(—vpr(u))))
=R (X () )
= Figﬁl(F;k( (Y (w);01) 0 5 vk-1); vk))
Nach Darstellung |3.9] gilt fiir Cy:

Cd(uly cc Ly Ud41, P, ’Sod)

= / FH(ug)Cat (F (un), -+ P (wasn); 08 Civn), -+, 0 (500))dGy (vy)
0
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Wir betrachten nun die Darstellung von der Copula Co(ug_1, tg, tgs1):

o0
02(Ud—1,ud,ud+1)=/ Fy* 5 (wg—1;v4—2)
0

Cl(F;fil(Ud;Ud—z)de 1 (Ud+17Ud 2) @Eidil)(ﬁUd—l))de—l(Ud—1§Ud—2)
Def

Z'/ F;ill(udl;de)/ Fyt(F7 (ua); va-1)

0 0
de(F;dll (Udt1);V4-1)dG a(vg; Va—1)dG g1 (Va—1; Va—2)
/ / Y(ug—1; va—2) Fy* (ua) Fy* (wgr1)dG a(va; va—1)dG g1 (va—1; Va—2)

Durch iteratives anwenden auf

Comrrr (W, s uar; @) Coveet), o (o vem)) :/ F¥ (ug; vg—1)
0
Car(FF (Upy1;06-1)s 5 FY (agn; vi—1); @hr (5 0n), -+ @05 (-, o) dG (vg = vp—1))

,fir k=2,--- ,d— 2, erhélt man die Darstellung [3.10]

3.4 Eigenschaften und Beispiele hierarchischer Archimedischer

Copulas

In diesem Abschnitt wollen wir zwei hierarchische Archimedische Copulas vorstellen
und zwei Eigenschaften notieren, die fiir diese beiden hierarchische Archimedischen
Copulas gelten, und unter anderem den Begriff hierarchisch erkliren.
Eigenschaften einiger hierarchischer Archimedischer Copulas

Seien 1 (+;01),p2(+;62) € Qo zwel paramerteabhéngige LT-Erzeuger aus der selben

Copula-Familie, dann gilt fiir viele dieser Erzeuger:

1. (siehe Joe [5]) Die erste Ableitung der Funktion ¢;(py*(+;62);60;) ist genau

dann vollstdndig monoton, wenn die Relation 6, > 6, gilt.

2. (siche McNeil [9]) Die Abhéngigkeit zwischen den zu der hierarchischen Ar-

chimedischen Copula gehérenden Zufallsvariablen, nimmt hierarchisch zu.

33



KAPITEL 8. HIERARCHISCHE ARCHIMEDISCHE COPULAS

Bemerkung 3.4.1. Wie bereits erwéhnt, gelten diese Eigenschaften nicht fiir alle
LT-Erzeuger. Wir beschrinken uns deshalb bei den Beispielen hierarchischer Archi-
medischer Copulas auf die Clayton und Gumbel-Hougaard-Copula, da deren Erzeu-
ger, diese beiden Eigenschaften erfiillen.

Wir hatten in Kapitel 3 bei der Erzeugung der Scatterplots festgestellt, dass wir
die Abhéangigkeit zwischen den betrachteten Zufallsvariablen, durch Anpassung des
Parameters 6, steuern konnten. Je hoher wir dieses Parameter wéhlten, desto hoher
war auch die Abhéngigkeit. Auf Grund der ersten Eigenschaft muss man die Pa-
rameter hierarchisch anordnen, damit die verschachtelten Archimedischen Copulas
wieder Copulas sind. Eigenschaft 2, welche eine unmittelbare Folgerung der ersten
Eigenschaft ist, stellt sicher, dass die Abhéngigkeit zwischen den betrachteten Zu-
fallsvariablen von auflen nach innen zunimmt. Auf Grund dieser Eigenschaft, sind
solch konstruierte hierarchische Archimedische Copulas asymmetrisch.

Wir wollen nun diese hierarchische Anordnung an einem allgemeinen Beispiel erlautern.

Beispiel 3.4.2. Sei (U, Uy, Us)T ein Zufallsvektor. Die beiden Paare (Uy, Uz)T und
(Uy,U3)T haben die Copula C; mit LT-Erzeuger ¢1(+;6;) und das Paar (Us, Us)T
habe die Copula Cy mit LT-Erzeuger ¢ (-; 05). Wir wéhlen 0, > 0;. Wiirden wir nun
die beiden Copulas ineinander schachteln und wiirde Eigenschaft 1 gelten, kénnten
wir folgern, dass diese verschachtelte Funktion wieder eine Copula ist. Wegen Ei-

genschaft 2 wiirde dann gelten, dass 7y, v, > Tv, v, = Tv,,us ist. Das innerste Paar
(U,, U3)T hitte also die hochste Abhingigkeit.

Bemerkung 3.4.3. Wie an dem vorherigem Beispiel deutlich wird, kann man hier-
archische Archimedische Copulas zur Modellierung von Abhéangigkeiten zwischen
Unternehmen aus verschiedenen Branchen benutzen. Die Copula €} mit Erzeuger
1 und Parameter #; modelliert die Abhéngigkeit zwischen dem ersten Unternehmen
und den anderen beiden. Die Copula Cy mit Erzeuger ¢, und Parameter 6, wiirde
hingegen nur die Abhéngigkeit zwischen U, und Us modellieren, wobei dies Daten

von Unternehmen sind, die zu derselben Branche gehoren.

Wir wollen nun zwei 3-dimensionale hierarchische Archimedische Copulas vorstellen

und sie auch mittels Scatterplots veranschaulichen.
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Beispiel 3.4.4. (hierachische Gumbel-Hougaard-Copula) Wir wollen hier,
die aus Kapitel 3 bereits bekannte Gumbel-Hougaard-Copula, zu einer hierarchi-
schen Gumbel-Hougaard-Copula erweitern. Seien dazu die beiden parameterabhéngigen
LT-Erzeuger ¢1(t;60;) = (—1In(t)" und @s(t;05) = (—1In(t))% mit der Inversen
w0y H(w; 0y) = exp(—ué), sowie 6y > 0; > 1 gegeben. Weiterhin sei

G, = St(%, 1, (cos(25))?,0)) (nach McNeil [9]) die Verteilungsfunktion mit der Laplace-
Stieltjes-Transformierten ;.

Allgemein lésst sich eine dreidimensionale hierarchische Copula nach Abschnitt 3

dieses Kapitels folgendermaflen konstruieren:
Clu, us, ug) = / T emver(un) mverey oleaua a4z, (1)
0
Wir setzen nun ein:
) 01
C(ur, ug, uz) = / e~ v(= () pmv(=Inoezp(~((- In(u2))%2 +(~ (u3)) ) % dG(v)
0

. 01
_ / e_v(_ In(uq))01 6—1)((— In(u2))?2+(—In(us))?2) 0; dG1 (U)
0

Wir wollen uns nun anhand vier Scatterplots die 3-dimensionale hierarchische Gumbel-
Hougaard-Copula fiir verschiedene 6,6, € [1,00) veranschaulichen. Die Parameter
frund 0, wihlen wir immer so, dass die Relation 6, > 6; gilt. Besonders inter-
essant ist die Abbildung die man im zweiten Scatterplotf3.1] betrachten kann. Die
Parameter wurden mit §; = lund 6, = 100 entgegengesetzt gew&hlt. Dadurch
ist die Abhéngigkeit zwischen den Unternehmen aus den verschiedenen Branchen,
mit einem Kendall’s Tau von 7 = 0.0000001, ziemlich gering. Hingegen ist die
Abhéngigkeit zwischen den Unternehmen aus der gleichen Branche, mit einem Ken-
dall’s Tau von 7 = 0.99, fast maximal. Im dritten und vierten Scatterplot kann man

die obere Tail Dependence der Gumbel-Hougaard-Copula beobachten.
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KAPITEL 8. HIERARCHISCHE ARCHIMEDISCHE COPULAS

Beispiel 3.4.5. Nun wollen wir die uns aus Kapitel 2 bereits bekannte Clayton-
Copula zu einer hierarchischen Archimedischen Copula erweitern. Hier taucht das
Problem auf, dass sich in McNeil [9] die Erzeugerfunktion von der angegeben Erzeu-
gerfunktion in Nelsen [7] unterscheidet. Wir werden hier die Erzeugerfunktion aus [9]
benutzen, da die Verteilungsfunktion (G; mit der Laplace-Stieltjes-Transformierten
@7 " auch aus diesem Paper ist.

Seien die parameterabhingigen LT-Erzeuger ¢;(¢;6;) = ¢=% — 1 und

©o(t; 05) = t7% — 1 mit der Inversen ;' (u;60y) = (1 + u)_% , sowie 0y > 61 > 0
gegeben. Weiterhin sei G; = Ga(%, 1) die Verteilungsfunktion mit der Laplace-
Stieltjes-Transformierten ;. Aus dieses Informationen konstruieren wir nun die

3-dimensionale hierarchische Clayton-Copula:
C(uh Us, u3) — /OO e—vwl(m)6—w1<ﬂ510(%2(U2)+w2(u3))dG1(U)
0
[e'¢) _1
- / emv(ur =D gmol(uy " =Dolug P uy =172 gy ()
0
0o 01
_ / efv(ul_e1 71)671)((u2_62 +u;9271) Gé —1)dG1 (’U)
0

Wie bei der 3-dimensionalen hierarchischen Gumbel-Hougaard-Copula, wollen wir
uns die 3-dimensionale hierarchische Clayton-Copula anhand von vier Scatterplots
veranschaulichen. Die Paramater wurden wiederrum so gewéhlt, dass immer 6, > 6,
gilt. Aufféllig ist bei allen 4 Scatterplots die ziemlich starke untere Tail Dependence.
Wie bei der hierarchischen Gumbel-Hougaard-Copula, wurden in zweitem Scatter-
plot die Parameter mit 6; = lund 6, = 100 entgegengesetzt gewihlt. In diesem

Fall war aber, dass zu ; gehorige Kendall’s Tau, mit 7 = 1 x 10733, viel geringer.
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4 Simulation

In den Kapiteln 2 und 3 hatten wir die vorgestellten parameterabhéngigen Copula
Familien mittels Scatterplots veranschaulicht. In diesem Kapitel wollen wir nun 4
Algorithmen vorstellen und beweisen, mittels derer diese Scatterplots erzeugt wer-
den.

Im ersten Abschnitt werden wir einen Algorithmus vorstellen, der zu Erzeugung von
Zufallsvektoren dient, die geméfl einer Archimedischen Copula verteilt sind. Dieser
Algorithmus wird auch fiir die drei anderen Algorithmen, die wir im Abschnitt zwei
vorstellen, wichtig sein, da diese auf ihn zuriickgreifen. Diese erzeugen Zufallsvekto-

ren, die geméf} einer hierarchischen Archimedischen Copula verteilt sind.

4.1 Erzeugung von Archimedischen Copulas

In diesem Abschnitt werden wir einen Algorithmus zur Erzeugung Archimedischer
Copulas vorstellen und beweisen, dass dieser auch wirklich das gewiinschte Ergebnis
liefert.

Algorithmus 1 (sieche Marshall et. al [§] )

1. Erzeuge eine Zufallsvariable V', die geméfl der Verteilungsfunktion G' mit der

Laplace-Stieltjes-Transformierten o1, verteilt ist.

2. Erzeuge auf [0, 1] gleichverteilte und voneinander unabhéngige Zufallsvariablen
X17 T 7Xd-

3. Setze (Uy,---,Uy)T = (30—1(%)7 . 780—1(_111‘(/Xd))).
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KAPITEL 4. SIMULATION

In(X In( X,
]P)(Ul < Uy, 7Ud < Ud) - P(gp_l(%) S Uy, - 7g0_1( ‘fv d)) = Ud)
=P(X; <e IV . X, < e V)

s / P(X, < e~V .. X, < eV |V = 0)dG(o)
0

X; u;abh. /0~oo HFU(uz)dG('U>

=1
_ / T ettt ) g ()
0

-1 LST von G _
TR T o plu) 4 - A+ o(ug))

4.2 Erzeugung von hierarchischen Archimedischen Copulas

In diesem Abschnitt wollen wir drei Algorithmen zur Erzeugung von Zufallsvekto-

ren, die geméf einer hierarchischen Archimedischen Copula verteilt sind, angeben.
Algorithmus 2 (siehe McNeil [9])

Dieser Algorithmus dient zur Erzeugung eines 3-dimensionalen Vektors, der geméf

einer hierarchischen Archimedischen Copula verteilt ist. Die Besonderheit dieses

Algorithmus ist, dass er in Schritt 3 auf den ersten Algorithmus zugreift.

1.

Erzeuge eine Zufallsvariable V', die geméfl der Verteilungsfunktion GG; mit der

Laplace-Stieltjes-Transformierten ¢ ', verteilt ist.

. Erzeuge eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable X;.

. Erzeuge den mit der Archimedischen Copula verteilten Zufallsvektor (X, X5)T

mit Erzeuger wgl)(~; V)=py0 gol’l(—w), mit Algorithmus 1.

. Setze (U, Us, Us) = (o (H5L), o7 (552, o (—522)).

\%4 \%4
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KAPITEL 4. SIMULATION

Beweis.

P(U; < uy, Uy <ug,Us <ug) =P(X; < eV X, < emrrwV X, < 6_%(“3)‘/)

_ / I[D(Xl < e—sﬂl(ul)V7X2 < e—w(uz)v’ X; < e—@1(u3)V|V — U)dGl(U)
0

- /OO P(X; < e V|V = o)

0
P(X, < eV X5 < e V|V = 0)dG (v)
_ / " R ) C(FY (), FY () 65 0))dG (v)
Lemma B3 / " F ) FY(C g, s 02)))dGH (v)
_ /OO eve1 () gmvp1003 (2 (1) H02(u3) g3, ()

0

= 1 (p1(u1) + @1 0 93 (p2(u2) + pa(us)))

Algorithmus 3 (siche McNeil [9])

Algorithmus 8 dient zur Erzeugung eines 4-dimensionalen Vektors, der geméfl

einer hierarchischen Archimedischen Copula verteilt ist. Er greift im Schritt 2 und

Schritt 3 auf den ersten Algorithmus zuriick.

1.

Erzeuge eine Zufallsvariable V| die gemafl der Verteilungsfunktion G mit der

Laplace-Stieltjes-Transformierten ¢ ', verteilt ist.

. Erzeuge den mit der Archimedischen Copula verteilten Zufallsvektor (X, X5)T

mit Erzeuger wgl)(-;V) o 0 7 (— lrl()) mit Algorithmus 1.

. Erzeuge den mit der Archimedischen Copula verteilten Zufallsvektor (X3, X4)T

mit Erzeuger @él)(-;V) w3 0 7t (— lrl()) mit Algorithmus 1.

Setze (Uy, Us, Us, Uy) = (py (55U, oy 1 (F18X2)) ot (=lalXa)y ot (=lalXady)
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KAPITEL 4. SIMULATION

Beweis.

P(U; < uy, Uy < g, Us < ug, Uy <ug) =P(X; < e~V X, < 6_@1(1‘4)‘/)

_ / I[D(Xl < e-<ﬂ1(u1)V7 Xy < e—wl(u4)V|V — v)dGl(v)
0

N /ooo C(FP (wr), FY (uz); 95" (+0))O(FY (uz), Fy (ua); ¢ (5 0))dG1 (v)dG (v)

Lemm:am/ow FY(C(ur, uz; 02))) Y (C (3, a3 05)) )dG (v)

_ / T gmverons  (ealun)en(ua)) gverogs  (palus) Heatua)) 4G5, (1)
0

= 07 (10 @3 (wa(r) + 2(u2)) + @1 0 03" (@3(us) + @3(ua)))
0

Algorithmus /4 (siehe McNeil [9])

Nun wollen wir mit Algorithmus 4 eine rekursiven Algorithmus zur Erzeugung
eines d+1-dimensionalen Zufallsvektors, der geméf einer hierarchischen Archimedi-
schen Copula verteilt ist, vorstellen. Dieser Algorithmus basiert unter anderem auf

der Darstellung [3.9| einer d-dimensionalen hierarchischen Archimedischen Copula.

1. Erzeuge eine Zufallsvariable V', die geméafl der Verteilungsfunktion G mit der

Laplace-Stieltjes-Transformierten ¢ ', verteilt ist.
2. Erzeuge eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable Xj.

3. Erzeuge den Zufallvektor (Xo, -+, X441)7 gem#B der hierarchischen Archime-
dischen Copula Cy_y (ug, - -+, tgr1; 3 (5 V), - ,gogll)(-; V).

4. Setze (U, ,Ugy1) = (901_1(—_111‘5)(1))7 T ’901—1(——1n(‘)/<d+1)))
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KAPITEL 4. SIMULATION

Beweis.

— 1I1(X1> — ln(Xd+1)

%
- / P(X, < e PV L X < eﬂp(wﬂ)V’V =)dG(v)
0

P(U, <uy, - Ugir < ugpr) =Pl ) <ug, o0 ) < Ugs1)
0
P(X, < 6*901(U2)V, v X < e*@l(ud+1)v|v = v)dG1(v)
— / FY (un)Camt (FY (uz), -+, FY (uain); 057 (50), -, 9l (50))dG (v)
0
Lemmzam/ Ff(u1)Ff(Cd—1(U2,'“ y Ud+15 P2, " * a@d)dGl(U)
0

oo
_/ e~ ve1(u1) o —vp1(Ca1(uz, uay15p2, pa)
0

= 901_1(901(%) + 901(0«1—1(“27 T s Ud1y P2, 790(1))
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