Universitat
Marburg

Philipps

Stabile Verteilungen und
verallgemeinerter zentraler
Grenzwertsatz

Bachelorarbeit

am Fachbereich 12 Mathematik und Informatik
der Philipps-Universitat Marburg

vorgelegt von

Ann-Kristin Becker

September 2015
Betreuer: Prof. Dr. H. Holzmann



Inhaltsverzeichnis

Einleitung
1 Stabile Verteilungen

2 Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz
2.1 Regulédre Variation . . . . .. ... ... 0L
2.2 Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz . . . . . . . .. ..
2.3 Charakteristische Funktion und Parametrisierung stabiler Ver-
teilungen . . . . . . .

3 Simulationen
3.1 Student’sche t-Verteilung . . . . . . .. ...
3.2 Pareto-Verteilung . . . . . . . ... ..o

Anhang A
Literaturverzeichnis

Erklarung

i

14
14
24

43

48
48
52

55

62

63



Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes zu
verallgemeinern. Dazu sollen stabile Verteilungen und deren Eigenschaften
betrachtet werden. Diese Ausarbeitung stiitzt sich hauptsichlich auf Kapi-
tel 3.7 ,,Stable Laws* aus dem Buch , Probability: Theory and Examples®
von R. Durrett [Du], wobei viele der Aussagen und Beweisschritte ergénzt
oder leicht abgedndert wurden.

Der zentrale Grenzwertsatz sagt aus, dass die Summe unabhéngig iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen nach geeigneter Normierung und Zentrierung
schwach gegen eine Standard-Normalverteilung konvergiert, sofern das zweite
Moment der Zufallsvariablen endlich ist. Wir betrachten dazu im Folgenden
einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) sowie eine Familie von unabhéngig
identisch verteilten und reellwertigen Zufallsvariablen X, X5, ... auf €. Fiir
die schwache Konvergenz von (X, ),en gegen X schreiben wir X,, = X. Dann
gilt genauer:

Satz (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg-Lévy)

Seten X1, Xy, ... unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit endli-
chem zweiten Moment und gelte 0% := Var(X;) > 0.
Sei

Sn :X1+X2++Xn

und die Normierungs- und Zentrierungskonstanten seien gegeben durch

a, = ovn und
b, = nE[X;].
Dann gilt
n - bn
& — = N(0,1).



Einleitung

Die Voraussetzungen fiir den zentralen Grenzwertsatz sind in der Praxis je-
doch oft nicht erfiillt, daher betrachten wir die Aussage fiir Verteilungen mit
nicht notwendigerweise endlichem zweiten Moment. Verteilungen mit unend-
lichem zweiten Moment nennt man Heavy-tailed- Verteilungen oder endlastige
Verteilungen. Solche Verteilungen treten zum Beispiel bei der Modellierung
von Grofischéden in der Versicherungsmathematik auf. Die Normalverteilung
kann hier zur Approximation nicht genutzt werden, da sie das relativ héufige
Auftreten extremer Ereignisse, die viel Schaden verursachen, nur unzurei-
chend modelliert.

Wir wollen in dieser Arbeit genauer untersuchen unter welchen Bedingun-
gen normierte und zentrierte Summen von heavy-tailed-verteilten Zufallsva-
riablen schwach konvergieren. Dazu werden wir stabile Verteilungen betrach-
ten, die, wie wir spéater zeigen werden, die Klasse der auftretenden Grenz-
verteilungen bilden. Die Normalverteilung ist die einzige stabile Verteilung
mit endlichem zweiten Moment, daher stellen stabile Verteilungen eine auf
gewisse Weise natiirliche Verallgemeinerung der Normalverteilung dar. Sie
haben den Vorteil, dass sich die schweren Verteilungsrander der Heavy-tailed-
Verteilungen beriicksichtigen lassen und eine zusétzliche Stérke liegt darin,
dass auch die Schiefe beliebig variiert werden kann. Dies ist von Interesse, da
in der Praxis eher selten symmetrische Verteilungen auftreten.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden wir stabile Verteilungen definieren,
einige ihrer elementaren Eigenschaften diskutieren sowie typische Beispiele
stabiler Verteilungen betrachten. Das zweite Kapitel enthélt als Hauptaussa-
ge den verallgemeinerten zentralen Grenzwertsatz mit Beweis. Wir erarbeiten
hier die Voraussetzungen, die fiir die Konvergenz gegen eine stabile Zufalls-
variable benétigt werden und werden unter anderem die charakteristische
Funktion sowie eine Moglichkeit der Parametrisierung von stabilen Vertei-
lungen erhalten. AbschlieSend werden wir im dritten Kapitel die Konvergenz
zweier Heavy-tailed-Verteilungen gegen eine stabile Verteilung veranschauli-
chen.



Kapitel 1

Stabile Verteilungen

Den Ausgangspunkt der Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes
bilden stabile Verteilungen. Den Begriff der Stabilitdt betrachten wir dabei
nur im Kontext von Zufallsvariablen, die nicht fast sicher konstant sind.
Sei dazu zunéchst (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir nennen eine
Zufallsvariable Y : €2 — R entartet, falls es einen Wert a € R mit der
Eigenschaft P(Y = a) = 1 gibt. Nun kénnen wir den Begriff der Stabilitét
einfiihren.

Definition 1.1 (Stabilitét)
Eine nicht entartete Zufallsvariable Y : € — R heifit stabil, falls fiir jedes
n € N Konstanten ¢, und d,, existieren, sodass

Cn

Y

fiir unabhdngige Zufallsvariablen Yy, ...,Y, mit identischer Verteilung wie Y
erfillt ist. Falls d,, = 0 fiir alle n € N gilt, so nennen wir Y strikt stabil.

Wir nennen eine Zufallsvariable also genau dann stabil, wenn ihre Vertei-
lung unter Summenbildung ihre Form beibehélt. Im Folgenden betrachten
wir drei typische Beispiele. Diese drei sind die einzigen stabilen Verteilun-
gen, deren Lebesgue-Dichten in einer geschlossenen Form angegeben werden
kénnen. In Abbildung 1.1.1 sind die Dichten fiir die Standardformen dieser
Verteilungen abgebildet und man erkennt dort auch deutlich den Unterschied
der Tail-Wahrscheinlichkeiten.
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Beispiel 1.2 (Normalverteilung)

Eine zentrierte Normalverteilung ist strikt stabil, denn fiir eine Familie un-
abhéngig identisch normalverteilter Zufallsvariablen X, X5, ... mit Erwar-
tungswert E[X;] = 0 und Varianz o2 > 0 gilt:

X1++XnNN(O,TLO'2) g\/H-/\/’(O’O-)u

also insbesondere X4 L x
1 n NN(O’O'2>
vn

Als Normierungskonstanten ergeben sich ¢, = /n.
Falls fiir den Erwartungswert

ji=E[X\] #0

gilt, muss dieser jeweils noch subtrahiert werden. Daher ist auch eine beliebige
Normalverteilung stabil und als Zentrierungskonstanten ergeben sich

d, =nu firn € N.

Beispiel 1.3 (Cauchy-Verteilung)
Die Cauchy-Verteilung ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung und be-

sitzt die Dichte
1 a

o= a T
fiir einen Skalierungsparameter ¢ > 0 und einen Lageparameter b € R. Fiir ei-
ne Cauchy-verteilte Zufallsvariable X mit Dichte f schreiben wir X ~ C(a,b).
Die Cauchy-Verteilung ist ein typisches Beispiel fiir eine Heavy-tailed-Verteilung.
Seien nun X7, Xo, ... eine Familie unabhéingig identisch verteilter Zufallsva-
riablen mit X; ~ C(a,b) fir £ € Nund S, := X; +--- + X,,. Dann ist die
charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X, durch

¢x, = exp (iat — blt])
gegeben. Es folgt
ps. (1) = ¢, (t) = exp (iat —bJt])" = exp (iant —blnt]) = px, (nt) = pux, (¢)

und aufgrund der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion lésst sich auf
Sp L nX, (1.1)

schliefen. Somit ist die normierte Summe n=1S,, wieder Cauchy-verteilt und
die Zufallsvariable X ist strikt stabil.

4
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Abbildung 1.1: Dichtefunktionen von Normalverteilung, Cauchy-Verteilung
und Lévy-Verteilung

Beispiel 1.4 (Standard-Lévy-Verteilung)
Die Standard-Lévy-Verteilung besitzt die Dichte

fla) = —— L)1
T) = exp | —— 2501-
G P or {z>0}

Sie ist strikt stabil mit ¢, = n?, wie wir spiter zeigen werden.

Es sollen nun einige grundlegende Eigenschaften von stabilen Verteilun-
gen diskutiert werden, die den Umgang mit ihnen etwas vereinfachen. Wir
beginnen mit der Form der Normierungskonstanten c,.



Kapitel 1. Stabile Verteilungen

Satz 1.5
Die Normierungskonstanten einer stabilen Verteilung haben die Form

cn = nl/®
fiirn € N und fir ein o € R.

Der hier auftretende Exponent a~! bestimmt mafigeblich die Form der
stabilen Verteilung und wird spéter auch fiir den verallgemeinerten zentralen
Grenzwertsatz wichtig sein. Bevor wir Satz 1.5 beweisen, fithren wir daher
den folgenden Begriff ein.

Definition 1.6 (Stabilitdts-Index)
Die Konstante o € R heiffit Stabilitéits-Index oder kurz Index der stabilen
Verteilung.

Wie wir spéter sehen werden, befindet sich der Stabilitéits-Index immer im
Intervall (0,2]. Fiir &« = 2 werden wir eine Normalverteilung erhalten, fiir
a < 2 eine Heavy-tailed-Verteilung.

Beweis von Satz 1.5. Wir zeigen zunéchst, dass es geniigt, den Beweis fiir
symmetrische Verteilungen zu fithren. Dazu betrachten wir unabhéngig iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen Y,Y7,...Y, sowie unabhingige Kopien
Y'Y/, ...,Y! und Y sei stabil. Es seien auerdem S,, := Y] +--- 4+ Y,, und
Sy =Y/ +---+Y . Aufgrund der Stabilitdt von Y gilt

Sy, —dn  Sp— S,

n

Cn Cn Cn

Y

Somit ist auch Y — Y’ wieder eine stabile Zufallsvariable mit denselben Nor-
mierungskonstanten ¢, . Insbesondere ist Y — Y’ symmetrisch und wir kénnen
im weiteren Verlauf des Beweises ohne Einschrénkung annehmen, dass d,, = 0
fiir alle n gilt.

Seien also Y, Y7, Ys, ... unabhéngig identisch verteilte, symmetrische Zu-
fallsvariablen sowie S, := Y] +---+Y,, und Y sei strikt stabil. Setzen wir

o, = log(n)/log(c,),

dann gilt
e = nt/on,
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Wir zeigen nun, dass «,, stets wohldefiniert ist und dass es auflerdem von n
unabhéngig ist.

Fiir natiirliche Zahlen m und n konnen wir .S,,,, als die Summe der un-
abhéngigen Zufallsvariablen S, und S,,.,, — S, schreiben. Es gilt aufgrund

der Stabilitat .S, < Y und Sy — S < ¢, Y. Zusammen ergibt sich
CrmanY 4 cmY1 + ¢, Ys. (1.2)

Weiter gilt

d
Smn = CmnY

sowie nach (1.2)
CnY = CpyoinY 4 i+ teaYn=c(Yi+--+Y,) 4 CnCmY.

Daher folgt zunéchst
Coon = CmCn, (1.3)

und somit induktiv
Cok = Cn* fiir n, k € N, (1.4)

Wir wollen als néchstes zeigen, dass die Folge (%)( : beschrankt ist.

Cn+m
Dazu betrachten wir fiir m,n € N die Ungleichung
Cm+n

P(Y>t)=P(M>t>

=P (Cm}/l + Cn}/g > Cn+mt)

> P (Cm}/l > 07 CnYé > Cn—f—mt)

:P(Y1>0)P(Y2>C%t)

P (Y2 > ).

DO | —

Es folgt

P(Ys>1). (1.5)

N | —

P (CW”Y > t) >

Cn
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Cn
Cn4+m

Angenommen ( )( ist unbeschrénkt. Dann konnen wir eine Teilfolge

< Oy ) finden, die gegen Unendlich konvergiert. Es gilt dann cmg% —0

Cnjt+m;

fiir # — oo und somit auch

P (—C’”ﬁ”iy > t) 0 fiir i — oo.
Cn,

7

Da wir aber angenommen haben, dass Y symmetrisch und nicht entartet ist,
also insbesondere Y # § gilt, kénnen wir ein ¢t mit der Eigenschaft

P(Ya>1t)>0

finden und es ergibt sich ein Widerspruch zu Ungleichung (1.5).
Nach (1.4) gilt im Fall n = j* und m +n = (j + 1)* nun

k
Gk _ ( ¢ )
“Grot NG+

Da wir oben gesehen haben, dass die Folge beschrénkt ist, muss also

9o«
Cj+1
gelten und daher ist die Folge (¢, ), monoton wachsend. Aus (1.2) folgt, dass
sogar ¢,11 # ¢, gelten muss. Denn angenommen, es gilt Gleichheit, so kénnen
wir mit (1.2)
Y = Cn+1Y i Y +aYs

folgern und die Zufallsvariable Y5 muss fast sicher Null sein. Nach Voraus-
setzung ist aber Y und somit auch Y5 nicht entartet und es ergibt sich ein
Widerspruch. Es folgt daher, dass die Folge (¢;,), streng mononton wachsend
ist.

Wir beobachten, dass

Cpk < Cpk+1
fiir n, k € N genau dann erfiillt ist, wenn

k+1
Cn

N

o
gilt und aus diesem Grund muss ¢, > 1 fiir alle n € N erfiillt sein.

8
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Im Fall n = 1 folgt explizit aus der Defintion der Stabilitat, dass ¢; = 1 gelten
muss, weshalb ¢; = 1Y/ fiir jedes o # 0 erfiillt ist. Aufgrund der strengen
Monotonie gilt dann ¢, > 1 fiir n > 1 und somit ist der Ausdruck

ay, = log(n)/log(cy)

fiir n > 1 wohldefiniert.

Es bleibt zu zeigen, dass «, von n unabhéngig ist. Dazu betrachten wir
beliebige natiirliche Zahlen n;,n5 > 1 und zeigen, dass a,,, = a,, erfiillt ist.
Zu gegebenem Exponenten k € N kénnen wir ein [ finden, sodass

nt < nb < nitt
gilt. Aufgrund der strengen Monotonie und mit (1.4) folgt

! k I+1
Cny < Cry < Cpy -

Logarithmieren wir beide Ungleichungen, so erhalten wir

llog(ny) < klog(ng) < (I+1)log(ny) sowie
1 1 1 1 1 1
<— < - .
(l+1)log(cn,) klog(en,) = llog(cn,)

Durch Multiplikation ergibt sich

[ log(n) _ log(ns) - [+ 1 log(ny)

. 1.6
[T fog (cny) ~ Ioa(cn) ~ 1 log(cn) (16)
—_— ~——
any Qg amy

Lassen wir nun k gegen Unendlich laufen, so wird auch [ beliebig grofi und
es folgt aus (1.6)
Oy = Q-

Es existiert also ein universeller Index a und die Normierungskonstanten

haben die Form

Cp = nt/e.
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Wir koénnen den Stabilitdts-Index fiir die drei betrachteten Beispiele be-
stimmen.

Beispiel 1.7
Fiir die Verteilungen aus den Beispielen 1.2 bis 1.4 ergibt sich

ay = 2, (1.7)
ac = 1 und (1.8)
OLevy = 1/2‘ (19)

Im folgenden Satz werden wir sehen, dass sich jede stabile Verteilung mit
einem Index ar # 1 durch Verschiebung in eine strikt stabile Verteilung trans-
formieren lasst.

Satz 1.8
Sei Y stabil mit Index o # 1. Dann existiert eine Konstante b € R, sodass

Y=Y +0b

strikt stabil ist.
Beweis. Wir betrachten zunéchst die Zufallsvariable Y’. Es gilt

S\ =S, +nbLe,Y +d,+nb=c,Y + (d + (n—c,)b).
Die Zufallsvariable Y ist also ebenfalls stabil mit Konstanten

¢ =c, und d,=d,+ (n—cy)b.

n

Wie wir nun zeigen werden, konnen wir die Konstante b so wéhlen, dass
dl, = 0 fiir alle n gilt. Zunéchst stellen wir fest, dass die Bedingung fiir
festes n genau dann erfiillt ist, wenn wir
d, d,
b(n) = — = —

n—cp n —nl/a

setzen. Dieser Ausdruck ist, da a # 1 gilt, wohldefiniert. Auflerdem zei-
gen wir nun, dass b(n) von n unabhingig ist. Wir betrachten fiir beliebige
natiirliche Zahlen n,m € N die Partialsumme S,,.,, die wir als Summe von
m unabhéngigen Zufallsvariablen schreiben konnen. Diese sind aufgrund der
Stabilitdt von Y jeweils wie ¢,Y + d,, verteilt. Es folgt daher

Spun % (caY1+dp) + 4 (en Y+ dn) = uSom My = Co(CmY +dom) +mdy.

10
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Tauschen wir nun die Rollen von m und n, so erhalten wir analog
S 4 cm(cY +dy) 4+ nd,,.
Gleichsetzen der beiden Gleichungen liefert
(cn — n)dy = (¢ — M)dy,

es gilt also
dp d,
b(m) = — = — = b(n)

m — Cm n—cp

fiir a # 1 und somit folgt die Behauptung.
O

Wir haben nun die Form der Normierungskonstanten diskutiert und eine
Moglichkeit gefunden, die Zentrierungskonstanten stabiler Verteilungen ver-
schwinden zu lassen. Als néchstes werden wir die Aussage zeigen, die stabile
Verteilungen im Zusammenhang mit der Verallgemeinerung des zentralen
Grenzwertsatzes so wichtig erscheinen lasst.

Satz 1.9
FEine Zufallsvariable Y ist genau dann stabil, wenn eine Folge unabhdingig
wdentisch verteilter Zufallsvariablen X, Xo, ... sowie Konstanten a, und b,

fiirn € N existieren, sodass

Qp,

schwach gegen'Y konvergiert.

Beweis. Falls Y stabil ist, konnen wir die Folge (X,,)nen so wéhlen, dass

X, LY fiir alle n € N gilt. Nach Definition folgt dann, dass fiir jedes n € N

Konstanten ¢, und d,, existieren, sodass
X1+ + X, —dy a

Cn

Y

erfiillt ist und somit konvergiert die Folge fiir n — oo auch schwach gegen Y.

11



Kapitel 1. Stabile Verteilungen

Sel nun

X4+ X,—b

Qn

=Y firn— oo

gegeben. Wir definieren

sowie

S7 = X(j—1)ymt1 + -+ Xjp

n

fiir n,j € N. Die Zufallsvariable S7 fasst also immer n Summanden zusam-
men. Es ergibt sich daher

SLgo ot S by

.k

Zn~k =

Wir formen diesen Ausdruck nun so um, dass wir eine stabile Zufallsvariable
erhalten. Es gilt

) . 1 k _
an~an.k_k bn — byg _ M+...+S” bn, (1.10)

Qn Qp Qn Qp

Nach Voraussetzung gilt zudem

S;_bnisrlz_b

an an

" =Y, fiirn— oo und fiir alle i > 1,

wobei Y; unabhéngige Zufallsvariablen sind, die dieselbe Verteilung wie Y
besitzen. Auflerdem wissen wir, dass die Bedingung

Zpr =Y firn— oo
erfiillt ist. Fiir die Stabilitat bleibt also zu zeigen, dass auch die Konstanten

. k-b, —b,.
Cnj = dnk und  d,, ;= M

an Qn

(1.11)

12
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fiir n — oo konvergieren. Denn angenommen, es existieren die Grenzwerte

¢ = lim ¢, und dy, = lim d,, x, dann liefert uns (1.10) fiir n — oo

CkY—dngi‘F""i‘Yk,

was der Stabilitdtseigenschaft entspricht. Die Existenz der Konstanten ¢;, und
dy folgt direkt aus dem ,,Convergence of types theorem* (vgl. Satz A.1). Wir
setzen dort

W, =2Z, =Y firn— o
und
Sl —1b, Sk —b,
W, = oWy —dp = — +-+ 2 =Y+ +Y, firn— oco.

an Qn

Nach Voraussetzung sind Y sowie Y;+- - -+Y}, nicht entartete Zufallsvariablen,
daher folgt die Konvergenz der Konstanten und somit die Behauptung. [

Es ist anzumerken, dass normierte (und zentrierte) Summen von unabhéngig
identisch verteilten stabilen Zufallsvariablen immer konvergieren. Die Nor-
mierungkonstanten haben dabei nach Satz 1.5 die Form a,, = ¢, = nt und
eine Zentrierung kann fiir o # 1 mit Satz 1.8 umgangen werden.

Auflerdem folgt mit Satz 1.9 aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass die
Normalverteilung die einzige stabile Verteilung mit endlichem zweiten Mo-
ment ist.

13



Kapitel 2

Verallgemeinerter zentraler
Grenzwertsatz

2.1 Regulidre Variation

Im Folgenden werden wir Kriterien fiir die schwache Konvergenz gegen eine
stabile Zufallsvariable ausarbeiten. Fiir eine Zufallsvariable X heifit die Ab-
bildung x — P(|X| > x) die Tailfunktion von X. Wir werden sehen, dass die
Summe von Zufallsvariablen genau dann konvergiert, wenn sich die Tailfunk-
tionen in gewissem Sinne wie Potenzfunktionen verhalten. Dazu benétigen
wir den Begriff der reguléren Variation.

Regulér variierende Funktionen

Wir betrachten die regulére Variation zunéchst im Kontext messbarer Funk-
tionen.

Definition 2.1
Eine strikt positive, Lebesque-messbare Funktion V' heifit reguléar variierend
(in oo) mit Index a € R, wenn sie

lim V(tx)
P V@)

=t firallet >0 (2.1)

erfiillt.

14
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V' heifit langsam variierend (in co), wenn o = 0 gilt, also

lim V(tzx)

i V(2)

=1 firallet >0 (2.2)

erfillt ist.

Regulér variierende Funktionen sind also Funktionen, die sich asymptotisch
wie Potenzfunktionen verhalten. Langsam variierende Funktionen verdndern
sich, wie die Bezeichnung nahelegt, fiir grole x nur langsam.

Wie der néchste Satz zeigt, konnen wir regulér variierende Funktionen stets
durch langsam variierende Funktionen beschreiben.

Satz 2.2
FEine Funktion V' ist genau dann requldr variierend, wenn sie sich darstellen
ldsst als

V(t) = tL(t), (2.3)

wobei L langsam variterend ist.

Beweis. SeiV regulér variierend. Wir betrachten die Funktion L(t) := V (¢)t*.
Aus (2.1) kénnen wir
L(tx) V(tx)(tx)® V(tz)

- - 1 fi
L)~ Ve V@ - T

folgern. Die Funktion L(t¢) ist also langsam variierend und somit gilt auch
die Darstellung in (2.3).

Angenommen, es gilt fiir die Funktion V' die Darstellung in (2.3). Dann
ergibt sich

V(tx) _ (tz)~*L(tz) _ . L(tz)
V(x) x*L(x) L(x)

—t7* fir r — oo,

also ist die Funktion V' regulér variierend. [

15



Kapitel 2. Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten nun einige Beispiele langsam und regulér variierender Funk-
tionen.

Beispiele 2.3

i) Jede Funktion L, die einen positiven Grenzwert besitzt, also

lim L(t) = b € (0, 00)

t—o00

erfiillt, ist langsam variierend.
ii) Die Funktion L(t) = log(t) ist langsam variierend, denn es gilt

lim log(tx) o log(t) + log(x) ~ lim log(t)
I Togle) T m T log(e) | Ao log(a)

+1 =1 firallet > 0.

iii) Die Identitétsfunktion id(¢) = ¢ ist nicht langsam variierend; allgemei-
ner ist die Funktion V' (t) = ct® fiir jedes ¢ € R\ {0} nicht langsam
variierend, denn es gilt

tr)e
lim ltx)
z—00 CXE

= t*.
Allerdings ist die Funktion V' regulér variierend mit Index €.

Abschlieflend betrachten wir ein Lemma, das eine Abschétzung der Fol-
genglieder aus (2.1) liefert. Insbesondere lassen sich die Folgenglieder mit ei-
ner Potenzfunktion abschétzen, deren Exponent beliebig viel kleiner als —«
gewahlt werden kann. Man beachte, dass die Voraussetzungen des Lemmas,
bis auf die reguldre Variation, fiir Tailfunktionen von Zufallsvariablen stets
erfiillt sind.

Lemma 2.4

Sei V : R — (0,1] eine monoton fallende, regqulir variierende Funktion mit
Index o. Dann existiert fiir jedes & > 0 eine Konstante C und ein zy € R,
sodass fir alle v > xg und 0 <t < 1 die Abschditzung

V(tz)
V(x)

< Ct_ (a+9)
qgilt.

16
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Beweis. Da V regulidr mit Index « variiert, liefert uns Satz 2.3

V(z
(3) — 2% fiir x = o0
V()
und somit auch V(e
(5) — 2% — 0 firz — oo.
V(x)

Wir kénnen also fiir jedes ' > 0 ein xg € R finden, sodass

V(3)
(x

gilt. Wahlen wir ¢’ = 2¢ (2‘S — 1), so folgt insbesondere

- < — 2% fiir alle z > 2

<

V()

Vo) < 2% fiir alle 2 > z0. (2.4)

Sei nun i € N die erste natiirliche Zahl, fiir die

% < (2.5)

erfiillt ist. Fiir ein festes ¢t € (0, 1) wéhlen wir aulerdem n € N mit

1 1
— <t < . 2.
omn < 271—1 ( 6>
Es geniigt nun, den Ausdruck
V()
V(x)

zu majorisieren, denn nach Wahl von n und aufgrund der Monotonie von V'
gilt

V(tzx) o V(sm)

V(z) = V(z)

Wir machen dazu eine Fallunterscheidung:
Im Fall n <7 gilt

<
=

(3n




Kapitel 2. Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz

Da nach Wahl von i die Ungleichung 55 > o fiir alle j € {1,...,n} gilt,
konnen wir nach (2.4) jeden der n Terme mit 2% abschitzen und erhalten
insgesamt

Im Fall n > ¢ schreiben wir
V(E) Vi) Vi) VE)
Vi(x) V(2£ V(%) V(x

Die letzten i — 1 Terme konnen, erneut aufgrund von (2.4), jeweils mit 2%9
abgeschétzt werden. Fiir den ersten Term gilt

VEE) VA VE)VERE) oy |
V(E) S Vi) Vi) VE) S Vi)

wobei hier die Monotonie von V' und die Voraussetzung Im(V) = [0, 1] ein-
gehen. Setzen wir beides zusammen, erhalten wir
V(z) ~ V(xo)

In beiden Féllen kénnen wir dann unabhéngig von ¢ die Majorante

1 (a+d)n
w0 2

Vigw)
V(z)
Aufgrund der Monotonie von V und nach Wahl von n in (2.6) gilt nun

wahlen.

fiir

V(tz) V(&) L sy 1

at+dp—a—0
V) S V) S Vi SV? !

und es folgt die Behauptung mit

1
C = 207
V()

18
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Regular variierende Zufallsvariablen

Wie oben erwdhnt, wollen wir den Begriff der regulidren Variation nun spe-
zifischer fiir Zufallsvariablen definieren. Einerseits soll dazu die Tailfunkti-
on der Zufallsvariablen regulédr variieren, andererseits soll auch eine Tail-
Ausgleichsbedingung erfiillt sein.

Definition 2.5
Wir nennen eine Zufallsvariable X reguldr variierend mit Index «, falls

i) P(|X| > x) strikt positiv sowie requldr variierend mit Index « ist und

i) es ein 6 € [0,1] gibt, sodass lim ey = 0 erfiillt ist.

Wir werden spéter sehen, dass die normierte und zentrierte Summe regulér
variierender Zufallsvariablen gegen eine stabile Verteilung konvergiert. Das
folgende, sehr allgemein gehaltene Beispiel soll die Definition veranschauli-
chen.

Beispiel 2.6

Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit stetiger Dichte f, die um 0 sym-
metrisch ist und f(0) > 0 erfiillt. Beispiele hierfiir sind Cauchy- oder auch
normalverteilte Zufallsvariablen. Wir zeigen, dass dann % reguldr variierend
ist.

Aufgrund der Symmetrie der Dichte gilt zunéchst 6 = % Um « zu bestim-
men, konnen wir auerdem P ( % > :U) umschreiben und es ergibt sich

P(%N;):P<0<X<i):/0if(y)dy-

Wir wenden den Mittelwertsatz (vgl. Satz A.2) an und erhalten
P L >z ) = f( L fiir ein € € [0, 27!
~ )= f)x tir ein £ € [0,27 ).

Wegen der Symmetrie von f folgt P (ﬁ > x) =2f (f)%, es gilt also insge-
samt
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fiir £ € [0,27! und & € [0, (tz)7!]. Fiir x — oo folgt daher &,& — 0 und es
gilt
P (L > tx)
lim AT ) = t’l,

T p (& > x)

also o = 1.

Notation 2.7
Wir setzen fiir eine requlir variierende Zufallsvariable X

an = inf{z : P(|X| > xz) < +}.

Im weiteren Verlauf werden wir sehen, dass die Folge (ay,)neny die Rolle
der Normierungskonstanten im verallgemeinerten zentralen Grenzwertsatz
spielen wird. Wir betrachten daher kurz das Konvergenzverhalten der Folge.
Nach Definition ist die Folge (a;),en monoton wachsend. Es gilt auerdem

P(|X|>z) — 0 fiir x — oo,
des Weiteren ist die Tail-Funktion strikt positiv. Daher folgt auch
a, = inf{z : P(|X;| > z) < 1} — oo fiir n — oo. (2.7)

Wir zeigen nun einige Konvergenzaussagen fiir die Tailfunktion von regulér
variierenden Zufallsvariablen.

Satz 2.8
Es sei X eine requldr variierende Zufallsvariable mit Index . Dann gelten
fir x > 0 die Konvergenzen

nh_)rrolonP(\X| > a,) =1, (2.8)
nh_)rgo nP(|X| > za,) =27, (2.9)
nlglgo nP(X >a,) =0x"% und (2.10)
Ji_)I&nP(X < —za,) = (1 —6)z™*. (2.11)

20
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Beweis. Wir zeigen zunéchst Aussage (2.8). Da a,, das Infimum der Menge
{z : P(|X| > z) < 1} darstellt, folgt mit der Rechtsstetigkeit der Tailfunk-
tion die Ungleichung P(|X| > a,) < . Dies impliziert zunéchst

1
nP(|X|>a,) <n. =1
Wenn wir nun zeigen konnen, dass auflerdem

liminf nP(|X| > a,) > (14+¢)¢

n—oo

fiir ein beliebiges € > 0 erfiillt ist, folgt daraus die Behauptung (2.8).
Wir wéhlen also € > 0 beliebig und setzen

t .= 1+ sowie
an

T, = .
1+§

In (2.7) haben wir gezeigt, dass a, fiir wachsendes n gegen Unendlich kon-
vergiert. Es folgt daher sofort, dass auch

r, — oo fir n — oo

gilt. Da die Funktion P(|X| > z) nach Voraussetzung reguldr variierend ist,
erhalten wir

. P(X|>tx,) _
PR ) (+e)
Da a,, die Ungleichungen
1+4+¢ —a s 1
—a, > a, > ——a,
1+ 5 1+ 5

erfiillt und die Tail-Funktion monoton fallend ist, gelten die Abschitzungen

1+e¢

1+¢

P(|X| > a,) > P(|X| > an) = P(|X| > tz,) und

an

1+¢

1
» < P(1X1> 1% ) = PUX| > 0)
n

21



Kapitel 2. Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz

Insgesamt erhalten wir nun

P(|X n
liminf nP(|X| > a,) = liminf PUX] > an)

_ P(X| > )
hm —_—
n—o00 P(|X‘ > a:n)

— t@
= (14+¢)™«

Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung (2.8).
Um die Behauptung (2.9) zu zeigen, erweitern wir zunichst mit P(|X| > a,)
und erhalten

P(|X| > za,)

nP(|X| > za,) =nP(|X]| > a,) PIX =)

Jetzt konnen wir Aussage (2.8) anwenden. Da aufilerdem P(|X| > z) nach
Voraussetzung regulér variierend ist, gilt

P(|X]| > xa,)
P(|X| > a,)

— = fiir n — oo;

also folgt insgesamt die Behauptung (2.9).
Nach zweimaligem Erweitern ergibt sich Darstellung

P(|X| > za,) P(X > zay)

nP(X > wan) = nP(X] > an) 5 =05 PR = 2a)

und da % fiir n — oo gegen 6 konvergiert, erhalten wir den zusitzli-

chen Faktor fiir Behauptung (2.10). Schliefllich folgt die Behauptung (2.11)
aus (2.9) und (2.10), denn es gilt

nP(X < —za,) = nP(|X| > za,) — nP(X > za,).

22
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Da die Gleichheit P(z < |X| < y) = P(|X| > z) — P(|X| > y) gilt, ergibt
sich das folgende Korollar.

Korollar 2.9
Es sei X eine requldr variterende Zufallsvariable mit Index o. Fiir x,y > 0
qilt

lim nP(za, < |X| <ya,) =27%—y™ (2.12)
n—oo
lim nP(za, < X <ya,) =0(x"*—y*) und (2.13)
n—oo
lim nP(—ya, < X < —za,) =1 —-0)(z7* —y™ ). (2.14)
n—oo

23
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2.2 Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz

Tatséchlich kénnen wir nun zeigen, dass regulér variierende Zufallsvariablen
nach geeigneter Skalierung gegen eine stabile Verteilung konvergieren.

Satz 2.10 (Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz)
Set X1, Xo, ... eine Folge unabhdngig identisch verteilter Zufallsvariablen, die
requldr mit Index o variieren. Fs seien weiter

b = nE[Xi1{x,<an}]

fiir a,, aus Notation 2.7.
Dann existiert eine nicht entartete Zufallsvariable Y, sodass

Sy, — by,

Qn

=Y firn— oo

erfiillt ist. Insbesondere ist' Y dann stabil mit Index c.

Fiir den Beweis zerlegen wir die Zufallsvariable S, — b, in ,groffe“ und
,kleine“ Terme und benutzen das folgende Lemma.

Lemma 2.11
Sei Z, eine Zufallsvariable mit einer Zerlequng der Form Z, = Z; + Z.
Fiir diese seien die drei Bedingungen

i) li_r)rtl)limsup P(|Z5] = 6) = 0 fiir alle § > 0,

n—oo
i) ZfL = (¢ fir n — oo sowie
iii) ¢ =Y fire—0.
erfillt. Dann gilt auch

Zp =Y fiirn— oo.

24
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Beweis von Lemma 2.11. Wir zeigen, dass fiir jede abgeschlossene Menge
I C R die Abschéitzung

limsup P (Z, € I) < P(Y € 1)

n—oo

gilt; die schwache Konvergenz von Z, gegen Y folgt dann mit Hilfe des
Portmanteau-Theorems (vgl. Satz A.3). Sei also I C R abgeschlossen und
fiir § > 0 sei I° die Menge aller Punkte aus R, deren Abstand zur Menge [
hochstens § betrégt; also

= {z:inf{lz—il:iel} <5}
Es gilt die Abschétzung
P(Z,eI) < P(Z:€I°) + P(1Z5] = 6).

Da ZAfL fiir n — oo schwach gegen (¢ konvergiert und I° abgeschlossen ist,
folgt mit dem Portmanteau-Theorem

limsup P (Z, € I) < P(¢° € I°) + limsup P(|Z] > 6).

n—oo n—00

Mit demselben Argument lésst sich wegen (¢ = Y fiir ¢ — 0 die Abschétzung

limsup P (Z, € I) < P(Y € I’) + 1irr(1)hmsupP(|ZZ’ > 6)
=0 nooo

n—oo

zeigen. Fiir § N\, 0 folgt wegen der Abgeschlossenheit von I auch I° N\, I.
Zusammen mit Voraussetzung (i) ergibt sich daher

limsup P (Z, € I) < P(Y € 1)

n—oo
und somit die Behauptung. O]
Beweis von Satz 2.10. Wir wollen Lemma 2.11 fir Z,, := S“a—;b” anwenden.
Wir miissen dazu zunéchst eine Zerlegung von Z,, finden. Es gilt
=) (— ~E [Jﬂ{Xlgan}D . (2.15)
i —\ an an
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Wir spalten diesen Ausdruck nun in ,grofle“ und ,kleine* Terme auf und
erhalten auf diese Weise zwei neue Zufallsvariablen.
Seien dazu fiir € > 0

I,(e) = {m<n:|X,|>ca,},
w(e) = Z X
mely(e)

die groflen Terme und

Jo(e) = {m<n: | X, <ea,} ={1,...,n}\ L(e),
Sule) = ) Xn
meJp(e)

die kleinen Terme sowie

fi(e) = E[Xil{ca,<ixi/<a}] und
pe) = E[Xi1{x,|<can}]

die jeweiligen Anteile des Erwartungswertes in (2.15). Es ergibt sich dann fiir
Z, die Zerlegung

Sp—bn _ Sule) = nji(e) 1 §n(5) — nﬂ(e)

Qn Qn an

(2.16)

und

¢ . onle) = niile)

Qn

Wir zeigen nun die drei Voraussetzungen fiir Lemma 2.11.

Voraussetzung (i) Zu zeigen ist lin% limsup P(|Z5| > 6) = 0 fiir alled > 0.
E—

n—0o0
Wir kénnen S, (¢) in eine Summe umschreiben und erhalten

Sn(é“) = Z Xm]l{|xm|<5an}.

m=1
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Zur Vereinfachung definieren wir auflerdem

Xm(ﬁ) = Xmﬂ-{|Xm|<aan}-

Nach Konstruktion handelt es sich bei ji(¢) um den Erwartungswert der
Zufallsvariablen X, (), folglich ist

n

Zi =3 (Xn(e) = i(e))

m=1

eine zentrierte Zufallsvariable. Wir wollen nun das zweite Moment von Zf;
abschétzen und schliefllich die Markov-Ungleichung (vgl. Satz A.4) anwen-
den. Es gilt zunéchst

E |(2:)"] =nvar [X;—?} < nE{ (X;—?)Q} (2.17)

Wir kénnen jetzt Satz A.5 anwenden und fiir ®(y) = y* erhalten wir

E{(Xclbig)y} :/(Xclb—ig))z dP:/:QyP(W;(f)I >y> dy.

Insbesondere gilt

IS X 15
/2yP<| 1) >y) dy</2yP(!X1! > ya,) dy
0

Qp, 0

und es folgt aus (2.17) nach Erweitern mit P(|X;| > a,) schlieflich

‘. P > ya,)

B[(2)] <nP(Xil > a,) [ 25t 2 ay

Wir betrachten nun das Grenzverhalten des Ausdrucks. Nach (2.8) konver-
giert die Folge nP(|X;| > a,) fir n — oo gegen 1. Mit Hilfe von Lemma
2.4 konnen wir aulerdem den Integranden majorisieren. Die Tail-Funktion
von X ist monoton fallend und nach Voraussetzung regulér variierend mit
Index . Nach der Aussage des Lemmas konnen wir daher fiir jedes 6 > 0
eine Konstante C' und ein festes xy € R finden, sodass

P(|X1] > ya,)
P(IX1| > an)

Cy~ fiir alle a, > z
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erfiillt ist. Wahlen wir nun 6 < 2 — «, so ergibt sich insgesamt fiir den

Integranden
P(X1| > yan)

P(|X1] > an)
wobei der Exponent die Ungleichung

< QC’yﬁ fir a,, > xq,

f=—a—-0+1>-a—2—a)+1=-1
erfiillt. Somit existiert das Integral
/QC'yB dy
0

und wir erhalten mit majorisierter Konvergenz (vgl. Satz A.6) die Form

. : P(|X1| > yan)
Jm (”P<|X1| > “")/0 2 BIX > an) Y

e P(IX
_ 1./2ylim (1X1] > yan)
o e P(IXi] > an)

= / 2yy~*dy = / 2y' " dy
0 0

2 2—a
= IS s
2 —«

wobei insbesondere die Voraussetzung o < 2 eingeht. Dann folgt aus (2.2)
die Abschétzung

. 5 . . P(|1Xy| > yay) 2
lim su ]E[ zZr 2} < lim (nP X4 > a, /2 dy | =
mowp B |(Z)°) < Jim, (nPOX > o) J 2555 )

Die Markov-Ungleichung liefert nun
_ — 21 1
PZ) > 0) <E[(Z)] 5

und somit gilt auch

Ii P(|Z¢| = 6) < .
im sup (12 2 0) < 5=

Lassen wir nun ¢ gegen Null laufen, wird wegen 0 < o < 2 auch die rechte
Seite beliebig klein und es folgt die Voraussetzung (i).
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Voraussetzung (ii) Als néchstes zeigen wir die Existenz der Zufallsva-
riablen (°. Wir miissen dafiir zeigen, dass ZZ fiir n — oo einen schwachen
Grenzwert besitzt. Dazu benutzen wir den Stetigkeitssatz von Lévy (vgl. Satz
A.8) und zeigen die Konvergenz der charakteristischen Funktion ¢% von Z¢.
Es gilt

~

N S,(e) — nji(e
g 5ule) ~mile)
Qn,
Es ist zu beachten, dass es sich bei nji(e) nicht um den Erwartungswert der
Summe S, () handelt, da dieser potentiell nicht existiert. Wir betrachten

daher zunachst nur die Summe

Su(e) _ 3 Km (2.18)

On mely,(e) On
Wir betrachten diese zunéchst fiir einen festen Wert von |I,(¢)|. Die Zu-
fallsvariable |I,(e)| = [{m < n : |X,,| > €a,}| besitzt Werte in der Men-
ge {0,...,n}. Angenommen, es gilt |,(¢)| = [. Dann ist (2.18) die Summe
von [ unabhéngigen Zufallsvariablen, deren Verteilungsfunktion £ sich fiir
x>eund m € {1,...,n} folgendermaBen ergibt:

Xm
1—-F(x) = P (— >x|m € In(e))
an
X X
= P( > | | >5)
an an
P({Z= > g} n{Z=l > o))
R
T=€e P(E_:L > .’L’)
P(‘)i—;”' > ¢)

P (X,, > za,) P(|Xu| > za,)
P (|Xn| > za,) P (| X,n] > ca,)

Da alle Zufallsvariablen regulédr variieren, folgt

lim 1 — F(z) = 0z~ %" fir alle z > . (2.19)

n—oo
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Fiir den Fall x < —¢ ergibt sich fiir m € {1,...,n}

Fi(x) = P (% <xz|mé€ In(e))
= P <ﬁ <z X > 5)
an, an,
 P({E=<apn{Bels e
T
- P(5= <)
P

P(Enl > jg)) — P(Xn > |g]) P(E2! > |2))

PO P
(PO > fel) \ POX] > felan)
a P(|Xon| > |z]a,) ) P(|Xm| > ean)
Aufgrund der reguléren Variation folgt

lim Fy(x) = (1 —0)|z| fir alle v < —e¢. (2.20)
n—oo

Durch Differentiation erhalten wir fiir die Grenzverteilung eine Dichte der
Form

fe(@) = Oax™ e oy + (1 — )z~ e .

Sei nun ¢5(t) die zu F: gehorige charakteristische Funktion. Dann folgt mit
dem Stetigkeitssatz von Lévy (vgl. Satz A.8)

o5 (t) —>/ P ot dx—i—/ e (1-0)e“alz|~ @tV dz  firn — oco.
) ) (2.21)

Wir betrachten nun auch die Verteilung von |I,(¢)| genauer und werden
zeigen, dass diese fiir wachsendes n schwach gegen eine Poisson-Verteilung
konvergiert.

Dazu stellen wir fest, dass die Zufallsvariable |1, (¢)| binomialverteilt ist.
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Wir kénnen sie als Summe von n unabhéngigen Zufallsvariablen der Form
Yn,m(g) = :[I‘{|Xm|>5an} fir m = 1, oo

mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, := P(|X1| > €a,) schreiben. Aussage (2.9)
liefert zudem

an =nP(|X1| >¢ca,) — e firn— oo (2.22)

m=1

und daher gilt auch

.....

Mit dem Satz von der ,,Poisson-Konvergenz* (vgl. Satz A.9) erhalten wir
|I.(e)| = Z ~ Poi(¢™) fiir n — 0. (2.23)

Als charakteristische Funktion der Summe S, (¢)/a,, ergibt sich nun
Pe0(t) = E [exp (215%—?)]
= K {E {exp (it gg?)

_ Z P(Ia(e)] = m) (6)"
.S (0 (22)" (1= ") o

@l =]

Wir wollen schliefilich den Grenzwert der charakteristischen Funktion fiir
n — oo berechnen und wenden dafiir Korollar A.7 an. Wir setzen

) = () ()" (1= ") ) i,

m n n
denn dann gilt

SOM(t) = Z fn<m>
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Wir miissen also f,,(m) majorisieren. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass die
Abschétzung
n n n—m m
(1= )" " Lnemy <1
erfiillt ist. Aulerdem beobachten wir

(n) Il _lam-1)--(n-m+1) _ 1

S < —.
m m! nm m)

nm

Letztlich wissen wir aus (2.22), dass np, eine konvergente Folge ist, weshalb
eine Konstante C' existiert, die
(np,) < C
erfiillt (fiir die genauere Ausfithrung siehe Bemerkung A.12). Insgesamt gilt
Cm
| fa(m)| < ol
und die Majorante erfiillt

C—' = exp(C) < 0.
m!

m=1

Mit Korollar A.7 und (2.23) folgt nun

T 95,0 (1) = 3 lim (P(L(E)] = m)ga(0)" Inen)

S (™)™

=Y _exp(—~*) = lim (1)

m

o (2.24)
= exp(—e %) Z i!(f?a lim ¢ ()™

n—o0

exp (e7* lim ¢} (1))

n—oo
= exp <—€_O‘(1 — lim gpfl(t))) .
n—oo
Wir schreiben

50‘:/ oz~ @+ dx:/ —faz~ e dx—i—/ —(1 = Q)az= @ dg,
€ > &€
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denn dann konnen wir (2.21) einsetzen und die Integrale zusammenfassen.
Nun ldsst sich (2.24) folgendermafien umformulieren:

lim P 5 (o) (t) = exp (/ (eitx - 1)(904$_(a+1) dz
n—oo o .

an

B} (2.25)
—1—/_ (e —1)(1 — O) || (@FD) dx)

o0

nji(e)

n

Zuletzt betrachten wir den Erwartungswert
dieser fiir n — oo gegen

und werden zeigen, dass

1 —€
/ whaz~ @D d:v—i—/ z(1 — )al|z|~ @Y dz (2.26)

1

konvergiert. Dazu gehen wir dhnlich wie bei der Berechnung des Grenzwertes
der charakteristischen Funktion ¢g, ., (f) vor. Es gilt zunéchst

an

~

Xm
nji(€) — nE[—ﬂ X’”'él}}

an an {e<

an

n Xm
= E { Z a_n]l{a<')§;"'<1}}

m=1

:E{ 3 ﬁ}

a
meKn(e)

wobel
| X

Qp

K,(e) :=={m <nle <

<1} =1n(e) \ In(1)

gelten soll. Fiir |K,(¢)| = [ betrachten wir wieder also eine Summe von [ un-
abhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen. Auch hier werden wir wieder
die Verteilungsfunktion bestimmen.

33



Kapitel 2. Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz

Fiir x > ¢ ergibt sich

1-Gi(z) = P

G (r) = P(—<:B

P({Z= <z}n{e < Bzl <1}

an

P(e < Bzl 1)

m € Kn(e))

| X
e < <1
Qp,

nP(—1< 2= <)

nP(5<%<1)'

xT

N

—&

Mit (2.12) und (2.14) folgt
i () = (L= 0l = 1)

n—00 e —1

fir alle z < —¢.

fir alle z > ¢.

(2.27)

(2.28)

Wir erhalten insbesondere wieder eine Dichte der Grenzverteilung. Diese hat

die Form

_ fag~t) (1 — 0)a|x|~(@+D)

3
_—:[]'1'5
e T L e
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Sei m,(e) der Erwartungswert der Zufallsvariablen mit der Eigenschaft
[Xom] ;
e < 5 < 1. Dann gilt

L pog—(at1) < (1—¢ —(a+1)
nn(€) —>/ x?i—_l dz —i—/ x( 523@1 de =:n(e) (2.29)
€ -1

fiir n — oo. Dies folgt, da die betrachteten Zufallsvariablen alle durch 1
beschrénkt sind.
SchlieBlich ist |K,(e)| = |I.(¢) \ I,,(1)| eine binomialverteilte Zufallsvariable

mit Erfolgswahrscheinlichkeit
P, = Plea, <|X,| < ay).
Fiir den Erwartungswert ergibt sich daher mit (2.12)
E[|K.(e)]] = np,, — (e —1) fiir n — oo. (2.30)

Die Zufallsvariablen X, X5, ... sind nach Voraussetzung unabhéingig iden-
tisch verteilt, somit auch diese, die ¢ < % < 1 erfiillen. Insbesondere sind
sie unabhéingig von | K, ()| und integrierbar, da sie beschréinkt sind. Mit der
Wald’schen Identitét (vgl. Satz A.10) folgt

ni(e) ]E_ 3 &]

L meKn(g)

[ En ()]
E _m]

Qn

m=1

2RI, )] - male).

Es gilt also mit Hilfe der Aussagen (2.29) und (2.30)

N 1 —(a+1) - (1 _ —(a+1)
i) — (7 =1) (/ x—ﬁax dz +/ fE< b)afa d:v)

Qn et —1 1 et —1

fiir n — oo und somit die Behauptung (2.26).
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Mit den Aussagen (2.25) und (2.26) kénnen wir nun den Grenzwert der cha-
rakteristischen Funktion ¢ von Z© berechnen, wenn n gegen Unendlich lduft.
Es ergibt sich

&5 (1) — exp (/ (e — Doz~ @D dx
1

1
+/ (e — 1 — itz)fax @) dx
- (2.31)
—I—/ (e —1 —itx)(1 — 0)a|z|~ TV dx

1

+ [ e -1 - gajapey o) = ¢

[e.e]

Fiir ein festes ¢ > 0 und fiir 0 < a < 2 existieren alle diese Integrale und
folglich existiert eine Zufallsvariable (¢ mit zugehoriger charakteristischer
Funktion ¢°.

Voraussetzung (iii) Es bleibt zu zeigen, dass auch (¢ fiir ¢ — 0 schwach
konvergiert. Wir zeigen dies wieder mit dem Stetigkeitssatz von Lévy (vgl.
Satz A.8). Zu zeigen ist also, dass alle in ¢°(t) auftretenden Integrale fiir
e — 0 existieren. Da die dufleren beiden Integrale von ¢ unabhéngig sind,
betrachten wir im Folgenden nur die mittleren beiden Integrale. Wir zeigen
die Existenz des ersten Integrals, die des zweiten folgt dann analog. Den
Grenzwert des ersten Integrals bestimmen wir mit dem Satz von der majori-
sierten Konvergenz (vgl. Satz A.6). Wir kénnen zunéchst die Stetigkeit der
Exponentialfunktion ausnutzen und den Grenzwert des Exponenten betrach-
ten sowie den Integranden umschreiben. Dann erhalten wir

1
lim exp </ (e — 1 — jtx)z @D dx)
e—0 c

1
= exp <lim/ (e — 1 — jtx)z @D IL{DS}dx)
0

e—0

(2.32)
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Fiir komplexes z mit |z| < 2 gelten die Abschitzungen

ok
exp(z) ~1—2[ = | 3=
k=2
22 0 2Zk—2
B EZ !
k=2
|2* = 202/
<SSl Tw
k=2
A NE (2.33)
S o R N (T i IR i I o E T .
2 + 3 * 12 + 60 +
B o P 1 A S
) 2 4 8
RER=YIEA,
2 Z 2
k=0
|z|<2ﬁ 1
2] *
2 1-E
Fiir z mit |z| < 1 ist daher
R 2|2 2
-1 -zl < — = 2 =

erfiillt. Setzen wir z = itx fiir ein festes t € R\ {0}, so erhalten wir

, 1
e — 1 —ite| < t?2®  fiir 2| < .

g

Im Intervall (0, ﬁ) kénnen wir den Integranden

‘(eim — 1 —itx)z— @D IL{DE}{

daher mit

majorisieren. Da der Index « im Intervall (0,2) liegt, ist der auftretende
Exponent —(a — 1) grofer als -1 und das Integral iiber t2z~(@~1) existiert.
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Wir kénnen daher den Satz von der majorisierten Konvergenz (vgl. Satz A.6)

anwenden und erhalten fiir ¢ mit ‘—h >1

1

lim [ (" —1— itx):v_(o‘J“l)Il{DE} dz
e=0 Jq

1
= / lim(e™ — 1 — z't:z:):c’(o‘“)]l{zx} dx
0

e—0

1
= / (e — 1 — itx)z~ @ dz < co.
0

Im Fall ﬁ < 1 kénnen wir zunéchst die die Aufspaltung

1
/ (e — 1 —gtx)z= @D dg
€

1
- 1
t . .
= /' ‘(emj — 1 —itz)z~ @ dx + /1 (e — 1 —gtx)z= @D dg
3

It

betrachten. Wir haben gesehen, dass fiir jedes feste ¢ > 0 die Integrale
in (2.31) existieren und da %‘ > 0 gilt, existiert insbesondere das zwei-
te Integral dieser Aufspaltung. Fiir das erste kénnen wir erneut die obige
Abschétzung und den Satz von der majorisierten Konvergenz (vgl. Satz A.6)
benutzen und erhalten auf diese Weise ebenfalls die Existenz des Integrals.

Analog ergibt sich

1

: - itr 1 —(a+1)
il_I)% exp </_ (e 1 —itx)|z| d:c)

-1

0
= exp (/ (e — 1 — gtz ||~ (@D dx) < 00.

38



Kapitel 2. Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz

Somit konvergiert die charakteristische Funktion ¢(¢) und es gilt

lim ¢°(t) = exp </ (e — haz= @D dz
e—0 1

1
+/ (e — 1 — itz)fox™ TV dx

% (2.34)
—l—/ (e —1 —itz)(1 — 0)alz|" @Y dz

-1

+ / (¢ 1)(1 - O)afa] @+ dx) = 4(1).

o0

Aufgrund der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion und nach dem
Stetigkeitssatz von Lévy (vgl. Satz A.8) existiert dann eine Zufallsvariable Y
mit zugehoriger charakteristischer Funktion ¢(¢) und es gilt

(=Y fire—0. (2.35)

Da wir nun alle Voraussetzungen fiir Satz 2.11 gezeigt haben, folgt
Z, =Y firn— oo.

Die Zufallsvariable Y tritt also als Grenzwert einer normierten und zentrier-
ten Summe von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen auf und ist
somit nach Satz 1.9 stabil. O]

Wir haben nun gezeigt, dass sich die Aussage des zentralen Grenzwert-
satzes auf Heavy-tailed-Verteilungen ausweiten léasst. Die Bedingung fiir die
Konvergenz ist in diesem Fall die regulére Variation der Zufallsvariablen.

Wir werden nun noch sehen, dass fiir 0 < a < 1 keine Zentrierung notwen-
dig ist.

Lemma 2.12
Fiir o < 1 kénnen wir in Satz 2.10 die Zentrierungskonstante b, = 0 wdhlen.
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Beweis. Die Aussage folgt aus dem Beweis von Satz 2.10. Fiir die Vorausset-
zungen (i) und (ii) von Lemma 2.11 wird die Zentrierungskonstante b, von
vornherein nicht benétigt. Wir miissen daher nur zeigen, dass fiir a < 1 auch
schon die charakteristische Funktion

lim © 5, (o) (t) = exp(/ (6itﬂc o 1)9ax—(a+1) dz
n—oo o .

+/ (e —1)(1 — Q) ar|z| @D dm).

o0

in (2.25) fir ¢ — 0 konvergiert. Wir wenden dazu wieder den Satz von der
majorisierten Konvergenz (vgl. Satz A.6) an und zeigen

lim exp (/ (e — 1)z~ @+D d:c>
e—0 c

= exp (/ (e — 1)faz—(@+D dx),
0

die Aussage folgt fiir das zweite Integral dann analog. Wir spalten das Integral
zunéchst auf und erhalten

exp (/ (e — 1)hax—(@+D dx)

1

= exp (/ﬂ(e"m — Doz dg
+/ (e — 1)z (@+D dx).
|

(2.36)

1

[
Wir zeigen nun die Konvergenz von

1

/lﬂ(eim — Dbaz= @M dz fiir e — 0,

die Existenz des zweiten Teils ist klar, da ‘—h > 0 erfiillt ist.
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Es gelten analog zu (2.33) fiir z € C mit |z| < 2 die Abschétzungen

<2l o (2.37)

Der zweite Faktor ldsst sich auch hier fir |z] < 1 mit 2 abschétzen, weshalb
die Ungleichung
lexp(z) — 1] < 2|z| fiir 2] < 1

erfiillt ist. Setzen wir wieder z = itz fir ein festes ¢ € R\ {0}, so erhalten
wir

: 1
e — 1| < 2tx| fir 2 < Ik (2.38)
Die Integranden kénnen wir im Intervall (0, ﬁ) mit

oxy~ @t = ot~

majorisieren. Fiir a < 1 erhalten wir dann einen Exponenten, der grofier
als —1 ist und somit folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz
(vgl. Satz A.6) die Aussage (2.36). Analog erhalten wir

lirré exp (/ (e —1)(1 - O)azg~ D d:v)
oo |
=  exp </ (e —1)(1 — @)z~ (tD d$>.

—00

Es folgt daher unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 2.10

S,
—~ =Y fiirn— oo,
a’n
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wobei die charakteristische Funktion von Y die Form

P (t) = exp (/ (e — 1)fax~ Y dg

—i—/ (e —1)(1 — O) || ~(@+D dx)

oo

besitzt. [

Fiir die Normierungs- und Zentrierungskonstanten im verallgemeinerten
Grenzwertsatz ergibt sich die folgende Situation:

Stabilitatsindex Normierungskonstante | Zentrierungskonstante
0<ax<l inf{z : P(|X;] >2) < 2} 0
I1<a<?2 inf{z : P(|X;] >2) < 2} nE[X 11X, <an}]

Tabelle 2.1: Normierungs- und Zentrierungskonstanten im verallgemeinerten
zentralen Grenzwertsatz

Beispiel 2.13
Wir betrachten erneut die Zufallsvariable aus Beispiel 2.6. Wir haben bereits
gezeigt, dass % regulér mit Index o = 1 variiert. Fiir eine Folge unabhéngig

identisch verteilter Zufallsvariablen X%, X%, ... konnen wir daher Satz 2.10

anwenden. Um die Normierungskonstanten a, zu bestimmen, benutzen wir
wie in Beispiel 2.6 den Mittelwertsatz (vgl. Satz A.2) und erhalten

a, = inf{z:P(| X' >z)<1i}
= inf{z:2f( 2" > L fiirein € € 0,271}
= inf{z:z>2f(&n firenel0,27']}.

Lassen wir n gegen Unendlich laufen, so wird auch x beliebig grofl und &
konvergiert gegen Null. Wir kénnen a,, daher fiir hinreichend grofie n mit

a, =2f(0)n
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approximieren. Wegen der Symmetrie verschwinden die Zentrierungskonstan-
ten b,. Insgesamt folgt

2f(0)n \ X, X,

wobel Y eine stabile Zufallsvariable mit Index o = 1 ist.

1 1 1
(—+---+—>:>Y fiir n — oo, (2.39)

2.3 Charakteristische Funktion und Parame-
trisierung stabiler Verteilungen

Aus dem Beweis von Satz 2.10 geht hervor, dass die charakteristische Funk-
tion des auftretenden schwachen Grenzwertes die in (2.34) angegebene Form
hat. Durch einige Umformungen erhalten wir die Darstellung der charakte-
ristischen Funktion allgemeiner stabiler Verteilungen, wie sie unter anderem
in [Bre| angegeben wird.

Satz 2.14

Die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung mit Index 0 < av < 2
hat die Form

oy (t) = exp (itc + ml/ (em — 1l o ) z~H) dg
0

14 a2

0 .
; t
4+ m2/ (6ztx 1 . :_xe) |x|*(a+1) dx)

firc e R und 0 < mq,my < 2.

Beweis. Die hier angegebene Form stimmt mit dem Ausdruck in (2.34) iibe-
rein, falls wir

oo T 1 x?,
c=— / faz~ T dx + / faz~ TV dz
1 L+ a2 o 1422

"_a (a+1) T (1)
+/11+$2(1 — 0)alz| d:z:—}—/oom(l — 0)alz| dx)

(2.40)

sowie m; = fa und my = (1 — ) wihlen. Da 6 im Intervall [0, 1] liegt,
ist die Bedingung 0 < my, my < 2 erfiillt, auflerdem ist ¢ von ¢t unabhéngig.
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Wir miissen jedoch noch zeigen, dass alle in ¢ auftretenden Integrale exis-
tieren. Wir beobachten, dass sich die Integranden zusammenfassen lassen,
sodass sich

Sl | ! 1
CZ—(/l WGadx+/0m9adx

1 1 00 1
) = - _ - 1=
/0 P (1 -0)adx /1 s (1-0)x dx)

ergibt. Fiir 0 < a < 2 existiert jedes dieser Integrale, also gilt insbesondere
auch ¢ € R.

Der Beweis von Satz 2.10 zeigt nun, dass eine derartige charakteristische
Funktion zu einer stabilen Verteilung gehdéren muss, da sie als Grenzwert
einer skalierten Summe unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen auf-
tritt.

Zu zeigen bleibt, dass jede stabile Zufallsvariable eine charakteristische Funk-
tion dieser Form besitzt. Da sich diese Aussage nicht direkt aus Satz 2.10
herleiten ldsst, verweisen wir dazu auf [Bre|, Theorem 9.27. O

Wir kénnen die in ¢y () auftretenden Integrale auch explizit ausrechnen
und erhalten dann eine einfachere Form der charakteristischen Funktion.

Lemma 2.15

Es seien [3,7,d reelle Parameter mit den Eigenschaften |5 < 1, v > 0 und
0 € R. Dann ldsst sich die charakteristische Funktion einer stabilen Vertei-
lung mit Index 0 < o < 2 vereinfachen zu

oy (t) = exp [ité — ’y]t\o‘(l + i3 sgn(t)wa(t))}, (2.41)

wobei die Funktion wy(t) durch

[ tan(my), fallsa #1
walt) = { glog(|i|)7 falls . =1

gegeben ist. Fir 0 € [0,1] aus Satz 2.10 gilt dabei insbesondere f = 20 — 1.
Beweis. Fiir den Beweis siehe [Bre], Theorem 9.32. O

Mit dieser expliziten Form der charakteristischen Funktion lassen sich viele
Eigenschaften einer stabilen Verteilung bestimmen. Wir kénnen nun auch
mehr iiber den Index o aussagen.
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In den Uberlegungen haben wir angenommen, dass o im Intervall (0, 2) liegt.
Setzen wir jedoch av = 2, so wird in (2.41) w,(t) gerade 0 und es ergibt sich

oy (t) = exp(itd — 7252),

also die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz 2. Diese ist, wie in Beispiel 1.2 gezeigt, ebenfalls stabil.
Fiir a > 2 lésst sich zeigen, dass eine stabile Zufallsvariable ein endliches
zweites Moment besitzen muss (vgl. [Fe|, VI.1, Theorem 1) und somit nach
dem zentralen Grenzwertsatz schon zum Fall o = 2 gehort. Es gilt also all-
gemein

a € (0,2].

Bemerkung 2.16 (Parametrisierung stabiler Verteilungen)

Lemma 2.15 zeigt, dass jede stabile Verteilung durch die Angabe von vier
Parametern eindeutig bestimmt wird: Dem Stabilitéts-Index a € (0, 2], einem
Schiefeparameter § mit |5| < 1, einem Skalierungsparameter v > 0 und
einem Lageparameter o € R.

Dies rechtfertigt die folgende Parametrisierung:

Notation 2.17

Fiir eine stabile Zufallsvariable Y mit einer charakteristischen Funktion der
Form (2.41) schreiben wir

Y ~S(a, 5,7,0).

Abbildung 2.1 zeigt die Verteilungsfunktionen von stabilen Verteilungen
mit verschiedenen Parametern.

Sind die Voraussetzungen fiir Satz 2.10 erfiillt, so konnen wir aussagen,
dass die skalierte Summe gegen eine Zufallsvariable

Y ~S(a,20 —1,7,0)

konvergiert, wobei v und 4 sich aus dem Satz nicht explizit ergeben. In vielen
Fillen kann aber zumindest der Lageparameter ¢ aus den Eigenschaften der
Zufallsvariablen hergeleitet werden.
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@ : Alpha=0.25 = : Alpha=0.5 Werte fUr Beta
o o —_— 0
£ <] S 025
= 8 i I e
o 08 075
o T T o T T T 1
# 2 4 2 0
X
o0 Alpha=1 o Alpha=1.5
=] (]
§ b= § < _| /
o . —
£ T T o T | :
4 2 4 2 0

Abbildung 2.1: Verteilungsfunktionen stabiler Verteilungen fiir Parametri-
sierungen mit « € {0.25,0.5,1,1.5}, 5 € {0,0.25,0.5,0.75,1}, v = 1 und
0=0

Wir betrachten die Parametrisierung der drei Beispiele, die in Kapitel 1
behandelt wurden:

Beispiel 2.18 (Normalverteilung)
Eine normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (u, 0?) hat eine charakteristische
Funktion der Form

20
px(t) = exp (it/«L - T)

und ist daher stabil mit Parametern a =2, § =0, v = "72 und 0 = p. Es gilt

also
X ~8(2,0,%, ).
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Beispiel 2.19 (Cauchy-Verteilung)
Eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable X ~ C(a,b) hat eine charakteristische
Funktion der Form

ox(t) = exp (ith — alt|)

und ist somit stabil mit Parametern a =1, 5 =0, v =a und § = b, also
X ~8(1,0,a,b).

Beispiel 2.20 (Lévy-Verteilung)

In Kapitel 1 haben wir den Beweis der Stabilitdt einer Lévy-verteilten Zu-
fallsvariable X ~ Levy(u, c) iibersprungen. Wir zeigen dies nun, indem wir,
wie gerade schon gesehen, die charakteristische Funktion betrachten. Es gilt

vx(t) =exp (z’ut — \/TZtC) = exp (i,ut - ]ct\%(l - sgn(t))) :

[
o

daher sind die Stabilitdtsparameter durch a = %, =1~
gegeben. Es gilt also

1
X ~ S(%, 1, |e|2, p).

Wir kénnen den Grenzwert der Zufallsvariablen aus Beispiel 2.6 nun noch
genauer bestimmen als in (2.39).

Beispiel 2.21

Die stabile Zufallsvariable Y aus (2.39) hat den Stabilitdts-Index o = 1.
Auflerdem ergibt sich wegen 6 = % auch g = 2% — 1 = 0. Die Zufallsvariable
Y ist daher Cauchy-verteilt, also gilt

1 1 1
SF (0 (Z+-~-+X—n) = C(a,b).
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Simulationen

Wir wollen im Folgenden die Konvergenz zweier Heavy-tailed-Verteilungen
gegen eine stabile Verteilung simulieren. Fiir die Plots in diesem Kapitel
wurde das Softwarepaket R verwendet. Die stabilen Verteilungsfunktionen
wurden mit dem Paket stabledist bestimmt. Fiir detailliertere Angaben zur
Anwendung dieses Paketes sei auf Bemerkung A.13 verwiesen.

3.1 Student’sche t-Verteilung

Eine stetige Zufallsvariable X geniigt der studentschen t-Verteilung mit n Frei-
heitsgraden, wenn sie die Wahrscheinlichkeitsdichte

die Gamma-Funktion. Fiir eine t-verteilte Zufallsvariable X mit n Freiheits-
graden schreiben wir X ~ t,,.

Die Varianz einer t-Verteilung existiert nur fiir mehr als zwei Freiheitsgrade.
Fiir eine Verteilung mit einem Freiheitsgrad ergibt sich gerade die Dichte der
Cauchy-Verteilung. Wir wollen den verallgemeinerten zentralen Grenzwert-
satz fiir eine student’sche t-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden anwenden.
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Die Dichte hat in diesem Fall die Form

fla) = (201 +2%) 7

Das zweite Moment einer ¢s-verteilten Zufallsvariablen existiert nicht. Wir
itberpriifen die beiden Voraussetzungen fiir Satz 2.10.
Aufgrund der Symmetrie einer t-Verteilung ergibt sich

=1

Zu zeigen bleibt die regulére Variation der Tailfunktion. Es ergibt sich

P(X| > ) =2 Ty dy =2 / T )y

:2-%-(1——3j ):<1——x )
2 +2 2+ 2

und somit "
lim —P(’X‘ > o) = lim —1 _ @

Da beide Quotienten gegen Null konvergieren, kénnen wir die Regel von
I'Hospital (vgl. Satz A.11) anwenden und erhalten
P(IX| >t 2 4 2)3/2
lim M — lIim tu
z—oo P(|X| > z) z—oo (1222 4 2)3/2
t (2% +42)%2
00 13 (22 + %)3/2
t —2
Somit ist die Tailfunktion regulir variierend mit Index 2.
Seien also X7, Xs,... unabhéngig identisch to-verteilte Zufallsvariablen.
Dann konnen wir Satz 2.10 anwenden. Als Normierungskonstante erhalten
wir

a, = inf{z:P(|X;|>z)< i}
= inf{x:l—Lgl}.
2+2 "
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Wir kénnen den Ausdruck fiir n > 1 genauer bestimmen, denn es gelten die
Aquivalenzen

?ml)
(e
(:

<‘;> _
mQ n— )
N 2 2n — 1
x2 n?—2n+1
N 2n2 —4n + 2
x _—
2n —1
Daher folgt
2n2 — 4 2
a, = inf aszl—Lgl = atoAnt e fir n > 1.
x2+2 " 2n —1

Wir setzen auflerdem a; = 1.
Als Zentrierungskonstante ergibt sich aufgrund der Symmetrie

bn = n]E[XlﬂﬂXlKan}] = 0.

Somit existiert eine nicht entartete, stabile Zufallsvariable Y, mit der Eigen-
schaft

S"_bn—S 2n2 —4n + 2
S on — 1

1
) =Y firn— oco.

Qp

Nach Satz 2.10 gilt dann
Y ~ S§(2,0,7,0),

also ist Y normalverteilt. Wegen der Symmetrie um Null ist auch der Erwar-
tungswert der Grenzverteilung durch 6 = 0 gegeben.

20



Kapitel 3. Simulationen

(o |
[ 6
o n=100
— n=1000
— n=5000
w | —— n=20000
o — Normalverteilung
[k
E (= ]
[=] e
E [am ]
o
O
o
[ ]
O
o

Abbildung 3.1: Dichtefunktionen normierter Summen mit n unabhéngig
und identisch to-verteilten Summanden fiir n € {100, 1000, 5000, 20000} auf
Grundlage von 20000 Realisierungen sowie die Dichtefunktion einer Normal-
verteilung (u = 0,0 = 3,7)

Um die Konvergenz zu veranschaulichen, werden wir die empirischen Dichten
der normierten Summen von Realisierungen ¢y-verteilter Zufallsvariablen be-
trachten. In Abbildung 3.1 sind die Dichten fiir die Werte n = 100, 1000, 5000
und 20000 dargestellt. Zum Vergleich wurde in rot eine Normalverteilung mit
Erwartungswert 0 hinzugefiigt. Fiir die Standardabweichung wurde o = 3,7
gewdhlt. Es ist anzumerken, dass sich dieser Wert nicht direkt bestimmen
lasst und nur grob an die anderen Dichten angepasst wurde.
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Kapitel 3. Simulationen

3.2 Pareto-Verteilung

Eine Zufallsvariable X heifit Pareto-verteilt, falls sie die Dichte

ak® ;
f(l') = m fir z 2 k
fiir strikt positive Paramater k und « besitzt. Der Parameter k£ beschreibt
dabei eine untere Schranke der Verteilung. Fiir eine Pareto-verteilte Zufalls-
variable X schreiben wir X ~ Par(k, ). Die Verteilungsfunktion ist durch

k’ (0%
Flz)=1—-| -
w=1-(%)
gegeben.

Wir priifen wieder die Voraussetzungen fiir den verallgemeinerten zentralen
Grenzwertsatz. Dazu miissen wir zeigen, dass eine Pareto-verteilte Zufalls-
variable auch regulér variierend ist. Da die Verteilung nur auf der positiven
Halbachse definiert ist, ergibt sich

_ P(X>z)
CP(|X|>2)

AuBlerdem ist die Tailfunktion regulér variierend mit Index «, denn es gilt

P(X|>2)=1-F(z) = <§)a
und somit auch
i?é’,iff - (tﬁ)(é)

Fiir a < 2 kénnen wir also Satz 2.10 anwenden. Dann gilt
a, = inf{z:P(|Xi|>z) <t}
= e ()" < )
= inf {m x> k{“/ﬁ}
= k{/n.
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Fiir die Simulation betrachten wir eine Pareto-Verteilung mit den Parametern
k=1 und o = 3/4. Seien also X1, X, ... unabhéingig und identisch Par(1, 2)-
verteilte Zufallsvariablen.

Wegen Lemma 2.12 kénnen wir die Zentrierungskonstante b,, = 0 wéhlen.
Somit folgt insgesamt

ol

Fiir die Bestimmung der fehlenden zwei Parameter verweisen wir auf Propo-
sition 3 aus [Fu]. Es zeigt sich, dass im Fall & < 1 der Lageparameter § = 0
gewihlt werden kann und dass der Skalierungsparameter durch

v=k <F(1 — ) cos (?))

gegeben ist. Fiir die Parameter £k = 1 und o = % ergibt sich der Wert
v~ 1,38746.

Abbildung 3.2 zeigt die Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion von

4
n 35, gegen Y. Abgebildet sind die Verteilungsfunktionen fiir die Werte
n = 100, 1000, 5000 und 20000.
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©
e n=100
— n=1000
— n=5000
@ | — n=20000
= — stabile Verteilung
= = |
L [am ]
o]
(= ]
<2 ]
(= ]

Abbildung 3.2: empirische Verteilungsfunktionen normierter Summen mit
n unabhingig und identisch Par(l,%)—verteilten Summanden fir n €
{100, 1000, 5000, 20000} auf Grundlage von 20000 Realisierungen sowie die

Verteilungsfunktion der stabilen Grenzverteilung Y ~ S(0.75,0,1.38746,0)
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Anhang A

Grundlegende Aussagen

Hier sollen kurz die grundlegenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussa-
gen aufgefiithrt werden, die in Kapitel 1 bis 3 verwendet wurden. Da die Er-
gebnisse nicht alle sinnvoll zusammenhingen, sind sie der Ubersicht halber
in der Reihenfolge aufgelistet, in der sie auch in der Arbeit auftauchen.

Es sei im Folgenden immer ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) gegeben
und alle Zufallsvariablen seien messbare Funktionen von €2 nach R.

Satz A.1 (Convergence of Types Theorem)
Seien W und W,, Zufallsvariablen und gelte W,, = W fiir n — oco. Es seien
fiir jedes n € N Konstanten oy, > 0 und (3, gegeben, sodass

W) =a,W, + 5, =W

fiir nicht entartete Zufallsvariablen W und W' erfiillt ist. Dann konvergieren
auch o, und (3, gegen Konstanten o und f3.

Beweis. Siehe [Du], Theorem 3.7.5. O
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Satz A.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : ]a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert ein & € |a, b], sodass

b

/ f(x)dz = FE)(b— a)

qgilt.
Beweis. Siehe [Fo|, § 18, Satz 7. O

Satz A.3 (Auszug aus dem Portmanteau-Theorem)
Es seien X,, und X Zufallsvariablen. Dann gilt

X,= X
genau dann, wenn

limsup P (X, € F) < P(X € F)

n—oo

fiir alle abgeschlossenen Mengen F erfillt ist.

Beweis. Siehe [Bill2], Theorem 2.1. O

Satz A.4 (Markov Ungleichung)
Sei X eine Zufallsvariable und 6 > 0. Dann gilt

1
P(X|>6) < ZE[X]]

fiir k € N,
Beweis. Siehe [Kle], Satz 5.11. O
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Satz A.5 (Berechnung des Erwartungswertes)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — [0,00) eine nicht-
negative Zufallsvariable, ® : [0,00) — [0, 00) monoton wachsend, stetig, auf
(0,00) stetig differenzierbar und mit ®(0) = 0. Dann gilt fir alle A € A

Bo(x)1] - |

P(X)dP = /OO@’(t)P({X >t} NA)dt.

Beweis. Siehe [Al], Satz A.1.1. O

Satz A.6 (Majorisierte Konvergenz)
Sei (2, A, 1) ein Mafraum und (f,)nen eine Folge von A-messbaren Funktio-
nen mit f, : Q@ — C. Die Folge (f,)nen konvergiere p-fast-iberall gegen eine
A-messbare Funktion f. Falls eine reellwertige, integrierbare, nicht-negative
Funktion g, mit der Figenschaft

|ful < g, firallen>1

existiert, dann sind f,, f integrierbar und es gilt
im [ fuden = [ Fap
n—oo

Beweis. Siehe [Du], Theorem 1.5.6. O

Insbesondere gilt bei Betrachtung des messbaren Raums (N, P(N)) mit
dem Z&hlmaf v, fiir eine beliebige Funktion f : N — [0, oo] die Gleichheit

/Nfduzgﬂx).
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Fiir Summen ergibt sich daher die folgende Version der majorisierten Kon-
vergenz:

Korollar A.7 (Majorisierte Konvergenz fiir Summen)
Sei (f,) eine Folge mit f, : N — [0,00] und es gelte fir alle m € N die
Konvergenz

fa(m) — f(m) firn — oc.

Ezistiert eine nicht-negative Funktion g : N — [0, 00] mit den FEigenschaften

\ful < g,  firallen >1

und -
Z g(m) < o0
m=1
Dann gilt
lim Y fu(m) = f(m) <o
m=1 m=1

Satz A.8 (Stetigkeitssatz von Lévy)
Sind fi,, . Wahrscheinlichkeitsmafe auf R? mit charakteristischen Funktio-
nen @, =: ¢, und @, =: ¢. Dann sind dquivalent:

i) fin = 1
i) ©,(t) — o(t)  fiir n — oo und fiir alle t € R4

Beweis. Siehe [Du], Theorem 3.3.6. O
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Satz A.9 (Poisson-Konvergenz)
Sei (Xpm)n>1.1<m<n €in Dreiecksschema mit folgenden Eigenschaften:

i) Fir allen sind Xy 1, ..., Xnn unabhingig.
i) P(Xpm=1)=1—P(Xm =0) = ppm.
W) Y o Prm — A€ (0,00)  fiir n — oo.

i) MaXy—1 nPpm — 0 flir n — oo.

.....

Dann gilt
Sp=Xp1+ -+ X, = Z ~ Poi(N).

Beweis. Siehe [Du], Theorem 3.6.1. O

Die Notation Z ~ Poi(A) steht hier kurz fiir eine Poisson-Verteilung mit
Erwartungswert A\, genauer

X

P(Z=k) =T

Satz A.10 (Wald’sche Identitit)

Es seien X1, Xy, ... unabhdngig identisch verteilte und integrierbare Zufalls-
variablen und T, fir n € N eine Zufallsvariable mit Werten in der Menge
{0,...,n}. Die Zufallsvariablen X; und T,, seien unabhdingig fir alle i € N.

Wir setzen
T’VL
STn = E Xz
i=1

Dann gilt St, € L' und
E[S7,] = E[T%] - E[X4].

Beweis. Siehe [Kle], Satz 5.5. O
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Satz A.11 (Regel von I’'Hospital)
Seien I = (a,b) fir a,b € R ein Intervall und f,g: I — R zwei differenzier-
bare Funktionen auf I. Es gelte ¢'(x) # 0 fiir alle x € I und es existiere der

Grenzwert )
m / (x) =:ceR.

200 ¢'(2)
Falls mh_}rglo flz) = Ih_}rgo g(x) = 0 erfillt ist, dann ist g(x) # 0 fir alle x € I
und es gilt
lim /(@) = lim r (93)
200 g(x) e g (2)
Beweis. Siehe [Fol, § 16, Satz 10. O
Anmerkungen

Bemerkung A.12 (Abschitzung)
Da nach (2.22) np, fir n — oo gegen ¢~ * konvergiert, kénnen wir fiir alle
0 > 0ein N € N finden, sodass

np, € {x: |x —e % < 0}

fiir alle n > N erfiillt ist. Insbesondere konnen wir dann immer eine Kon-
stante Cs finden, die

np, <Cs firallen>N

erfiillt. Da p,, als Wahrscheinlichkeit stets kleiner als 1 ist, gilt fiir den Fall
n < N die Abschéitzung np, < n < N. Insgesamt konnen wir dann alle

Folgenglieder mit
C := max{Cs, N}

majorisieren.
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Bemerkung A.13 (Simulation)

Das R-Paket stabledist ermoglicht verschiedene Formen der Parametrisierung
stabiler Verteilungen. Eine Verteilungsfunktion kann mit der Funktion pstable
erzeugt werden, eine Dichte mit der Funktion dstable. Um eine gréfftmdogliche
Ubereinstimmung mit der in dieser Arbeit angegebenen Parametrisierung zu
erhalten, ist dabei das Argument pm = 1 zu wahlen. Der Skalierungspara-
meter unterscheidet sich dann trotzdem von dem hier verwendeten. Fiir eine

stabile Zufallsvariable
X ~ S(O{’/B7’Y’6)

muss
alpha = o, beta = 3, gamma = ~4* und delta = 9

gesetzt werden.
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