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1 Einleitung

Im Verlaufe der letzten 20 Jahre ist das Interesse an Copulas stark gestiegen. Um zu verste-
hen, warum sich Copulas gerade heute einer so groen Beliebtheit erfreuen, befassen wir
uns zunichst mit der naheliegenden Frage, was eine Copula eigentlich ist. Auf der einen
Seite ist sie eine Verteilungsfunktion, deren 1-dimensionale Randverteilungen Gleichver-
teilungen auf dem Einheitsintervall sind. Auf der anderen Seite konnen wir sie als eine
Funktion beschreiben, die eine multivariate Verteilungsfunktion mit ihren 1-dimensionalen
Randverteilungen verbindet. Diese Formulierung geht auf Sklar (1959) zuriick und ist heu-
te als Satz von Sklar bekannt. Eine Copula ermdglicht demnach die Zerlegung einer mul-
tivariaten Verteilungsfunktion in ihre Randverteilungen und ihre Abhéngigkeitsstruktur.

Gerade im heutigen Finanzwesen spielt die Modellierung von Abhéngigkeitsstrukturen ei-
ne entscheidene Rolle. So ist es zum Beispiel im quantitativen Risikomanagement wichtig,
nicht nur zu wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit einzelne Ereignisse eintreten, sondern
vor allem mit welcher Wahrscheinlichkeit sie gemeinsam auftreten. Dabei ist insbesonde-
re das gleichzeitige Auftreten von seltenen, aber extremen Ereignissen von Interesse, da
diese zu hohen Verlusten und schlimmstenfalls zur Insolvenz eines Unternehmens fiihren
konnen.

Um Abhingigkeitsstrukturen zu untersuchen, wird hédufig auf skalare Abhingigkeitsma-
Be zuriickgegriffen. Ein gingiges Instrument ist der Korrelationskoeffizient nach Pearson.
Dieser besitzt allerdings einige Nachteile, auf die zum Beispiel in McNeil, Frey und Em-
brechts (2005) nédher eingegangen wird. In diesem Zusammenhang ist die Annahme, dass
dieser Korrelationskoeffizient in Verbindung mit 1-dimensionalen Randverteilungen die
gemeinsame Verteilung eindeutig bestimmt, ein hiufiger Trugschluss. Die Aussage ist nur
fiir elliptische Verteilungen richtig, zu denen beispielsweise die multivariate Normalvertei-
lung gehort. Empirische Studien in der Finanz- und Versicherungswirtschaft haben jedoch
gezeigt, dass die Verteilungen der realen Welt oft nicht zu dieser Klasse gehoren (s. Em-
brechts, McNeil und Straumann (2002)). Dieser Irrtum kann daher insbesondere zu einer
falschen Modellierung von Extremwerten fithren und somit fatale Folgen nach sich ziehen.
Eine detaillierte Illustration dieses Sachverhalts findet sich in Donnelly und Embrechts
(2010, Kapitel 4.2). Ein weiterer Irrtum ist, dass sich zu jedem Korrelationskoeffizienten
und allen 1-dimensionalen Verteilungsfunktionen stets eine gemeinsame Verteilungsfunk-
tion mit gerade diesen Randverteilungen und diesem Korrelationskoeffizienten konstruie-



1 Einleitung

ren ldsst. Auch hier gilt die Aussage wieder nur fiir elliptische Verteilungen. Um diese und
weitere Probleme zu umgehen, bietet sich als Alternative die Verwendung von Copulas
an.

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit der Klasse der Archimedischen Copulas. Archi-
medische Copulas werden von sogenannten Archimedischen Erzeugern konstruiert, auf die
sich viele ihrer Eigenschaften zuriickfiihren lassen. Archimedische Copulas besitzen vie-
le niitzliche Eigenschaften, konnen leicht konstruiert werden und es gibt mittlerweile eine
grofle Auswahl an unterschiedlichen Familien (s. Nelsen (2006)). Diese Griinde haben zu
einer weiten Verbreitung dieser Klasse gefiihrt.

Offensichtlich ist eine geeignete Wahl der Copula von entscheidener Bedeutung. Vor die-
sem Hintergrund ist es daher von Interesse, anhand gegebener Daten einer multivariaten
Verteilungsfunktion einen sinnvollen Schitzer der zugrunde liegenden Copula zu konstru-
ieren. Genau an dieser Stelle setzen wir in dieser Arbeit an. Unter der Annahme, dass den
Daten eine Archimedische Copula zugrunde liegt, befassen wir uns mit einem von Genest,
Neslehova und Ziegel (2011) hergeleiteten nichtparametrischen Schitzer der Archimedi-
schen Copula, der die Kenntniss der Randverteilungen nicht voraussetzt. Gerade im Risi-
komanagement ist es in der Regel einfacher, Aussagen iiber die Randverteilungen als iiber
deren Abhidngigkeitsstruktur zu treffen, weswegen fiir die Randverteilungen bereits weit
entwickelte Modelle existieren. Diese konnen mit dem Schitzer der Archimedischen Co-
pula kombiniert werden, um eine gemeinsame Verteilungsfunktion zur Modellierung der
Daten zu konstruieren.

Neben der erwihnten Anwendung im Risikomanagement, beispielsweise in der Modellie-
rung des Kreditausfallrisikos (s. McNeil et al. (2005)), finden Copulas auch in der Bio-
statistik (s. Oakes (1989)), im Versicherungswesen (s. Frees und Valdez (1998)) und im
Finanzwesen, zum Beispiel in der Bewertung von Optionen (s. Cherubini, Luciano und
Vecchiato (2004)), Verwendung.

Wir beschiftigen uns zunéchst in Kapitel 2 mit einigen theoretischen Grundlagen von Ar-
chimedischen Copulas. Weiter erldutern wir eine erst kiirzlich von McNeil und NeSlehova
(2009) hergeleitete Charakterisierung Archimedischer Copulas anhand von Uberlebens-
copulas von Simplexverteilungen, deren Radialvariablen an der Stelle 0 keine Masse ha-
ben.

In Kapitel 3 rekonstruieren wir mit Hilfe der Kendall Verteilungsfunktion die Radialvaria-
ble und leiten damit zunichst einen nichtparametrischen Schitzer eines Archimedischen
Erzeugers her, um darauf aufbauend einen nichtparametrischen Schitzer der Archimedi-
schen Copula zu konstruieren.

Im néchsten Kapitel stellen wir zunédchst dar, dass eine Archimedische Copula im 2- und
3-dimensionalen Fall eindeutig durch ihre Kendall Verteilungsfunktion bestimmt wird. Mit
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Hilfe einiger folgenden Resultate ist es uns dann moglich, die Konsistenz unseres Schitzers
in diesen Fillen zu zeigen.

SchlieBlich tiberpriifen wir in Kapitel 5 die Giite unseres Schitzers fiir eine endliche Anzahl
an Beobachtungen und geben in Kapitel 6 einen kurzen Ausblick auf weitere Fragestellun-
gen.



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Multivariate Copulas

Wie wir bereits in der Einleitung erwihnt haben, knnen wir eine Copula als eine Ver-
teilungsfunktion beschreiben, deren 1-dimensionale Randverteilungen Gleichverteilungen
auf dem Einheitsintervall sind. Wir definieren zunichst die d-te Ordnungsdifferenz und die
Quasi-Monotonie, um den Begriff der Copula prézise einfithren zu konnen.

Definition 2.1 (d-te Ordnungsdifferenz). Seien f eine d-dimensionale reelle Funktion, x =
(x1,...,x0)T €RYund h = (hy,...,hg)" € R mit h; > 0 fiiri=1,...,d. Dann ist die d-te
Ordnungsdifferenz Ay, f definiert durch

Anf(x) = A5, A} f(x),

wobei AZ,» der Differenzoperator erster Ordnung ist, definiert durch

;h-f(x) :f(x17"'7xi*17xl'+hi7xi+la---7xd> _f(xla" '7xi*1axl';xi+17"'7xd)'

Definition 2.2 (quasi-monoton / d-steigend). Eine Funktion f :A — R, A C R, heif3t
quasi-monoton / d-steigend auf A, falls fiir alle x und h, fiir die alle Ecken von (x,x+ h] in
A liegen, Apf(x) > 0 gilt.

Definition 2.3 (Copula). Eine d-dimensionale Copula ist eine Funktion C : [0,1]¢ — [0, 1]
mit folgenden Eigenschaften:

(i) C(uy,...,ug) =0, falls u; = 0 fiir mindestens eini € {1,...,d}.
(ii) C(uy,...,uqg) = u; falls uj =1 fiir alle j # i.
(iii) C ist quasi-monoton auf [0,1]¢.
Ein Beispiel fiir eine d-dimensionale Copula ist die obere Fréchet Hoeffding Grenze, defi-

niert durch
M (u) = min{uy,...,ug}, uel0,1]°.
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Ein zentrales Resultat ist der Satz von Sklar (s. Sklar (1959)). Einerseits besagt er, dass zu
jeder multivariaten Verteilungsfunktion eine Copula existiert, die die multivariate Vertei-
lungsfunktion mit ihren 1-dimensionalen Randverteilungen verbindet. Andererseits besagt
er, dass Copulas benutzt werden konnen, um zusammen mit 1-dimensionalen Verteilungs-
funktionen multivariate Verteilungsfunktionen zu konstruieren.

Satz 2.4 (Satz von Sklar). Sei H eine d-dimensionale Verteilungsfunktion mit den Rand-
verteilungen Fi, ..., Fy. Dann existiert eine Copula C, so dass fiir alle x € R¢ gilt

H(x) = C(F(x1),..., Fa(xa)). 2.1.1)

Weiterhin ist C auf D := Bild(F;) X --- x Bild(F,) eindeutig bestimmt und fiir alle u € D
gilt
C(u) =H(F; "(u1),....F; ' (uq)),

wobei F 1 (u;) = inf{x : F(x) > w;} fiiri=1,....d.

Im umgekehrten Fall, wenn wir eine Copula C und 1-dimensionale Verteilungsfunktionen
Fi,...,F; haben, dann ist die durch (2.1.1) definierte Funktion H eine d-dimensionale
Verteilungsfunktion mit den Randverteilungen Fy,. .., Fy.

Wir verzichten hier auf einen Beweis des Satzes und verweisen auf Schweizer und Sklar
(1983, Theorem 6.2.4).

Bemerkung. Falls die Randverteilungen stetig sind, ist die Copula offensichtlich eindeutig
bestimmt.

Fiir einen Zufallsvektor X mit Verteilungsfunktion H ist die Uberlebensfunktion von X de-
finiert durch A (x) = P(X > x) fiir x € R¥. Der Satz von Sklar lisst sich in analoger Weise
auch fiir A formulieren. Die zugehorige Copula bezeichnen wir dann als Uberlebenscopu-
la.

2.2 Multivariate Archimedische Copulas

Archimedische Copulas sind eine weitverbreitete Klasse von Copulas, die wir iiber den
Begriff des Archimedischen Erzeugers einfiihren.

Definition 2.5 (Archimedischer Erzeuger). Eine monoton fallende und stetige Funktion
Y : [0,00) — [0,1], die w(0) = 1 und limy_, Y(x) = O erfiillt und streng monoton fallend
auf [0,inf{x: y(x) = 0}) ist, bezeichnen wir als einen Archimedischen Erzeuger. Wir setzen
Y (o) = 0 und fiir die Inverse ¢ : (0,1] — [0,00) setzen wir ¢(0) = inf{x : y(x) = 0}.
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Bemerkung. Die Inverse ist stetig und streng monoton fallend auf [0, 1] und ihr Bild hingt
von x, := inf{x : y(x) = 0} ab. Falls x, < oo, dann ist y streng monoton fallend auf [0, x,]
und wegen der Stetigkeit ist y eingeschrinkt auf [0, x,] bijektiv und bildet wegen y(0) = 1
und y(x,) = 0 auf [0, 1] ab. Folglich existiert die Inverse ¢ : [0,1] — [0,x,] und ist stetig
und streng monoton fallend auf [0,1]. Falls x, = oo, dann ist y streng monoton fallend auf
[0,00). In diesem Fall ist jedoch der Wert O kein Element des Bildes von y, weswegen nur
Y : [0,00) — (0, 1] bijektiv ist und somit die Inverse ¢ : (0, 1] — [0, 0) existiert. Aus diesem
Grund fordern wir in der Definition zusitzlich die Konventionen ¢ (0) = inf{x : y(x) =0}
und y(eo) = 0, damit die Inverse stetig und streng monoton fallend auf [0, 1] ist.

Definition 2.6 (Archimedische Copula). Eine d-dimensionale Copula C nennen wir Archi-
medisch, falls sie die Darstellung

Cu) = w(d(ur)+ - +0(uq), uel0,1, 2.2.1)

fiir einen Archimedischen Erzeuger  erlaubt. In diesem Fall benutzen wir im Folgenden
in der Regel die Notation Cy 4.

Der Name Archimedischer Erzeuger konnte zu der Vermutung fiihren, dass dieser mit Hil-
fe der Darstellung (2.2.1) immer eine Archimedische Copula erzeugt. Tatsdchlich erfiillt
(2.2.1) aber nur die Eigenschaften (i) und (i7) aus Definition 2.3. Dies sehen wir wie folgt
ein. Falls u; = 0 fiir mindestens ein i € {1,...,d} ist, dannist ¢ (u;) + -+ @ (uy) > inf{u:
y(u) =0} und somit ist y(@(u;)+---+ ¢ (uy)) = 0 aufgrund der Monotonie von y. Falls
uj=1fiir alle i # j ist, dann folgt y(@ (u1)+---+¢(uq)) = (¢ (u;)) = u;. Die Eigenschaft
(iii) kann jedoch verletzt sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.7. Sei y eine Funktion auf [0, ), gegeben durch

1 —x , x€10,1/2],
v(x)=43/2-2x , xe(1/2,3/4),
0 ., XE[3/4,00).

Offensichtlich ist y ein Archimedischer Erzeuger. Fiir den Fall d = 2 ist (2.2.1) jedoch

nicht quasi-monoton, weil fiir das Rechteck [i—é, %]2 gilt

A(é@"’@’ <%) +9 G‘é)) =g 70

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen ein Archimedischer Erzeuger
via (2.2.1) eine Archimedische Copula erzeugt. Schweizer und Sklar (1983) haben fiir

—
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den bivariaten Fall gezeigt, dass ein Archimedischer Erzeuger genau dann eine Copula
anhand der Darstellung (2.2.1) erzeugt, wenn er konvex ist. Die Bedingung der Konvexi-
tédt ist jedoch in hoheren Dimensionen nicht mehr hinreichend. Kimberling (1974) konnte
beweisen, dass ein Archimedischer Erzeuger genau dann eine Copula anhand der Darstel-
lung (2.2.1) in allen Dimensionen erzeugt, wenn er eine sogenannte vollstindig monotone
Funktion ist, das heiB3t eine unendlich oft differenzierbare Funktion, deren Ableitungen im
Vorzeichen alternieren.

Wenn wir jedoch eine beliebige, aber feste Dimension d > 3 betrachten, liefert uns Kimber-
ling eine hinreichende, aber nicht mehr notwendige Bedingung. Obwohl mehrere Autoren
schwichere Bedingungen formulierten, gelang es erst McNeil und NeSlehova (2009) mit
dem Begriff der d-Monotonie eine hinreichende und zugleich notwendige Bedingung dar-
zulegen.

Definition 2.8 (d-monoton). Eine reelle Funktion f heift d-monoton auf (a,b) mit a,b €
R, a < b und d > 2, falls f auf (a,b) bis zur Ordnung d — 2 differenzierbar ist und die
Ableitungen die Bedingungen

(~D)* O (x) >0, k=0,1,....d—2, (2.2.2)

fiir x € (a,b) erfiillen und zusditzlich (—1)*=2f4=2) monoton fallend und konvex auf (a,b)
ist.

Definition 2.8 definiert die d-Monotonie nur auf offenen Intervallen. Im Folgenden wird
diese aber auch fiir Funktionen benétigt, die auf nicht offenen Intervallen definiert sind,
weswegen wir noch folgende Erweiterung der obigen Definition liefern.

Definition 2.9 (d-monoton). Eine reelle Funktion f heifit d-monoton auf einem Intervall
I CR, falls f stetig auf I und eingeschrinkt auf dem Inneren von I d-monoton ist.

Satz 2.10. Sei y ein Archimedischer Erzeuger. Dann ist C : [0,1]¢ — [0, 1], gegeben durch

Clu) =w(p(ur)++0(ug), uelo,1],

genau dann eine d-dimensionale Copula, wenn Wy auf dem Intervall [0, o) d-monoton ist.

Der Beweis zu Satz 2.10 wird in McNeil und NeSlehova (2009, Theorem 2) dargelegt.

Ein d-monotoner Archimedischer Erzeuger y ist offensichtlich fiir / > d im Allgemeinen
nicht /-monoton, das heifit d-monotone Archimedische Erzeuger generieren nicht notwen-
digerweise Archimedische Copulas in hoheren Dimensionen. Dies ist auch sinnvoll, weil
wir gerade durch die d-Monotonie eine schwichere Eigenschaft als die vollstindige Mo-
notonie einfithren wollten.
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Fiir 2 < m < d ist y jedoch m-monoton, das heifit d-monotone Archimedische Erzeuger
generieren Archimedische Copulas in niedrigeren Dimensionen. Dies sehen wir wie folgt
ein. Die Differenzierbarkeit bis zur Ordnung m — 2 und (2.2.2) sind klar. Weiter ist wegen
der d-Monotonie

(—1)" 22y = (~1)(= 1) ylrD) <o,

das heiB3t die Monotonie gilt. Die Konvexitit folgt fiir m < d —2 aus
((_l)m—ZW(m—Z))// _ (_1)2(_1)mw(m) >0

und fiir m = d — 1 gilt wegen der Monotonie von (—1)4~2y(4=2) dass ((—1)"2y{m2)) =
—1)(—=1)?2y!4=2) monoton wachsend ist.
(=1)( 4

Wenn wir zwei d-monotone Archimedische Erzeuger haben, die die gleiche Archimedische
Copula in Dimension d erzeugen, dann erzeugen sie auch fiir 2 < m < d die gleichen m-
dimensionalen Copulas. Seien dazu y; und y, zwei d-monotone Archimedische Erzeuger
und gelte Cy, 4 = Cy, 4. Dann gilt fiir u € [0, 14

V(01 (1) + -+ 01 (uq)) = wo (¢2 (1) +- -+ P2 (uq)) .

Nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die ersten m Argumente, dann gilt
insbesondere wegen ¢ (1) = ¢»(1) =0

V1 (O1(ur) + -+ 1 () = W2 (¢2(u1) + -+ d2(um))

also Cyy m = Cyy -

2.3 Charakterisierung multivariater Archimedischer Copulas
Um Archimedische Copulas charakterisieren zu konnen, benotigen wir zunicht den Begriff
der Simplexverteilung, der von Fang und Fang (1988) eingefiihrt wurde.

Definition 2.11 (Simplexverteilung). Ein Zufallsvektor X mit Werten in R% = [0,00)? folgt
genau dann einer Simplexverteilung, wenn eine nichtnegative Zufallsvariable R existiert,
die unabhdngig von einem auf dem Einheitssimplex

Fa={xeRY ally =1}
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gleichverteiltem Zufallsvektor S, ist, so dass gilt
X LRs,.

Die Zufallsvariable R bezeichnen wir als Radialvariable und ihre Verteilung als Radial-
verteilung.

Fiir den engen Zusammenhang zwischen Archimedischen Copulas und Simplexverteilun-
gen spielt die von McNeil und Neslehova (2009) eingefiihrte Williamson d-Transformation
eine wesentliche Rolle.

Definition 2.12 (Williamson d-Transformation). Seien X eine nichtnegative Zufallsvaria-
ble mit Verteilungsfunktion F und d > 2. Die Williamson d-Transformation von X ist eine
reelle Funktion auf [0,0), definiert durch

d—1

QUdF(x):/)Cw(l—);C)d_ldF(t):{fﬁlF_(O%))nL ) i:g

McNeil und Neslehova (2009, Korollar 2) zeigen, dass die Menge der d-monotonen Ar-
chimedischen Erzeuger genau der Menge der Williamson d-Transformationen von Vertei-
lungsfunktionen nichtnegativer Zufallsvariablen entspricht, die an der Stelle 0 keine Masse
haben.

Sie charakterisieren in Theorem 3 Archimedische Copulas vollstindig, indem sie zeigen,
dass eine d-dimensionale Copula genau dann Archimedisch ist, wenn sie die Uberlebens-
copula einer Simplexverteilung ist, deren Radialvariable an der Stelle 0 keine Masse hat.
Des Weiteren zeigen sie, dass der d-monotone Archimedische Erzeuger y einer Archime-
dischen Copula gerade die Williamson d-Transformation der Verteilungsfunktion Gy, 4 der
Radialvariable Ry, 4 ist, das heilt fiir alle x € [0,0) gilt

Y(x) =WyGy a(x) = /xw (1 - )—C)d_l dGy 4(r) =E (1 — Ri)d_l .

r W7d +

Bemerkung. Die Formel gilt hier wegen Gy, 4(0) = 0 auch fiir x = 0.

Nach Proposition 5.2 der genannten Arbeit ist Gy, 4 eindeutig durch ihre Williamson d-
Transformation bestimmt. Genauer gilt unter der Voraussetzung y = 20,Gy, 4 fiir x €
[0,00)

d=2 (_ 1Yok () ( 1)1 d— 18 d=1) (5
Gw,d(x):m;‘w(x)zl—l;)( l)x;‘” () (=1 (d_l?! (), (2.3.1)
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wobei wir mit V(d_l) die rechtsseitige Ableitung von y¢—2) bezeichnen.

Bemerkung. Falls (Uy,...,U;) die Verteilung Cy 4 hat, dann gilt wegen Theorem 3.2 aus
McNeil und Neslehova (2009)

(O(U),...,0(Ua)) L RS,.

S, nimmt nur Werte in .%; = {x € [0, 1] :||x||; = 1} an, weshalb wir folgern

O(U1)+-+9(Us) LR (2.3.2)

10



3 Konstruktion eines Schiatzers einer
Archimedischen Copula

Gegeben sei eine Stichprobe (Xii,...,X14),--.,(Xu1,...,Xuq) einer unbekannten Vertei-
lungsfunktion H, deren assoziierte Copula Cy, 4 Archimedisch mit unbekanntem Erzeuger
v ist. Weiter gehen wir davon aus, dass die Randverteilungen von H unbekannt sind. Ziel
dieses Kapitels ist es, mit Hilfe eines Schétzers eines d-monotonen Archimedischen Erzeu-
gers von Cy, 4 einen nichtparametrischen Schitzer von Cy 4 zu konstruieren. Die Schwie-
rigkeit in der Konstruktion liegt darin, dass sich die gegebene Stichprobe nicht auf die
Archimedische Copula, sondern auf die Verteilungsfunktion bezieht, das hei3t wir haben
keine direkt beobachtbaren Daten, um die Archimedische Copula zu schitzen.

Wir fiithren zunéchst die sogenannte Kendall Verteilungsfunktion ein und zeigen, dass eine
diskrete Verteilungsfunktion mit endlichem Triger unter einer gewissen Bedingung gerade
die Kendall Verteilungsfunktion einer eindeutigen Archimedischen Copula ist. Im ndchsten
Schritt erzeugen wir aus der gegebenen Stichprobe Pseudobeobachtungen, mit denen wir
einen Schitzer fiir die Kendall Verteilungsfunktion konstruieren, der eben diese Bedingung
erfiillt. Dieser Schitzer ermdoglicht es uns, anhand eines Algorithmus Pseudobeobachtun-
gen fiir eine Radialvariable einer Simplexverteilung der zu schitzenden Archimedischen
Copula zu erzeugen, so dass die geschitzte Radialvariable bis auf Skalierung eindeutig
bestimmt ist. Mit Hilfe der Williamson Transformation der geschitzten Radialvariable er-
halten wir einen Schitzer eines (von der Skalierung der Radialvariable abhiingigen) d-
monotonen Archimedischen Erzeugers der zu schitzenden Archimedischen Copula. Dieser
Schitzer ist aufgrund der Konstruktion ebenfalls ein d-monotoner Archimedischer Erzeu-
ger. Folglich ist der damit direkt herleitbare Schitzer der Archimedischen Copula selbst
eine Archimedische Copula und dariiber hinaus eindeutig bestimmt.

Mit diesen Erkenntnissen ist es auch moglich, einen nichtparametrischen Schitzer der von
Genest und Rivest (1993) eingefiihrten Abbildung

A:(0,1] = (—o0,0, wes @(w)/ D (w) (3.0.1)

herzuleiten.

11



3.1 Die Kendall Verteilung

3.1 Die Kendall Verteilung

Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion H und Randverteilungen
Fi,...,F;. Dann existiert nach dem Satz von Sklar eine Copula C mit der Eigenschaft
H(x) =C(F\(x1),...,Fy(xz)) fiir alle x € R¥. Falls der d-dimensionale Zufallsvektor U die
Verteilungsfunktion C hat, dann gilt:

d
H(Xy,...,X;) = C(Uy,...,Uy).
Dies sehen wir wie folgt ein. Fiir alle x € [0, 1]¢ gilt
H(xi,....xg) = C(Fi(x1),.... Fa(xq)) = P(Ur < Fi(x1),...,Us < Fy(xq))
=P(F ' (U1) <x1y.. 7 (Ug) < 3xa),

4

das heiBt (X1,...,Xy) = (F; '(U1),... ,Fd’I(Ud)) und somit folgt

d

H(X1,...,Xq) EHF ' (Uy),...,F; ' (Ug) =C(Uy,...,Uy).

Unter den obigen Voraussetzungen betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeitsintegral-
transformation
(Xl,...,Xd)HW:H(Xl,...,Xd), (3.1.1)

die bereits von Genest und Rivest (1993) im bivariaten Fall eingefiihrt wurde. Diese fiihrt
uns zum Begriff der Kendall Verteilung.

Definition 3.1 (Kendall Verteilung). Seien X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Vertei-
lungsfunktion H und W eine durch (3.1.1) gegebene Zufallsvariable. Dann ist die Kendall
Verteilungsfunktion definiert durch

Kw)=P(W<w), wel0,1].

Wir bemerken, dass fiir eine beliebige zugrundeliegende Copula K(w) > w fiir alle w €
[0,1] gilt, denn mit der Tatsache, dass jede Copula nach oben durch die obere Fréchet
Hoeffding Grenze beschrénkt ist, folgt fiir w € [0, 1]

K(W) :P(C(Ul,...,Ud) S W) 2 P(min{Ul,...,Ud} S W) 2 P(Ul S W) = Ww.
Falls C eine Archimedische Copula ist, dann gilt
K(w—)=1mK(t) >w, we(0,1). (3.1.2)

ttw
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3.1 Die Kendall Verteilung

Anders ausgedriickt, wenn (3.1.2) nicht erfiillt ist, dann kann die zu der Kendall Vertei-
lungsfunktion assoziierte Copula nicht Archimedisch sein. Ein Beweis im bivariaten Fall
wurde bereits von Genest und Rivest (1993, Proposition 1.2) erbracht. Fiir den Fall d > 2
verweisen wir auf Genest et al. (2011, Kapitel 5.3).

Die Kendall Verteilungsfunktion Ky, 4 beziiglich einer Archimedischen Copula Cy, 4 steht
in einem engen Zusammenhang zur Radialvariable Ry, ;4 der entsprechenden Simplexver-
teilung. Genauer gilt wegen (2.3.2) fiir alle w € [0, 1]

Ky a(w) =P(Cyq(U,...,Us) <w)=P(y(¢(Ur)+--+0(Us)) <w)
=P(Y(Rya) Sw)=PRyq > ¢(w)).

Bemerkung. Wenn wir eine d-dimensionale Archimedische Copula gegeben haben, deren
Archimedischer Erzeuger unbekannt ist, dann konnen wir diesen nicht eindeutig bestim-
men. Um dies einzusehen, betrachten wir die beiden d-monotonen Archimedischen Erzeu-
ger y(x) und W(x) := y(cx) fiir ¢ > 0. Dann ist ¢ (x) = ¢ (x)/c. Somit folgt fiir x € [0, 1]¢

Ca(x) =W (9(x1) +-+6(xa)) = W((9(x1) +- -+ (xa)) /)
=Y (@(x1)+--+9(xa)) = Cyax).

Obwohl y und ¥ fiir ¢ # 1 verschieden sind, erzeugen sie die gleiche Archimedische
Copula.

(3.1.3)

Weiter konnen wir mit dieser Erkenntnis folgern, dass auch die der Archimedischen Copu-
la zugrunde liegende Simplexverteilung nicht eindeutig bestimmt ist. Dies sehen wir wie
folgt ein. Seien R eine Radialvariable mit Verteilungsfunktion Fg, die Fg(0) = O erfiillt
und R = R/c eine weitere Radialvariable. Dann ist die Verteilungsfunktion von R gegeben
durch Fy(x) = P(R/c < x) = Fg(cx) und die Bedingung F3(0) = 0 ist erfiillt. Die entspre-
chenden Simplexverteilungen sind verschieden und ihre Williamson d-Transformationen
sind gegeben durch
WakFr(x) = y(x)
und
W, Fp(x) = WaFr(cx) = y(cx) = P(x).

Wie wir bereits gesehen haben, erzeugen v und ¥ die gleiche Archimedische Copula, das
heif3t, obwohl die beiden Radialvariablen hier fiir ¢ # 1 verschieden sind, sind es die daraus
resultierenden Archimedischen Copulas nicht.

Lemma 3.2. Sei Gy, 4 die Verteilungsfunktion von Ry, 4. Dann gilt fiir x € (0,)
(i) y(x) =0 <= Gyqx)=1
(ii) inf{x: y(x) =0} =inf{x: Gy 4(x) = 1}.

13



3.1 Die Kendall Verteilung

Beweis. (i) Seix € (0,00), dann folgt

X d—1 X d—1
(1——) =0 < P <1——) =0]=1

X
<— Pl1—-——<0
( Rv/,d_>

< Gw7d(x):1.

y(x)=0 <= E

I <= PRys<x)=1

(i) Fiir xg = inf{x : y(x) = 0} ist y(xg) = 0 und mit (i) folgt Gy, 4(xg) = 1. Angenommen,
es existiere ein x* € [0,0) mit Gy 4(x*) = 1 und x* < x, dann folgt y(x*) > 0 und mit (i)
folgt Gy 4(x*) < 1, was ein Widerspruch zur Annahme ist. O

Wir betrachten jetzt den Fall, dass Ky, 4 eine Treppenfunktion mit endlich vielen Spriingen
ist. Die Zufallsvariable
Ww7d — C‘[/,d(Ul gooe 7l]d)

ist also diskret und hat die gleiche Verteilung wie W(Ry 4). Sei m € N die Anzahl der
Atome von Wy, 4, dann bezeichnen wir diese mit 0 < wy < --- <w,, < 1. Da P(W%d <
w) = P(Ry > ¢(w)) und ¢ stetig und streng monoton ist, macht die Uberlebensfunktion
von Ry 4 genau dann an der Stelle ¢ (w) einen Sprung, wenn die Verteilungsfunktion von
Wy 4 an der Stelle w einen Sprung macht. Insbesondere ist Ry, 4 diskret und hat die gleiche
Anzahl an Atomen wie Wy, 4. Dadurch dass ¢ streng monoton fallend ist, gilt

o(w1) > - > ¢ (wn)
und wir setzen r; = ¢ (wy,—;11) fiiri = 1,...,m, was dquivalent ist zu
wi=VY(rm—i+1), i=1,....,m. (3.1.4)
Wegen der vorherigen Bemerkung gilt fiir den Fall wy =0
¢(w) =inf{x: y(x) =0} =inf{x: Gy 4(x) = 1} = rp,

das heifit wir haben auch hier eine eindeutige Zuordnung. Weiter setzen wir p; = P(Ry 4 =
ri) und k; = P(Wy, 4 = w;) fiiri = 1,...,m. Wir konnen folgern

ki=P(W(Ryq) = W(rm—i+1)) = P(Rya =Tm—it1) = Pm—i+1- (3.1.5)

14



3.1 Die Kendall Verteilung

Fiir alle x > 0 gilt
d—1
X
Y(x) =W,Gya(x)= ) (1 - —) Di. (3.1.6)
iiri>x

Wegen (3.1.4) und (3.1.6) gilt

, d—l m r] d—l m
wi= Y (1——’") pi=0 und wm=Z<1—;) pi<) pi<l

Lri>ry ri i=2 ! i=2

Weiter ist ¥ > 0, das heif3it Gw7d(0) = 0, denn angenommen r; wire gleich 0, dann wiirde
¢ (W) = 0 und somit w,, = y(0) = 1 folgen, was ein Widerspruch wiire.

Satz 3.3. Seien d > 2 und K eine diskrete Verteilungsfunktion auf [0,1] mit dem Tréiiger
{Wi,...,wn}, wobei 0 <wy < -+ <wy, < 1ist. Falls Bedingung (3.1.2) erfiillt ist, dann ist
K die Kendall Verteilungsfunktion einer eindeutigen Archimedischen Copula Cy, 4.

Beweis. Wir konstruieren im Folgenden den Tréger von Ry, 4 derart, dass die Bedingungen
(3.1.4) und (3.1.5) erfiillt sind, wobei y durch (3.1.6) gegeben ist.

Angenommen, es gelte w; # 0, dann wiirde wegen (3.1.2) der Widerspruch 0 = K(0) =
K(wi—) > w; > 0 folgen. Es gilt also w; = 0 und weiter folgt mit (3.1.2) wy,, < K(wp,—) =
K(wp—1) < 1. Des Weiteren impliziert (3.1.2) fir i =2,...,m

i—1 i—1
w; < K(W,'—) :K<Wi,1) = ZP(W :Wj) = ij.

J=1 J=1

Damit (3.1.5) erfiillt wird, muss fiiri =2,...,m

i—1 m
wi< Y ki= Y pj (3.1.7)
j=1 j=m—i+2

gelten, weil die Gleichung in (3.1.7) dquivalent ist zu (3.1.5). Durch (3.1.4) und (3.1.6)
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3.1 Die Kendall Verteilung

erhalten wir das folgende Gleichungssystem

r | d—1
wZ=w<rm_1>=(1— ’”) P

"m
Fin o d—1 Fin o d—1

w3 = lll(rm—Z) = (1 - = ) Pm+ (1 - = ) Pm—1,
Ym Tm—1

r d—1 r d—1
wmzw(m)z(l——> pm+---+(1——) p2.

"'m n

Wir setzen s; = r;/riy furi=1,...,m—1 und bemerken, dass s; # 0 und s; wohldefiniert ist
firi=1,...,m—1,weil r; A0 furi=1,...,m. Obiges Gleichungssystem ist nun dquivalent
zu dem folgenden Gleichungssystem

Wy = (1 _Smfl) B Pm;

w3 = (1 - SmflsmfZ)d_lpm + (1 - Sm72)d_1pm717

(3.1.8)
wm = (1—s1572.. .sm_l)dflpm—k (1 —sl)dflpz.
Wir I6sen dieses Gleichungssystem iterativ fiir die Variablen sy, ...,s,,_1 und zeigen, dass
eine eindeutige Losung existiert. Aus der ersten Gleichung folgt
7T
Sm—1 = 1— <ﬂ) .
Pm

Nach (3.1.7) ist wy < p;, und folglich s, 1 € (0,1).
Angenommen, Sy—1,...,Sm—i+2 € (0,1) wurde bereits fiir i > 3 bestimmt, dann definieren

WIr

. i d-1
fils)= Y Pj(l_s I1 Sz) :

Jj=m—i+2 l=m—i+2

wobei ein leeres Produkt gleich 1 ist. Offensichtlich ist f; differenzierbar und somit stetig.
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3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

Fiir die Ableitung gilt

, m j—1 j—1 d—2
fw= % » <d—1>(— 3 ) (1—s 3l ) <0

j=m—i+2 I=m—i+2 I=m—i+2

fiir s € (0, 1), das heilt f; ist streng monoton fallend auf (0, 1). Weiter folgt

fi0)="Y pi>w

Jj=m—i+2

und

e (e (i)
fi(1) = Z pi(l - = Z pj|1l .

J=m—i+2 J Jrj>rm—it2

=Y(rm—it2) =wi-1 < w;.

Aus diesen Erkenntnissen konnen wir schlieBen, dass genau ein s,,—;11 € (0,1) existiert
mit f;(Sp—iy1) = wi.

Wir haben nun sy, ...,s,,—1 € (0, 1) eindeutig bestimmt. Aus s; = r;/ri; furi=1,... . m—1
konnen wir r1, ..., ry, also den Tréger von Ry, 4 bis auf Skalierung eindeutig herleiten. Wir
haben in einer vorherigen Bemerkung bereits festgestellt, dass zwei Radialvariablen, die
bis auf Skalierung gleich sind, die gleiche Archimedische Copula erzeugen. Aus diesem
Grund bestimmt die Kendall Verteilungsfunktion die Archimedische Copula eindeutig. [

3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

Gegeben sei eine Stichprobe (Xi1,...,X14),---,(Xu1,-..,Xuq) einer unbekannten Vertei-
lungsfunktion H, deren assoziierte Copula Cy, ; Archimedisch mit unbekanntem Erzeuger
v ist. Sei H, die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe. Gewdhnlich werden die
Pseudobeobachtungen

Vj:Hn(le,...,de), j:l,...,n,

bestimmt, um mit diesen eine empirische Verteilungsfunktion K,, zu konstruieren, die als
Schitzer der Kendall Verteilungsfunktion Ky, ; fungiert (vgl. Genest und Rivest (1993)
und Barbe, Genest, Ghoudi und Rémillard (1996)). In den beiden Arbeiten wurden die
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3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

Pseudobeobachtungen noch abgeédndert zu

n
Y, 1(Xu <Xj1,.. . X < Xja),
K=k

—

bzw.

1y X < de).
Wir konnten die Kendall Verteilungsfunktion Ky, 4 also durch die empirische Verteilungs-

funktion

lf’l
—Z V*<w

:

schitzen. Um Satz 3.3 anwenden zu konnen, muss Bedingung (3.1.2) erfiillt sein. KX;
erfiillt diese Bedingung im Allgemeinen jedoch nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.4. Sei fiir d = 2 die folgende Stichprobe gegeben:

Xl‘X2‘X3‘X4‘XS‘X6‘X7‘X8‘X9‘X10
(3.5) \ (1,3) \ 4,2) \ 0,1) \ 4,3) \ (3,3) \ 9,9) \ (6,4) \ (1,2) \ (8,3)

Dann ergibt sich

Vil Ve [V Ve Vs Ve Ve Ve Ve | Vi
479 2/92/910/9]5/93/9]9/9]6/9]1/9]6/9

« (2 « (1 2 2
k() =#ls) =75

wodurch wir erkennen, dass Bedingung (3.1.2) nicht erfiillt ist.

Es folgt zum Beispiel

Damit Bedingung (3.1.2) erfiillt wird, miissen wir eine empirische Verteilungsfunktion
konstruieren, die groBer als KX ; ist. Anders ausgedriickt, wir miissen geeignete Pseudo-
beobachtungen konstruieren, die kleiner als V|, ..., V" sind. Dazu betrachten wir folgende
Abschitzung fiir j=1,...,n

1 n n
V;Zn_’_l ) .I(XkISXﬂvaXdeXd = ) .I(Xk1<Xj17'-~=Xkd<de)
k=1k#j k=1k#j
1 n
= Y (X < Xji,- o Xjg < Xja) =: W (3.2.1)
n+1/4=

18



3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

9/10 +
8/10 +
7/10 +
6/10 +
5/10 +
4/10 +

3/10 +
2/10 *‘H:
1/10 -

Abb.3.1: Graphen der Treppenfunktionen Ky, (griin), K, }/(; , (rot) und Lyg (schwarz).

Somit folgt fiir alle w € [0, 1]

:

-}: (W; <w) > Ky 5(w). (3.2.2)

Barbe et al. (1996) haben gezeigt, dass der empirische Prozess \/n(K, — K) unter schwa-
chen Regularititsannahmen gegen einen zentrierten GauB3prozess in Verteilung konvergiert.
Die Korrektur der Pseudobeobachtungen beeinflusst das asymptotische Grenzverhalten
nicht.

Beispiel 3.5. Wir betrachten noch einmal die Stichprobe aus Beispiel 3.4. Dann ergibt sich

W1\Wz\W3\W4\W5\W6\W7\W8\W9\W10
3/11 | 1/11 ] 1/11 | 0/11 | 2/11 | 2/11 [ 9/11 | 6/11 | 1/11 | 3/11

Abbildung 3.1 zeigt die Graphen der Treppenfunktionen Kjg» (griin), KY(; , (rot) und Ljg
(schwarz), gegeben durch

Lio(w) = 110 <1+Zl<lj—1§ )) w e [0,1].

j=1

K02 ist an allen Stellen groBer oder gleich Lo und erfiillt Bedingung (3.1.2), wohingegen
Klvo* , an bestimmten Stellen echt kleiner als Lo ist, was dazu fiihren kann (aber nicht
zwangsldufig muss), dass Bedingung (3.1.2) verletzt wird.
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3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

Wie wir im Folgenden zeigen werden, wird durch die geringfiigige Anderung der Pseudo-
beobachtungen tatsidchlich Bedingung (3.1.2) sichergestellt. Fiir den Beweis benotigen wir
aber zunichst folgendes Lemma.

Lemma 3.6. Fiiri=0,...,n—1 gilt

i i+1
K, > . 323
A (n—|—1) ~ n ( )

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall d = 1. Sei n € N die Anzahl der Beobachtungen,
dannistfiir j=1,...,n
1

W, =
T 41

n
Z l(Xkl < le).
k=1

Unser Ziel ist es, K, 4 nach unten abzuschitzen, indem wir uns diejenige Stichprobe wiih-
len, die sicherstellt, dass K, ; so langsam wie moglich wichst. Dies ist genau dann der
Fall, wenn alle Beobachtungen unterschiedliche Werte aufweisen. Da die Reihenfolge der
Beobachtungen keine Rolle spielt, nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an,

dass Wy = 0,Ws = ,...,W, = “=. Dann folgt
i 1 i i+1
K, ==Y 1(w;< =
"’d(n+1) n]_; ( ]_n+1> n

und fiir eine beliebige Stichprobe gilt

i i+1
K > .
"’d(n+l)_ n

Wir betrachten jetzt den Fall, dass d > 2 beliebig ist. Dadurch dass bei der Berechnung
von Wy, ..., W, in der Indikatorfunktion zu der schon im 1-dimensionalen Fall vorhandenen
Bedingung noch d — 1 weitere Bedingungen hinzukommen, werden Wiy, ..., W, hochstens
kleiner. Aus diesem Grund kann K, ; hochstens groBer werden. Die Ungleichung (3.2.3)
gilt also fiir beliebiges d. [

Lemma 3.7. Die empirische Verteilungsfunktion K, 4, gegeben durch

)

J

1 &
Knd(W):Z 1<W]§W)7 WE[O,I],
=1

erfiillt Bedingung (3.1.2).
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3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass die Behauptung fiir alle Sprungstellen gilt. Die Sprung-
stellen konnen nur an den Stellen ﬁ fir i =0,...,n— 1 liegen, wobei wir die erste
Sprungstelle nicht beachten miissen, denn nach Lemma 3.6 ist sie an der Stelle w = 0.
Seien wy < w; zwei aufeinander folgende Spriinge von K, 4. Wir zeigen K, 4(wo) > wr,
denn dann folgt mit K, 4(w1—) = K, 4(wo) die Behauptung. Dazu setzen wir

I=1(W; <wp)+---+1(W, <wy).

Angenommen, es gelte wy — nL > L dann wire wegen Lemma 3.6

+1 = n+1>
l 1 [ [+1
- = —-— | >K >
n n’d<wl n+1)_ n’d(n—i—l)_ n’
was ein Widerspruch ist. Daher folgt wy < % und somit

l l
<= n,d(Wo).

<
Wl_n—l—l

Es verbleibt zu zeigen, dass die Aussage auch fiir alle w € (0, 1) gilt, die keine Sprungstel-
len sind. Sei zundchst w € (0, 1) mit wyp < w < wy. Dann gilt

Kmd(ﬂi—) = Kmd(W) = Kmd(wl—) > Wy > w.
Sei jetzt w € (0,1) mit w, < w < 1, wobei w, die letzte Sprungstelle von K, 4 ist. Dann gilt
Kn,d(w_) = Kn,d(w> = Kmd(w,) =1>w.

O

Da K, 4 ein Schitzer fiir die Kendall Verteilungsfunktion Ky, 4 ist, der die Voraussetzun-
gen von Satz 3.3 erfiillt, ist K,, ; selbst eine Kendall Verteilungsfunktion einer eindeutigen
Archimedischen Copula G, 4. Der Beweis zu Satz 3.3 bringt ein Verfahren mit sich, mit
dem wir Pseudobeobachtungen fiir die mit K}, 4 assoziierte Radialvariable, nennen wir sie
Ry, 4, konstruieren konnen. Bezeichnen wir mit y, 4 die Williamson d-Transformation der
Verteilungsfunktion von R, 4, so werden diese Pseudobeobachtungen in dem folgenden
Algorithmus derart konstruiert, dass ¥, 4(R, 4) gerade die Verteilungsfunktion K, 4 hat.

Algorithmus
1. Berechne die durch (3.2.1) definierten Pseudobeobachtungen Wy, ..., W,,.

2. Bezeichne mit 0 = wy < --- < wy, < 1 die unterschiedlichen Werte von Wy,..., W,,.
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3.2 Konstruktion von Pseudobeobachtungen der Radialvariable

3. Setze

n

1 .
pi= Y AW =wuist), i=1L...m.
j=1

4. Bestimme die Werte s1,...,s,_1, die das Gleichungssystem (3.1.8) losen.

5. Setze r,;, = 1 und berechne sukzessive ry,...,r,_1 durch die Bedingungen r;/r;;| =
sifuiri=1,... m—1.

6. Ein Pseudosample fiir R, ;4 besteht aus den Werten 4, ..., r,,. Die entsprechende em-
pirische Verteilungsfunktion ist definiert durch

t):Zpia tZO

i<t

Bemerkung. Im 2. Schritt des Algorithmus ist w; = 0 und w;,, < 1 wegen Lemma 3.6.
Im 4. Schritt stellt der Beweis zu Satz 3.3 die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des
Gleichungssystems (3.1.8) sicher. Des Weiteren haben wir gesehen, dass ry, ..., r, nur bis
auf Skalierung eindeutig bestimmt werden konnen. Im 5. Schritt kénnen wir also auch
rm = c fiir ein beliebiges positives ¢ # 1 setzen. Wie wir bereits gesehen haben, hat diese
Anderung keine Auswirkung auf die zugehoérige Archimedische Copula. Im 6. Schritt ist
Gn,d(()) =0,dar;,>0fliri=1,...,m

Bemerkung. v, 4(R, ;) hat tatsichlich die Verteilungsfunktion K, ;. Um dies einzusehen,
betrachten wir drei Fille. Sei zunichst w; fiir i € {1,...,m} die i-te Sprungstelle von K, 4,
dann folgt

m
P(Wna(Rua) <wi) = P(Rua > Opawi)) =P(Rpg > rm—iv1) = Y, Pk
k=m—i+1

1 m n l i n
=— Y Y 1Wi=wnis1) —ZZI
M f=m—it+1j=1 niZ1j=

12 i 12
ZZZI(WJ —Z W <Wl _Knyd(wi).

j=1i=1

:

Seinun 1 > w > wy,, dann ist ¢, 4(w) < @, 4(w,) = r1 und es folgt

P(Wn,d(Rn,d)SW):P( nd>¢nd( )) P(Rnd>r1 = :li W <W Kn,d(w)'

S
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3.3 Der Schéatzer

Als letztes betrachten wir den Fall, dass w; < w < w;y firi € {1,...,m— 1}. Dann folgt

Fm—i+1 = (pn,d(wi) > (pn,d(w) > (Pn,d(WiJrl) = TIm—i

und mit Hilfe des ersten Falles

P(Wna(Rua) <w)=P(Rua > Pna(w)) =P(Rya > tm—it1) = Kna(wi) = Ky a(w).

3.3 Der Schitzer

Wir betrachten die Williamson d-Transformation von der im Algorithmus hergeleiteten
empirischen Verteilungsfunktion G, 4, gegeben fiir x € [0, ) durch

X d—1 X d—1
1— ) - (1 . —> i 3.3.1)
( Rn7d —+ ] i:r,Z>x rl

R, 4 ist eine Radialvariable, fiir deren Verteilungsfunktion G, 4(0) = 0 gilt, das heif3t y;, 4
ist ein d-monotoner Archimedischer Erzeuger. Des Weiteren hat v, 4(R, 4) die Vertei-
lungsfunktion K,, ;. Aus diesen Griinden ist y, 4 ein sinnvoller Schiitzer eines Erzeugers
von Cy, 4.

Yn.d (x)=E

Wie wir in (3.3.1) sehen konnen, ist y, 4 stiickweise polynomiell vom Grad d — 1, stetig
und streng monoton fallend auf [0, r,,]. Fiir u € (0,1] setzen wir ¢, 4(u) = v~ ;(u) sowie
¢y,4(0) = 1, und konnen ¢, 4 somit numerisch recht einfach berechnen. Auch hier ist wie-
der zu beachten, dass ¢, 4 kein Schitzer von ¢, sondern nur ein Schitzer der Inversen eines
Archimedischen Erzeugers von Cy, 4 ist.

Wir konnen jedoch einen eindeutigen Plug-In-Schitzer von Cy, 4 herleiten, indem wir ihn
fiir u € [0,1]¢ wie folgt definieren

Coa(tut,- .. uq) =Yg (Pna(ur) + -+ Ona(ua)) . (3.3.2)

Mit Hilfe von v, 4 konnen wir auch einen Schitzer der in (3.0.1) definierten Abbildung A
konstruieren. Dazu betrachten wir die Ableitung von y, 4, gegeben fiir x > 0 durch

vaw=—a-n Y (1-2)

i:ri>x Ti Ti
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3.3 Der Schéatzer

Zu beachten ist, dass fiir d = 2 die Differenzierbarkeit im Allgemeinen nicht gilt. In die-
sem Fall verstehen wir unter y/ , die rechtsseitige Ableitung, die aufgrund der Konvexitit
gegeben ist. Wir setzen dann fiir w € (0,1)

) = S = (40 000) 00)- 00 (0), (333)

n,d

Insbesondere folgt mit (2.3.1) fiir den bivariaten Fall

Knyz(w) = P(l[/n72(Rn72) < W) =1 —P(Rmz < ¢n’2(W))
= Yn2(9n2(W)) = G2 (W) - (W20 0n2) (W) = w — An ().
Abgesehen davon, dass wir die Pseudobeobachtungen fiir unseren Schitzer der Kendall
Verteilungsfunktion im Vergleich zu Genest und Rivest (1993) geringfiigig abgedndert ha-

ben, handelt es sich gerade um den Schitzer, der in letzterem Werk bereits eingefiihrt wur-
de.
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4 Konsistenz des Schatzers

In diesem Kapitel zeigen wir im Fall d € {2,3} die Konsistenz der in (3.3.2) und (3.3.3)
definierten Schitzer C, 4 und A, 4. In Kapitel 4.1 erldutern wir zundchst, dass eine Ar-
chimedische Copula im 2- und 3-dimensionalen Fall eindeutig durch ihre Kendall Ver-
teilungsfunktion bestimmt wird. Im néchsten Teil folgen Sétze iiber die Konvergenz von
Folgen Archimedischer Copulas. In Kapitel 4.3 werden wichtige Aussagen dargestellt, die
fiir den Beweis der Konsistenzaussage notwendig sind. Eine zentrale Erkenntnis fiir diesen
Beweis ist, dass die schwache Konvergenz von Kendall Verteilungsfunktionen die schwa-
che Konvergenz der zugehorigen Archimedischen Copulas impliziert. SchlieBlich folgt in
Kapitel 4.4 der Beweis der Konsistenzaussage.

. . CL . . . s . . . P

Wir bezeichnen in diesem Kapitel mit = gleichméBige, mit — punktweise, mit — stochas-
tische und mit ~» schwache Konvergenz. Die Konvergenz gilt immer fiir n — oo bzw. bei
einem Index n; fiir [ — oo, wenn nichts anderes gesagt wird.

4.1 Identifizierbarkeit

In diesem Unterkapitel geht es um die Frage, ob eine Archimedische Copula eindeutig
durch ihre Kendall Verteilungsfunktion bestimmt ist. Wir mochten also untersuchen, ob
fiir beliebige d-monotone Archimedische Erzeuger y; und v, die folgende Aussage gilt

Kya=Kypa = Cya=Cya “4.1.1)

Wir haben in Kapitel 3 gesehen, wie wir den in (3.2.2) definierten und konsistenten Schét-
zer K, 4 der Kendall Verteilungsfunktion Ky, 4 einer in (3.3.2) definierten eindeutigen Ar-
chimedischen Copula C, 4 zuordnen konnen, die als Schitzer der wahren Archimedischen
Copula Cy, 4 dient. Falls (4.1.1) nicht erfiillt ist, konnen zwei unterschiedliche Archimedi-
sche Copulas die gleiche Kendall Verteilungsfunktion haben. Aus diesem Grund wiirde es
wenig Sinn machen, einen Schitzer der Kendall Verteilungsfunktion fiir Riickschliisse auf
die wahre Archimedische Copula zugrunde zu legen.

Genest und Rivest (1993) konnten die Aussage im bivariaten Fall bereits unter schwachen
Regularitatsannahmen zeigen. Genest et al. (2011) gingen im bivariaten Fall noch einen
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4.1 Identifizierbarkeit

Schritt weiter. Fiir einen 2-monotonen Archimedischen Erzeuger y zeigen sie mit Hilfe
von Ky »(w) = P(Ry2 > ¢(w)) und (2.3.1), dass fiir w € (0, 1) gilt

Ky2(w)=w— (¥ 09) (w)-o(w)=w—2A(w). (4.1.2)

Dabei nutzen sie anstelle der schwachen Regularititsannahmen nur die 2-Monotonie von
Y aus. Weiter legen Sie in Lemma 2 dar, dass (4.1.1) im bivariaten Fall allgemein gilt.
In ihrem Beweis zeigen sie mit Hilfe von (4.1.2), dass die Inverse von y; ein positives
Vielfaches der Inversen von y; ist, um dann mit der Bemerkung auf Seite 13 die Aussage
zu folgern.

Mit steigender Dimension wird die Ausgangslage jedoch schwieriger. Genauer gilt nach
McNeil und Neslehova (2009, Proposition 12) fiir eine d-dimensionale Archimedische Co-
pula Cy 4 fiir w € (0,1)

_1\d—-1 w))d—1
Ky/,d(w> :( 1) (d E(pl()‘)) ' (V(dil) O(p)(W)

+Z O (40 g) o).

(4.1.3)

Offensichtlich wird die Beziehung zwischen Ky, 4 und y mit steigender Dimension zu-
nehmend komplexer. Eine Darstellung von (4.1.3) anhand von A und ihrer Ableitungen ist
ebenfalls moglich und erfolgt in Genest et al. (2011, Proposition 3).

Nach Genest et al. (2011, Proposition 4) gilt (4.1.1) auch im Fall d = 3 allgemein. In ih-
rem Beweis fiihren sie mit Hilfe einer in Proposition 2 dargelegten rekursiven Beziehung
zwischen Kendall Verteilungsfunktionen unterschiedlicher Dimension, die aber mit dem
gleichen Archimedischen Erzeuger generiert wurden, den trivariaten Fall auf den bivaria-
ten Fall zuriick, indem sie zeigen, dass Ky, » = Ky, 2. Daher folgt Cy, » = Cy, » und somit
Cy, 3 = Cy, 3. Dabei nutzen sie in ihrem Beweis wieder (4.1.2) aus. Eine Riickfiihrung ei-
nes hoherdimensionalen Falls auf einen um eine Dimension niedrigeren Fall ist aufgrund
der in (4.1.3) dargestellten komplizierten Beziehung jedoch nicht in analoger Weise durch-
fiihrbar.

Wie zu erkennen ist, sind durch Genest et al. (2011) einige Fortschritte in der Identifizier-
barkeitsfrage gemacht worden. Sie konnte bisher jedoch noch nicht abschlieBend geklirt
werden, das heil3t es konnte fiir d > 4 weder ein Gegenbeispiel gefunden noch ein Beweis
konstruiert werden. Wegen Satz 3.3 wissen wir insbesondere, dass (4.1.1) fiir eine belie-
bige Dimension gilt, falls die Kendall Verteilungsfunktionen diskret mit endlichem Tréiger
sind. Vor diesem Hintergrund und der Moglichkeit, eine Kendall Verteilung als Grenze ei-
ner Folge von diskreten Approximationen darzustellen, liegt jedoch die Vermutung nahe,
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4.2 Konvergenz von Archimedischen Copulas

dass (4.1.1) auch im Fall d > 4 allgemein gilt.

4.2 Konvergenz von Archimedischen Copulas

Wie der folgende Satz zeigt, impliziert die schwache Konvergenz einer Folge von belie-
bigen Copulas die schwache Konvergenz der entsprechenden Kendall Verteilungsfunktio-
nen.

Satz 4.1. Seien (C,) eine Folge von d-dimensionalen Copulas und (K,) die Folge der
entsprechenden Kendall Verteilungsfunktionen. Falls C, ~~ C, dann K, ~~ K.

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir das in Kallenberg (2002, Theorem 4.27) dargeleg-
te Continuous Mapping Theorem. Wegen der Stetigkeit von C gilt die Konvergenz von C,,
gegen C punktweise auf [0, 1]¢. Die Menge [0, 1]¢ ist kompakt und die Familie der Copulas
ist wegen Nelsen (2006, Theorem 2.10.7) gleichgradig stetig. Daher folgt wegen Martio,
Ryazanov, Srebro und Yakubov (2009, Theorem 7.1) die gleichméBige Konvergenz von C,
gegen C. Seien U = (Uy,...,Uy) und U, = (Uy1, .. .,U,q) Zufallsvektoren mit den jewei-
ligen Verteilungsfunktionen C und C,,. U,, konvergiert schwach gegen U, weil die entspre-
chenden Verteilungsfunktionen schwach gegeneinander konvergieren. Des Weiteren sind
C, und C wegen der Stetigkeit messbar. Aus u, — u € [0, 1]¢ folgt C,,(u,) — C(u), denn

|Ca(un) — C(u)| < [Coa(n) — Clun)| 4 |C (1) — C(u)]
< sup [Cu(r) = C(1)] +|C(upn) — C(u)]
0,14
— 0.

Das Continuous Mapping Theorem liefert uns C,(U,) ~ C(U). Die Verteilungsfunktionen
von C,(U,) und C(U) sind aber gerade K,, und K, weswegen die Aussage folgt. O

Eine Umkehrung der Aussage fiir Archimedische Copulas ist jedoch selbst im 2- und
3-dimensionalen Fall, in dem Kendall Verteilungsfunktionen ihre zugehorigen Archime-
dischen Copulas eindeutig bestimmen, schwierig, weil Archimedische Erzeuger nur bis
auf Skalierung eindeutig bestimmt sind. Genest et al. (2011, Beispiel 1) veranschaulichen
dies wie folgt. Sie konstruieren anhand einer Folge von gegebenen Radialvariablen mit
Hilfe der Williamson 2-Transformation eine Folge von 2-monotonen Archimedischen Er-
zeugern. Die zugehorige Folge von Kendall Verteilungsfunktionen konvergiert schwach
gegen die Kendall Verteilungsfunktion der unteren Fréchet-Hoeffding Grenze, welche ei-
ne Archimedische Copula ist. Die Folge der Archimedischen Erzeuger konvergiert jedoch
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4.2 Konvergenz von Archimedischen Copulas

erst durch eine geeignete Reskalierung gegen einen 2-monotonen Archimedischen Erzeu-
ger dieser Grenzcopula. Letztere Konvergenz ist dann aber hinreichend, um die schwa-
che Konvergenz der entsprechenden Folge von Archimedischen Copulas gegen die unte-
re Fréchet-Hoeffding Grenze zu folgern. Diese Aussage konnen wir auf Charpentier und
Segers (2008) zuriickfithren, die im 2-dimensionalen Fall zeigen, dass die schwache Kon-
vergenz einer Folge von Archimedischen Copulas gegen eine Archimedische Grenzcopula
dquivalent ist zu der Konvergenz einer geeignet reskalierten Folge von Inversen der Archi-
medischen Erzeuger gegen eine entsprechende Grenzinverse. Wegen Resnick (2008) kon-
nen wir diese Aussage analog fiir Archimedische Erzeuger formulieren. In dem folgenden
Satz erweitern wir die Aussage auf eine beliebige Dimension.

Satz 4.2. Seien Yy, y1,Y»,... d-monotone Archimedische Erzeuger. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Cypa~> Cya-

(ii) Es existiert eine Folge (a,) von Konstanten mit a, > 0 fiir alle n € N, so dass fiir alle
x € [0,00) gilt
Y (anx) — y(x).

Beweis. Sei Cy, 4 ~ Cy 4. Dann gilt Cy, 4 — Cy 4 und insbesondere Cy, » — Cy 2, denn
fur uy,up € [0,1] gilt

Cl,,mz(ul,uz) = Cl,,md(ul,uz, 1, ceuy 1)
— Cl,,’d(ul,uz, 1, ceey 1)
:C%z(u],uz).

Daher impliziert Proposition 2 in Charpentier und Segers (2008), dass eine Folge (a,) von
Konstanten mit a,, > 0 fiir alle n € N existiert, so dass fiir alle r € (0, 1] gilt

W, (1)

Proposition 0.1 in Resnick (2008) impliziert dann die Konvergenz von y,,(a,-), das heiBt
fur alle x € [0, ) gilt

Vn(anx) — y(x).
Fiir die Riickrichtung zeigen wir, dass fiir alle uy,...,u; € [0,1] gilt

Cl[/,,,d(ulw- . ,ud) — C%d(ul, . ,ud).
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Falls mindestens ein i € {1,...,d} mit u; = 0 existiert, dann nehmen die Archimedischen
Copulas den Wert 0 an und die Konvergenz ist klar. Falls mindestens eini € {1,...,d} mit
u; = 1 existiert, dann konnen wir die Archimedischen Copulas auf eine niedrigere Dimensi-
on reduzieren, in der alle Argumente nur noch Werte in [0, 1) annehmen. Daher reicht es im
Folgenden, die Aussage fiir uy,...,uy € (0,1) zu zeigen. Die Abbildung y,,(a,-) bezeich-
nen wir im Folgenden mit “y;,. Nach Voraussetzung gilt “y;, (x) — y/(x) fiir alle x € [0, o).
Da “y, und v Uberlebensfunktionen sind und letztere stetig ist, gilt die Konvergenz auch
gleichmiBig auf [0,00). Wegen Resnick (2008, Proposition 0.1) folgt “y, ! — w1 auf
(0,1]. Somit gilt

Cypa(it, - ug) = W (W, () + -+ y,  (ug))
= Y (“y ) 4y (1)
=y (v )+ 4y (1))
=Cyalui,... uq).

4.3 Weitere Voriiberlegungen

In diesem Teil zeigen wir eine Umkehrung von Satz 4.1 fiir den Fall, dass wir nicht mehr
beliebige Copulas, sondern nur noch Archimedische Copulas betrachten. Wir befassen uns
zundchst mit drei aufeinander aufbauenden Lemmata, die fiir den Beweis benétigt wer-
den.

Lemma 4.3. Seien X eine nichtnegative Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und f =
W, F ihre Williamson d-Transformation. Dann gilt fiir alle x € (0,00) und k € {0,...,d —2}

fO) = /(—U"%}k (1- ’—‘)d_l_kqx’m) (t)dF(1).

t

Beweis. Da f=20,F, gilt

70 () = ;—; / (1 —f)d_lym)(t)dF(t).

Wir definieren
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Fiir d > 2 und ein festes ¢ ist g fiir x # ¢ offensichtlich differenzierbar. Fiir x = ¢ ist g
ebenfalls differenzierbar, weil der Exponent von (1 —x/t) groBer gleich 2 ist und somit
der linksseitige und rechtsseitige Differentialquotient jeweils O ist. Da sich die (k — 1)-
te Ableitung von g nur durch eine multiplikative Konstante von g unterscheidet und der
Exponent von (1 —x/t) weiter groBer gleich 2 ist, folgt die k-fache Differenzierbarkeit von
g analog.

Weiter gilt fiir0 < a < b

ak

_1)
ﬁg(xaf) = Ssup 1)

a—-1. kl _'f d—1—k
x€(a,b) (d—l—k)!( ) tk (1 ;) Loy ()

d—1 1
—(d—l—k)!zkxesg’b)l“""vf](x)
@d@—1n! 1
S@-t-piEt el
d-1 1
< N )
~(d—1—k)!dr
=:h(t),

sup
x€(a,b)

wobei £ integrierbar ist. Fiir alle x € (0,00) gilt weiter |g(x,7)| < 1. Daher ist g(x,-) inte-
grierbar. Insgesamt konnen wir folgern

B ok x\d—1 ’

O = [ 55 (1-3)" 1w dF()

t
_ /xm(_l)k (d(izi_)]i)! tlk <1 _ ;)d_l_k 1), o) (1)dF ().

]

Lemma 4.4. Seien d > 2, I eine beliebige Indexmenge und (fy)acr eine Familie von d-
monotonen Funktionen, die fiir alle oo € I die Bedingungen fqo(x) — 0 fiir x — oo und

fa(0) = p € [0,1] erfiillt. Dann ist fiir € > 0 und k € {0,...,d — 2} die Familie (fék))ael
auf [€,00) gleichgradig stetig und gleichmdiffig beschrdinkt.

Beweis. Fiir a € I ist nach Proposition 5.1 in McNeil und Neslehova (2009) f,, eine Wil-
liamson d-Transformation, das heil3t es existiert eine nichtnegative Zufallsvariable X, mit
Verteilungsfunktion Fy, so dass fo = 20, Fg.

Zunichst zeigen wir die gleichmiBige Beschrinktheit. Seien k € {0,...,d —2} und € > 0.
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Fiir x € [€,00) folgt mit Lemma 4.3

s 1 (12 oo
ng%%%%ﬁ %1M@@yuQa) 43.1)
_ @-1r 1
~(d—1—k)! ek’

wobei die letzte Ungleichung daraus resultiert, dass fiir # < x gilt 1/ tkl[xpo) (t) < 1/€
und fiir # > x gilt # > € und damit die gleiche Abschitzung. Da die Schranke in (4.3.1)

unabhingig von x und « ist, ist die Familie ( fék))ae 7 auf [€,00) gleichmiBig beschrinkt.

Nun zeigen wir die gleichgradige Stetigkeit. Seien k € {0,...,d —2}, € >0und x,y € [€,00)
mit x > y. Dann folgt mit Lemma 4.3

[

0 -1P0)| =

d—1—k)'1
-/ w<—1>k%}k (-2 ara)
Y % x\d—1—k d—1—k
:Zé%Tégﬁ‘A %{(y—;) -(1-29) }dﬂﬂﬂ

G ([ E[) - 0) o

Wir schitzen die beiden Integrale nach oben ab. Seien n € N und a,b € R. Dann gilt
n n
@—?)g(r—g <1, 1>x (4.32)
und ,
J
. (4.3.3)

]nfl b
a'—b"=(a—b)d"™ -
(a—b) g()
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Fiir das erste Integral gilt wegen (4.3.2) und (4.3.3)

[R[0=2) 03" e .
(G R ) I e W (=)

J=
< [ =)@ =1 - Rara(r)

= (@= 1=Kl [ rdrals

Fiir das zweite Integral gilt wegen (4.3.2)

[ R arto= [ e (1-2)
<[5 erdFa(t)
< <d—1—k>|x—y|/yx,,%dFa<r>.

Damit ergibt sich insgesamt

A - 100 < d 2 (=10 [ Zrarato

+(d—1—k)|X—)’|/y lmdFa(t)>
d—1)! 1
= d—2— k)l bl

x —yl.

Insbesondere folgt damit die gleichgradige Stetigkeit der Familie ( fék))ae jauf [g,00). [

Lemma 4.5. Sei (f,) eine Folge von d-monotonen Funktionen, so dass f,(0) € [0, 1] und
fn(x) = 0 fiir x — oo fiir alle n € N gilt. Dann existiert eine d-monotone Funktion f mit
f(0) € [0,1] und eine Teilfolge (f,,) von (fu), die auf kompakten Teilmengen von (0,oo)
gleichmdflig gegen f konvergiert. Des Weiteren konvergieren fiir € > 0 alle Ableitungen
von (fy,) bis zur Ordnung d — 2 gegen die entsprechenden Ableitungen von f auf [€,0).

Beweis. Teil 1: Konstruktion einer auf kompakten Teilmengen von [€,00) konvergenten
Teilfolge
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Wegen Lemma 4.4 ist die Folge ( f,gd_z)) auf [€,00) gleichgradig stetig und gleichmiBig be-
schriankt. Daher folgt mit dem Satz von Arzela-Ascoli (s. Renardy und Rogers (2004, Theo-
rem 4.17)), dass ( f,§"*2)) eine Teilfolge ( f,S,"*”) enthilt, die auf kompakten Teilmengen
von [€,0) gegen eine auf [€,0) definierte Grenzfunktion fi;_») gleichméBig konvergiert.
Wegen der gleichmiéfigen Konvergenz iibertrdgt sich die Stetigkeit der Teilfolgenglieder
auf die Grenzfunktion.

Wir betrachten die Folge ( f,ﬁfH)). Es geniigt uns, den Fall € < 1 zu betrachten. Wegen
(4.3.1) folgt
(d—1! 5-a

€
2

)| <

Aus diesem Grund existiert eine in dem Punkt 1 konvergente Teilfolge ( f,gff%)). Die Glie-
der dieser Folge sind wegen der d-Monotonie differenzierbar und es gilt

ffgz.l_3) = fn(fl.l_z) = fla—2) 4.3.4)

auf kompakten Teilmengen von [€,0). Aufgrund dieser Voraussetzungen folgt mit Heuser
(2009, Satz 104.3), jeweils auf kompakten Teilmengen von [g,0), dass

frgf_3) = fla-3);

wobel f(;_3) eine differenzierbare Funktion ist und

fzgfﬁ)/ = fla-3)

Da aus gleichméBiger Konvergenz auf kompakten Teilmengen von [€,00) punktweise Kon-
vergenz auf dem gesamten Intervall [€,00) folgt, gilt wegen (4.3.4) weiter f(’ 4-3) = fla-2)

auf [€,00). Wir bezeichnen die Folgen ( fn(z_l*z)) bzw. ( f,fff%)) wieder mit ( f,§f’*2)) bzw.
( f,g,d%)), da wir fiir die Aussage des Lemmas nur die Existenz irgendeiner Teilfolge zeigen

missen.

Der Satz von Arzeld-Ascoli hat uns eine Teilfolge ( f,E[d_z)) geliefert, die auf kompakten
Teilmengen von [€,o0) gegen eine stetige Grenzfunktion fa—2) gleichmiBig konvergiert.

Ausgehend von dieser Aussage konnten wir zeigen, dass die Teilfolge ( f,Sfl‘”) auf kom-
pakten Teilmengen von [€,00) gegen eine differenzierbare Grenzfunktion fa—3) gleich-
mifBig konvergiert, fiir die gilt f(’ d—3) = f(a—2)- Wie zu erkennen ist, kénnen wir dieses
Verfahren iterativ durchfithren. Wir erhalten dann eine Teilfolge (f,,) und eine auf [, o)
definierte und (d — 2)-mal stetig differenzierbare Grenzfunktion f, so dass auf kompakten
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Teilmengen von [€,00) gilt
0= 0 kefo,....d-2}.

Als nichstes zeigen wir die d-Monotonie von f auf [€,). Da f, d-monoton ist, gilt
(—1)k f,glk) >0 fiir k € {0,...,d —2} und [ € N, weswegen wir durch punktweise Grenz-
wertbildung (—1)¥f) > 0 erhalten. Des Weiteren ist (—1)@~2) f,i,‘H) monoton fallend
und konvex. Man kann leicht nachrechnen, dass sich die Monotonie und Konvexitit durch
punktweise Grenzwertbildung auf (—1)(¢=2) £(¢=2) jibertragen. Somit ist f eine auf [, oo)
d-monotone Funktion.

Wegen der d-Monotonie von f folgt fiir k € {1,...,d — 2} mit Williamson (1956, Lemma
1), dass x* f¥) (x) — 0 fiir x — oo und somit insbesondere f*)(x) — 0 fiir x — co. Analog
folgt f,E,") (x) — 0O fiir x — 0. Diese beiden Folgerungen liefern uns die gleichmiBige Kon-

vergenz von f,§,") gegen f *) auf dem gesamten Intervall [g,00) wie folgt. Fiir ein beliebiges
€ > 0 zeigen wir, dass ein n;, existiert, so dass fiir alle n; > n;_ gilt

, Sup
x>0

AP - P )

x>€ £<x<6

sup | i (x) = £ ()] = max ( sup S ) = 1O ) \)

<E.

Wir wihlen § so groB, dass |f*¥)(8)| < &/2. Einerseits existiert ein ny,, so dass fiir alle
n > ny, gilt |£1(8) — ¥ (8)| < £/2. Dann gilt fir x > &

)| <

#(®)| <

03) = rO8)|+[r0(8)| <.

Da f,glk) (x) und f*)(x) entweder beide positiv oder beide negativ sind, folgt

£ () = 0 (x)‘ <e.

sup
x>0

Andererseits wihlen wir ein n;, so dass fiir alle n; > n;, gilt

sup
£<x<6

70 () — (x)‘ <e.

Die Behauptung folgt dann mit 7, := max(n,,n;, ).

Teil 2: Konstruktion einer auf kompakten Teilmengen von (0, o) konvergenten Teilfolge
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Die geforderte Teilfolge wird durch ein Diagonalfolgenargument konstruiert. Fiir € = 1
existieren nach Teil 1 eine Teilfolge (f,,,) von (f,) und eine (d —2)-mal stetig differen-
zierbare Funktion f!, so dass fiir k € {1,...,d —2} gilt

£ = (fHw

auf [1,00) und fiir k = 0 auf kompakten Teilmengen von [1, o). Dabei ist die Grenzfunktion
f! auf [1,0) d-monoton. Die Folge (f;, ;) erfillt die Voraussetzungen, die auch schon von
(fn) erfiillt werden. Daher folgt fiir € = 1/2 wieder mit Teil 1, dass eine Teilfolge (fn,,)
von (fy,,) und eine (d — 2)-mal stetig differenzierbare Funktion f? existieren, so dass fiir
ke{l,....d—2} gilt
k
Sy = ()Y

auf [1/2,00) und fiir k = 0 auf kompakten Teilmengen von [1/2,0). Dabei ist die Grenz-
funktion f2 auf [1/2,%) d-monoton. Wie zu erkennen ist, kénnen wir iterativ vorgehen.
Fiir m € N existieren also Teilfolgen (f,,,,), so dass fiirk € {1,...,d —2} gilt

A8 = (pm®

auf [1/m,e0) und fiir k = 0 auf kompakten Teilmengen von [1/m, ). Die Grenzfunktion
f™ ist auf [1/m,oo) d-monoton und es gilt

(f"u) 22 (fnmfl,l> 2 (fﬂmJ) = (fnm+1,l) 2.

Das Inklusionszeichen besagt hier, dass alle Folgenglieder von (f;,,,.,,) in der Folge (f3,,,)
enthalten sind. Weiter wissen wir bereits, dass (fy,,,) gegen f™ auf [1/m,o) und (f,,.,,)
gegen f™ 1 auf [1/(m+1),0) punktweise konvergiert. Daher gilt f* = f"™*+! auf [1/m, o).
Wir kénnen somit eine d-monotone Funktion f auf (0,0) durch

f)=f"(x), xe[l/m,ee),

definieren. Die Folge ( f,,,) konvergiert dann auf kompakten Teilmengen von (0,0) gleich-
miBig gegen f. Dies sehen wir wie folgt ein. Sei A eine kompakte Teilmenge von (0, o).
Fiir m und & geniigend groB gilt A C [1/m, §]. Die Folge (f;,,,) konvergiert dann insbe-
sondere auf A gleichmifig gegen f”. Fiir [ > m ist (f,,,) eine Teilfolge von (fa,)- Daher
folgt '

Joy =" =1

auf A. Mit der gleichen Argumentation folgt fir k € {1,...,d —2}

£l = f®
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

auf [€,0).

Wir bezeichnen die konstruierte Diagonalfolge (fy,,) nun mit (f,,) und definieren f(0) :=
lim, o f(x). Es verbleibt zu zeigen, dass f(0) € [0,1]. Fir € | 0 folgt

f(e) = lim f,(e) < 1

[—oo

und somit

£(0) = lim £(e) < 1.

€l0

Wegen der Monotonie von f folgt fiir x > 0 weiter
£(0) = £(x) = lim f,,(x) = .

]

Bemerkung. Die Funktion f in Lemma 4.5 ist nicht notwendigerweise ein Archimedischer
Erzeuger. Dies ist im Allgemeinen selbst dann nicht der Fall, wenn die Funktionenfolge
(fn) nur aus Archimedischen Erzeugern besteht, wie Genest et al. (2011, Bemerkung 3)
anhand eines Gegenbeispiels zeigen. In dem Beweis des folgenden Satz 4.6 zeigen wir,
dass es sich aber gerade unter den Voraussetzungen von Satz 4.6 um einen Archimedischen
Erzeuger handelt. Der Beweis dazu wird sich jedoch als aufwendig erweisen.

Mit Hilfe der vorherigen Aussagen ist es nun moglich die Teilumkehrung von Satz 4.1 zu
beweisen.

Satz 4.6. Sei (y,) eine Folge d-monotoner Archimedischer Erzeuger und gelte Ky, 4~ K,
wobei K eine Verteilungsfunktion ist, die Bedingung (3.1.2) erfiillt. Falls d € {2,3}, dann
existiert eine eindeutig bestimmte Archimedische Copula Cy, 4, so dass Cy, 4 ~ Cy 4 und
Kyqi=K.

v.d

Beweis. Teil 1: Wahl einer geeignet skalierten Folge (a,) von Konstanten

Wir betrachten die Abbildung f : (0,00) — [0, 1], die definiert ist durch

(-3

Die Abbildung ist stetig und auf [1, ) streng monoton steigend. Des Weiteren ist f(x) =0
fir x € (0,1] und f(x) — 1 fiir x — oo. Daher konnen wir ein A > 1 wihlen, so dass gilt

0< f(A) < % (4.3.5)

36



4.3 Weitere Voriiberlegungen

Wir betrachten nun die zu y;, gehorige Radialvariable Ry, 4, die wir im Folgenden mit R,
bezeichnen werden. Wir wihlen eine Folge (a,) von Konstanten mit a,, > 0 fiir alle n € N,
so dass A der Median von a,; 1Rn ist, das heif3t

inf{x: P(a,fan <x)>1/2}=A.

Dies impliziert insbesondere

P(a,'R,<A)>- und P(a,'R,<A)< (4.3.6)

| =
N =

Teil 2: Existenz einer konvergenten Teilfolge mit Archimedischer Grenzcopula C = Cy 4

Im Folgenden benutzen wir fiir y;(a,-) die Notation “y,,. Nach Voraussetzung ist ()
eine Folge d-monotoner Archimedischer Erzeuger. Dann ist aber auch (“y;,) eine Folge
d-monotoner Archimedischer Erzeuger, weswegen die Voraussetzungen von Lemma 4.5
fiir “y;,, erfiillt sind. Daher existiert eine auf [0, ) definierte d-monotone Funktion y mit
y(0) € [0,1] und eine Teilfolge (“y,,) von (“y,), die auf kompakten Teilmengen von
(0,00) gleichmiBig gegen y konvergiert. Des Weiteren konvergieren fiir € > 0 alle Ablei-
tungen von “y, bis zur Ordnung d — 2 gegen die entsprechenden Ableitungen von y auf
[€,00).

Wir zeigen im Folgenden, dass y ein Archimedischer Erzeuger ist. Wegen der d-Monotonie
ist y stetig, monoton fallend und konvex. Die Konvexitit und Monotonie implizieren die
strenge Monotonie auf [0,inf{x : y(x) = 0}). Wir setzen p = y(0) und ¢ = lim,_, W¥(x)
und zeigen in fiinf Schritten, dass p =1 und g = 0.

1. Schritt: Wir zeigen, dass ¥ # 1 und y # 0. Die Radialvariable Ray, 4 ist wegen der
Bemerkung auf Seite 13 gerade a;, 'R, und

a d—1
(%)
R/,

Mit Hilfe von (4.3.5) und (4.3.6) schitzen wir “y,,(1) nach oben ab.

“y,(1)=E =E[f(a,'R,)].

E[f(a,'R))] =E[f(a,'Ry)1(a, 'Ry <A)| +E [f (a,'Ra)1(a, 'R, > A)]
<E[f(A)]+E[1(a,'R,>A)]
= f(A)+1-P(a,'R, <A)

Sf(A)Jr%-
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Dabher folgt wegen der punktweisen Konvergenz von “y,, gegen ¥
. 1
w(1) = lim “y, (1) < f(A) + 5 <1,
oo 2

das heifit ¥ # 1. Zusammen mit der Monotonie von Y impliziert dies insbesondere g €
[0,1).

In dhnlicher Weise zeigen wir, dass y # 0. Mit Hilfe von (4.3.5) und (4.3.6) folgern wir
E[f(a,'R))] =E|[f(a,'Ry)1(ay 'Ry > A)| +E [f (a,'Ra)1(a, 'R, <A)]
> E[/(4)1 (0 Ry > A)]

= f(A) (1-P(a,'R, <A))

und damit

y(1) = lim “y,, (1) > - £(4) >0,

das heiit y # 0. In Verbindung mit der Monotonie von Y impliziert dies insbesondere
p € (0,1].

2. Schritt: Wir zeigen, dass p > 1/2. Fiir 0 < € < A/2 konnen wir wegen der punktweisen
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

Konvergenz von “y,, gegen y ein festes k wihlen, so dass “y, (€) — y/(€) < €. Weiter gilt

o) = [ (1-5)" 0

A r T (18
— _Z 1, (2 —- 1 (2
e ( t) a”klR”k()+ Ag< t) a"klR"k()
d—1
€
:/l(sga;klR,,kgA—s) 1—— dP
any Ry
d—1
€
+/1(A—£§ankank<oo) 1-— dP
an, Ry,

€ d—1
-1
Z(I_A——e) /I(A—egankRnk<oo)dP

€ d—1
~1
> (1—A_8) P(a,'Ry, > A)

>_—(1- .
-2 A—¢€

Zusammengefasst ergibt dies

Dabher folgt

3. Schritt: Wir zeigen, dass ¢ < 1/2. Wegen der Monotonie von y wissen wir bereits, dass
q € [0, p]. Der Fall g = 0 ist klar. Daher nehmen wir an, dass ¢ > 0 und zeigen, dass auch
in diesem Fall g < 1/2. Sei € > 0, so dass ¢ — € > 0 und setze

by = a‘l/n_ll(q—g)-

Dann gilt b; — oo fiir [ — 0. Dies sehen wir wie folgt ein. Fiir ein beliebiges L > 0 gilt

‘i, (L) = w(L) > q,
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

das heif3t es existiert ein /g, so dass fiir alle [ > [ gilt

alllnl(L) >q—E.
Da “y, (b;) = q — € und “y,,, monoton fallend ist, folgt b; > L und damit die Behauptung.

Wir bezeichnen im Folgenden Ky, a mit K,,. Wegen b; — oo fiir | — oo gilt fiir ein geniigend
grofles j

—1 —1
und somit wegen (3.1.3)
< wy Rny 2 @y W’Zz‘l(q_‘g»
(e Ry = “vi (g~ 2))

|
_p <a,;j1an > bj> <p (a,;lenj > A) <>

Ky (g—€)=Pla
Pla

Da Ky, die Kendall Verteilungsfunktion einer Archimedischen Copula ist, gilt (3.1.2). Des
Weiteren ist nach Schritt 1 und der Annahme vom Anfang dieses Schrittes g € (0, 1). Dies
liefert uns

lglf(}Kn](q_ 8) = Ki’l](q_) >dq,
weswegen ¢ < 1/2 und insbesondere ¢ < p folgt.

4. Schritt: Unter Beriicksichtigung der kompakten Menge [0, 1]¢ sehen wir, dass die Folge
(C%I ) straff ist. Sie enthilt daher eine gegen eine Grenzcopula C schwach konvergierende
Teilfolge, die wir wieder mit (Cwnl,d) bezeichnen. Dass es sich bei der Grenzfunktion C
tatsdchlich um eine Copula handelt, sehen wir wie folgt ein. Wegen der Stetigkeit von C
gilt die Konvergenz punktweise auf [0, 1]¢. Daher folgen die Eigenschaften (i) und (ii) aus
Definition 2.3 jeweils mittels Grenzwertbildung. Fiir die Eigenschaft (iii) betrachten wir
x,h € RY mit h > 0, so dass alle Ecken von (x,x+ /] in [0, 1]¢ liegen. Wir konnen A;,C(x) mit
Hilfe von Definition 2.1 als Summe von 2¢ Summanden schreiben, wobei jeder Summand
aus der Funktion C mit positivem oder negativem Vorzeichen besteht. Wir bilden nun den
Grenzwert, machen die durchgefiihrten Berechnungen beziiglich Cvfn, .4 Wieder riickgéingig
und erhalten
AhC(x) = llggAwa"l d (x) > 0.

Seien nun uy,...,uy € (q,p). Diese Elemente existieren, da (g, p) # 0 wegen g < p. Wir
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zeigen

d d
u%(Zwﬁw4yéw<Zw”wO-
i=1 i=1

Da y~!(p) =0 und l// streng monoton fallend auf (q Pl ist, folgt v~

") > 0 fiir i €

{1,...,d} und somit Y4, w~ ' (u;) > 0.Sei 0 < £ < Y4 | w~!(u;). Wir wissen bereits, dass
“y,, monoton fallend ist und fiir alle positiven Argumente punktweise gegen Y konvergiert.

Daher folgt mit Proposition 0.1 in Resnick (2008)

‘v, (x) > v (x), x€(q,p),
und somit
d —1 d -1
Y v ) = Y v ().
i=1 i=1

Wegen der Stetigkeit von y folgt weiter

d d
w(Zﬁme)%w<Zw”w0-
=1 i=1

Wir konnen daher ein [y wihlen, so dass fiir alle [ > [ gilt

d d
v <; a‘l/n,l(ui)> -y <; V’l(ui)) <

Wegen (4.3.7) konnen wir ein [; > lo wihlen, so dass fiir alle / > [; gilt

=L

l:

[\SR e}

Diese Ungleichung ist dquivalent zu

d d d
Ywlw)—e<Y ‘v, () < Y v (w)+e.

i=1 i=1 i=1

(4.3.7)

(4.3.8)

(4.3.9)

Aufgrund der Wahl von € gilt Y¢ ; w~!(u;) — & > 0. Da y~! auf (g, p) endlich ist, gilt
weiter Zl na Y(u;) 4+ € < oo. Zusitzlich wissen wir bereits, dass “y,, gleichmiBig auf
kompakten Teilmengen von (0,e0) gegen y konvergiert. Aus diesen Griinden konnen wir
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4.3 Weitere Voriiberlegungen

ein [, > [ wihlen, so dass fiir alle [ > [, gilt

; €
sup Y () — Y 0)| < 5.
xe[XL v () —e XL vl (u)+e]

Insbesondere gilt wegen (4.3.9)

d d
“W, (; "wn,l(ui)> —y (; “%,Wu:—))

Mit Hilfe von (4.3.8) und (4.3.10) folgt die zu zeigende Konvergenz, denn

<8
5

N
I
—_

[\
IS
IS
YN
1=
Q
=
5
~_
|
<
YO

~
iy

<
- ~
l 1Y
Q
=X
5
\/
|
<
AR
T~
<
=
~

Somit kdnnen wir weiter folgern

Cut, ... uq) = lli_{?ocl//n[,d(ula--w”d)

= lim yp, (v, (1) + -+ ¥, (1)
=y (y )+ ().

(4.3.10)

Zu beachten ist, dass die Gleichheit fiir uy, ..., uy € (g, p) gezeigt wurde. Wir zeigen spiter
im 5. Schritt, dass ¢ = 0 und p = 1, das heiBt die Gleichheit gilt dann auf (0,1)¢. Dass
die Gleichheit aber auch auf [0, 1]¢ erfiillt ist, sehen wir wie folgt ein. Falls u; = 0 fiir

mindestens ein i € {1,...,d}, dann folgt

C(ul,...,ud) =0= W(Wﬁl(ul)—l—--.—l—ll/*l(ud)),
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Falls ohne Beschrinkung der Allgemeinheit u; = --- = u,, = 1 fiir 1 <m < d, dann folgt

C(ul,...,ud) :C(umﬂ,...,ud)
=y (v (ums) -+ v (1))
=y (v W)+ 4y ().

Des Weiteren folgt wegen Cll/n, 4~ C mit Satz 4.1, dass K%I 4~ K*, wobei K* die Kendall
Verteilungsfunktion von C ist. Nach Voraussetzung gilt Ky, 4 ~ K, weswegen K = K*
folgt, das heifit K ist die Kendall Verteilungsfunktion von C.

5. Schritt: Als erstes zeigen wir p = 1. Sei x, = (X1, - -, Xu¢) T (P, - .., p). Dann folgt

lim W_l(xnl)+"'+l//_l(xnd) = ll/_l(p)+...+w—1(p)

n—oo

und somit

C(p,...,p) = lim C(xp1,...,%uq)

n—soo

= lim y (l/l_l(xnl) +-F W_l(xnd))

=y (v '(p)++y (p)
= y(0)
:p_

Dies impliziert, dass C keine Masse in der Menge [0, 1]\ ([0, p]? U [p, 1]¢) hat. Falls daher
(Uy,...,Uy) die Verteilungsfunktion C hat, dann folgt
K(p)=P(C(Uy,...,Us) < p)
<P(Uy < p,...,Us < p)
— C(p,....p)
Somit folgt p = 1, denn angenommen es gelte p # 1, dann wiirde wegen (3.1.2) der Wi-
derspruch K(p) > K(p—) > p folgen.

Jetzt zeigen wir g = 0. Falls ein x € (0,0) existiert mit y(x) = 0, dann folgt wegen der
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Monotonie g = 0. Andernfalls gilt

C(q,...,q) = lim C(y(x),...,¥(x))

X—>0

= lim y (v " (y(x) + -+ v (y(x))

X—r00

= lim y(dx)

X—r00

:q_

Analog zu oben konnen wir zeigen, dass K(g) < ¢ und somit ¢ = 0. Die Funktion v ist
also tatséchlich ein Archimedischer Erzeuger und C = Cy, 4.

Teil 3: Konvergenz der Ausgangsfolge (Cy, 4) gegen eine eindeutig bestimmte Archime-
dische Grenzcopula Cy 4

Wir wissen, dass (Cy, 4) eine straffe Folge ist und zeigen, dass jede Teilfolge von (Cy, 4),
die iiberhaupt schwach konvergiert, schon gegen die Grenze Cy 4 schwach konvergieren
muss. Dann folgt mit dem Korollar zu Theorem 25.10 in Billingsley (1995), dass

CWYHd ~ Clllvd

Jede schwach konvergente Teilfolge von (Cy, ,) enthélt wegen Teil 2 eine Teilfolge, die
gegen eine Archimedische Grenzcopula schwach konvergiert, deren Kendall Verteilungs-
funktion K ist. Daher konvergiert schon jede schwach konvergente Teilfolge von (Cy, 4)
schwach gegen eine Archimedische Grenzcopula mit Kendall Verteilungsfunktion K. Da
alle Archimedischen Grenzcopulas die gleiche Kendall Verteilungsfunktion haben, stim-
men diese wegen der Aussagen aus Kapitel 4.1 iiberein. Nach Teil 2 existiert weiter ein
d-monotoner Archimedischer Erzeuger y mit Ky, ; = K. Somit ist die eindeutig bestimmte
Archimedische Grenzcopula gerade Cy 4. [

Satz 4.6 ermoglicht es uns, die Aussage von Satz 3.3 im 2- und 3-dimensionalen Fall
auf stetige und diskrete Verteilungsfunktionen mit nichtendlichem Tréiger zu verallgemei-
nern.

Korollar 4.7. Sei K eine Verteilungsfunktion auf [0, 1], die (3.1.2) erfiillt. Falls d € {2,3},

dann existiert eine eindeutig bestimmte Archimedische Copula Cy, 4, so dass K = Ky, 4.

Beweis. Nach Voraussetzung ist K eine Verteilungsfunktion auf [0, 1], die (3.1.2) erfiillt.
Wir zeigen mit Hilfe von Satz 3.3, dass eine Folge () von d-monotonen Archimedischen
Erzeugern existiert, so dass Ky, 4 ~~ K. Dann folgt die Aussage direkt aus Satz 4.6.
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Fiir n € Nund w € [0, 1] definieren wir

() = {K<<j+1>/n> - weli/n(+1)/n). € {01},

)1 . w=1.

K, ist eine diskrete Verteilungsfunktion auf [0, 1] mit endlichem Tréger. Wir zeigen, dass k;,
Bedingung (3.1.2) erfiillt. Fiir den Fall, dass j/n <w < (j+1)/nfurein j € {0,...,n—1},

folgt
i+ 1 i+ 1 i+ 1
Kn(w—):K(]+ )2K(J+ _)>]+ >w
n n n

Fiir den Fall, dass w = j/n firein j € {1,...,n— 1}, folgt

Ky(w—)=K (l) > J =w.

n n

Die Voraussetzungen von Satz 3.3 sind somit alle erfiillt und wir erhalten fiir jedes n €
N einen d-monotonen Archimedischen Erzeuger ¥, und eine eindeutige Archimedische
Copula Cy, 4, so dass Ky, 4 = K.

Es verbleibt zu zeigen, dass k;, ~ K. Der Fall w = 1 ist klar. Sei also w € [0,1). Dann
existiert ein j = j(n) € {0,...,n— 1}, sodassw € [j/n,(j+1)/n). Somit folgt

41
3009 = KO} = K (0 ) < K(w) = KOw) = K(w) =0
n
wobei die Konvergenz wegen der Rechtsstetigkeit von K gilt. Somit folgt x;, ~~ K. [

Zwischen einer Archimedischen Copula und der Funktion A liegt eine 1:1-Beziehung vor,
wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 4.8. Seien y| und y, zwei d-monotone Archimedische Erzeuger. Dann gilt Cy, 4 =
Cy, a4 genau dann, wenn Ay, (w) = Ay, (w) fiir alle w € (0, 1] gilt.

Beweis. Wir beweisen als erstes die Hinrichtung. Der Fall w = 1 ist klar. Sei daher w €
(0,1). Da Cy, 4 = Cy, 4, sind insbesondere die 2-dimensionalen Randverteilungen Cy, »
und Cy, » gleich. Daher folgt zunéchst Ky, »(w) = Ky, 2(w) und somit wegen (4.1.2), dass

Fiir die Riickrichtung zeigen wir, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass @;(w) = ¢ - ¢ (w) fiir alle
w € [0,1] gilt. Dann folgt die Behauptung mit der Bemerkung auf Seite 13. Sei y € (0, 1)
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und setze ¢ = ¢;(y)/@2(y). Der Fall w = 1 ist klar. Sei daher zunichst w € (0,1). Nach
Voraussetzung gilt

ﬁl(w) _ gz(w)_
¢ '(w)  d'(w)

Damit folgt weiter

¢1(w) w 91(2) w $2(z) ¢2(w)
und somit
01(y) _ 90)
(W) ¢a(w)’
so dass 61 (5)
1y o W

Weiter ergibt sich

4.4 Die Konsistenzaussage

Seien %(]0,1]¢) der mit der Supremumsnorm ausgestattete Raum der stetigen Funktionen
auf [0,1]¢ und ([0, 1]) der mit der Supremumsnorm ausgestattete Raum der beschrinkten
Funktionen auf [0, 1]. Weiter sei ([0, 1]) der Raum der cadlag Funktionen auf [0, 1], das
heiBt der Funktionen auf [0, 1], die rechtsstetig sind und fiir die alle linksseitigen Grenz-
werte existieren. Wir bezeichnen mit A die Menge der stetigen und streng monoton wach-
senden Funktionen von [0, 1] auf [0, 1]. Fiir f,g € 2([0,1]) definieren wir d(f,g) als das
Infimum aller € > 0, fiir die ein A € A existiert, so dass

sup |A(t) —t| <&
1€[0,1]

und

sup [f(1) —g(A(1))| <.
t€0,1]
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Nach Billingsley (1968, S.111) ist d eine Metrik, die sogenannte Skorohod Metrik. Wir
statten den Raum 2([0, 1]) mit dieser Metrik aus.

Mit Hilfe der vorherigen Aussagen ist es nun moglich, die Konsistenz von C, 4 und 4,, 4 zu
zeigen.

Satz 4.9. Sei (X11,..-,X14)s---,(Xu1,---,Xnq) eine Stichprobe einer stetigen Verteilung
mit zugrundeliegender Archimedischer Copula Cy, 4 und Kendall Verteilungsfunktion Ky, 4.
Des Weiteren seien C, 4 der in (3.3.2) definierte Schditzer von Cy 4 und Ana derin (3.3.3)
definierte Schiitzer von Ay. Falls d € {2,3} und Ky, 4 die Regularititsannahmen I und II in
Barbe et al. (1996) erfiillt, dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Cya konvergiert in € ([0,1]%) in Wahrscheinlichkeit gegen Cy, 4, das heifit fiir alle
€ >0 gilt

lim P* ( sup |Cn’d(u1,...,ud) —C%d(ul,...,ud)‘ > 8) =0,

n—ree Uy g €[0,1]

wobei wir mit P* dufsere Wahrscheinlichkeit bezeichnen.

(ii) Anq konvergiert in ([0, 1)) in Wahrscheinlichkeit gegen Ay, das heifit fiir alle € > 0
gilt

lim P* ( sup |Apq(r) — Ay (2)] > 8) =0.
n—ree t€[0,1]

Beweis. (i) Die Beweisidee sieht wie folgt aus. Nach Barbe et al. (1996) konvergiert unser
Schitzer der Kendall Verteilungsfunktion in Wahrscheinlichkeit gegen die wahre Kendall
Verteilungsfunktion. Wir definieren daher eine stetige Abbildung, die eine Kendall Vertei-
lungsfunktion auf ihre eindeutig bestimmte Archimedische Copula abbildet. Die Aussage
folgt dann aus dem Continuous Mapping Theorem.

Sei 2([0,1]) € 2([0,1]) die Menge der Verteilungsfunktionen auf [0, 1], die Bedingung
(3.1.2) erfiillen. Wir definieren eine Abbildung f : Z([0,1]) — €([0,1]%), die eine Ken-
dall Verteilungsfunktion auf ihre wegen Korollar 4.7 existente und eindeutig bestimmte
Archimedische Copula abbildet.

Wir zeigen zunichst die Stetigkeit von f. Sei dazu k € Z([0,1]) und (x;) eine Folge in
20([0,1]), die gegen K beziiglich der Skorohod Metrik konvergiert. Dann folgt wegen Bil-
lingsley (1968, S. 112) k,, ~» k. Mit Hilfe von Satz 4.6 folgt f(k;,) ~> f(x). Da f(x) stetig
ist, gilt f(x,) — f(x) auf [0, 1]¢. Die Menge [0, 1]¢ ist kompakt und die Familie der Copu-
las ist wegen Nelsen (2006, Theorem 2.10.7) gleichgradig stetig. Somit folgt wegen Martio
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et al. (2009, Theorem 7.1), dass f(k;) = f(x), was gerade der Konvergenz beziiglich der
Supremumsnorm entspricht.

Unter den Regularitidtsannahmen I und II in Barbe et al. (1996) gilt fiir den in (3.2.2)
definierten Schitzer K,, 4

P
Kn,d — K‘I/-,d

beziiglich der Skorohod Metrik. Nach Lemma 3.7 gilt K,, s € Z([0,1]). Da Ky, 4 die Ken-
dall Verteilungsfunktion einer Archimedischen Copula ist, erfiillt sie Bedingung (3.1.2),
das heilt Ky, 4 € Z0([0,1]). Daher folgt mit dem Continuous Mapping Theorem

P
Cra = f(Knag) = [(Kya) =Cya

beziiglich der Supremumsnorm, das heif3t fiir alle € > 0 gilt

lim P* ( sup |Cpa(u) —Cv,,d(u)| > 8) =0.

e uelo,1]4

(ii) Wir verwenden eine zu (i) analoge Beweisidee.

Seien Zy([0,1]) und f definiert wie in Teil (i). Seien weiter Z,([0,1]) C Z,([0,1]) die
Menge der stetigen Verteilungsfunktionen auf [0, 1], die Bedingung (3.1.2) erfiillen und
%0(]0,1]4) € €([0,1]¢) die Menge der d-dimensionalen Archimedischen Copulas. Wegen
Lemma 4.8 konnen wir eine Abbildung g : %o([0,1]9) — 2(]0,1]) definieren, die einer
Archimedischen Copula ein eindeutig bestimmtes A zuordnet. Weiter ist die Komposition
h=gof:%2(]0,1]) — #(|0, 1]) wohldefiniert.

Wir zeigen die Stetigkeit von £ auf 2;([0,1]). Seien k € 2;([0,1]) und (k) eine Folge in
2v([0,1]), die gegen K beziiglich der Skorohod Metrik konvergiert. Analog zum Beweis
von (i) folgt dann f(x;,) = f(x). Seien C,:» und C, die 2-dimensionalen Randverteilun-
gen von f(x;,) und f(x), wobei das Semikolon als Unterscheidung zu unserem in (3.3.2)
hergeleiteten Schitzer dient. Es gilt

sup |G (u1,u2) — Co(uy, u2))|

uy,uz€[0,1]
= sup |f(Kn)(u1,u2,1,...,1)—f(K)(ul,uz,l,...,l)|
uy,up€[0,1]
< sup [f(Kn)(u) — f(x)(u)]
uel0,1)4
— 0,
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4.4 Die Konsistenzaussage

das heifit C,.» =2 C,. Somit gilt auch die schwache Konvergenz und wir konnen mit Satz
4.1 folgern, dass K,.2 ~ Kz, wobel k;.» und k» die Kendall Verteilungsfunktionen von Cj,;.»
und C, sind. Da K stetig ist (s. Genest et al. (2011, Kapitel 5.3)), gilt k,.0 = K. A ist
unabhingig von der Dimension und somit folgt wegen (4.1.2), dass h(k;,) = h(Ky2) = id —
Kq2 und h(x) = h(Ky) = id — Kp, weswegen wir weiter folgern konnen, dass h(x,) = h(k).

Unter der Regularitdtsannahme I in Barbe et al. (1996) gilt Ky, 4 € Z:([0, 1]). Daher konnen
wir mit dem Continuous Mapping Theorem folgern

Apa = h(Kpq) 5 h(Kya) = Ay

beziiglich der Supremumsnorm, das heif}t fiir alle € > 0 gilt

lim P* [ sup |A,q(t) —Ay(r)| > € | =0.
n—reo 1€[0,1]
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5 Simulation

In diesem Kapitel iiberpriifen wir die Giite unserer Schitzer 4, ; und C,, 4 fiir eine endliche
Anzahl an Beobachtungen.

Wir betrachten zwei weitverbreitete einparametrische Familien Archimedischer Copulas,
die von Frank (1979) eingefiihrte Frank Familie und die von Gumbel (1960) eingefiihrte
Gumbel-Hougaard Familie. Die Archimedischen Erzeuger sowie deren Inversen und die
Paramterbereiche sind in Tabelle 5.1 dargestellt.

Um verschiedene Abhéngigkeiten zu betrachten, konnen wir auf den Rangkorrelationsko-
effizienten Kendalls Tau 7 zuriickgreifen. Dieser wird hdufig zur Kalibrierung einer Copula
an empirische Daten verwendet. Der genaue Zusammenhang zwischen Kendalls Tau und
den Parametern der zwei Familien, die wir betrachten, wird in Tabelle 5.2 dargestellt.

Wir betrachten 7 = 0.25 und 7 = 0.5. Neben den Dimensionen d = 2 und d = 3, fiir die
wir die Konsistenz der Schitzer gezeigt haben, betrachten wir noch den Fall d = 5. Als
Stichprobengréfe wihlen wir n = 200 und n = 1000.

Als erstes beschiftigen wir uns mit dem Schitzer 4, ;. Um einen ersten Eindruck des
Schitzers zu erhalten, sind in den Abbildungen 5.1 und 5.2 die Ergebnisse einer Schitzung
fiir die Frank und Gumbel-Hougaard Copula dargestellt. Durch die Erh6hung der Anzahl
der Beobachtungen werden die Schitzer genauer. Dies steht in Einklang mit der bewiese-
nen Konsistenz des Schitzers im 2- und 3-dimensionalen Fall. Auch im 5-dimensionalen
Fall, in dem die Konsistenz von der Frage abhéngig ist, ob eine Archimedische Copula
eindeutig durch ihre Kendall Verteilungsfunktion bestimmt ist, liefert der Schétzer dhnlich

Tab.5.1: Archimedischer Erzeuger, Inverse und Parameterbereich der Frank und Gumbel-Hougaard Familie.

Familie Yo (x) 96(») 6 c
Frank In(ie7(e7f = 1) ~In($55) (o) {0)
Gumbel-Hougaard e v (—1Iny)® [1,00)
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5 Simulation

Tab.5.2: Beziehung zwischen Kendalls Tau und dem Parameter 6 der Frank und Gumbel-Hougaard Familie. D ist die Debye Funktion
1. Ordnung, definiert durch D (0) = %foe Ldt.

el —1

Familie T
Frank 11— 41_DT](9)
Gumbel-Hougaard %

gute Ergebnisse. Weiter ist zu beobachten, dass die Schitzer mit zunehmender Dimension
glatter werden.

Um aussagekriftige Ergebnisse zu erhalten, reicht jedoch eine einmalige Durchfiihrung
der Schitzung nicht aus. Daher erhthen wir im Folgenden die Anzahl der Durchfiihrungen.
Wir berechnen den maximalen Abstand von 4,, ; zur wahren Funktion Ay, definiert durch

sup [Ay(w) = Apa(w)|.
we(0,1]

Wir fithren die Schitzung mit insgesamt 10000 zufillig erzeugten Stichproben durch und
erhalten damit eine empirische Verteilungsfunktion des maximalen Abstands, die wir mit
F; bezeichnen. Die empirischen Verteilungsfunktionen sind in den Abbildungen 5.3 und
5.4 fiir die Frank und Gumbel-Hougaard Copula dargestellt. Die vorherigen Ergebnisse der
einmaligen Durchfiihrung bestitigen sich hier. Durch die Erhhung der Anzahl an Beob-
achtungen verschieben sich die empirischen Verteilungsfunktionen nach links, das heif3t es
erhoht sich die Wahrscheinlichkeit, dass der maximale Abstand hochstens einem vorgebe-
nen Wert entspricht. Dies steht in Einklang zur Konsistenz. Eine weitere Beobachtung ist,
dass sich die empirischen Verteilungsfunktionen bei fester Anzahl an Beobachtungen mit
steigender Dimension ebenfalls nach links verschieben.

Als zweites betrachten wir den Schitzer C, 4. Um einen ersten Eindruck des Schitzers im
2-dimensionalen Fall zu erhalten, vergleichen wir in Abbildung 5.5 die Konturdiagramme
der zugrundeliegenden Archimedischen Copula mit den Konturdiagrammen der geschitz-
ten Archimedischen Copula fiir die Frank und Gumbel-Hougaard Copula. Die Schitzer
basieren dabei auf derjenigen Stichprobe, mit der auch die entsprechenden Schitzer fiir Ay,
in den Abbildungen 5.1 und 5.2 konstruiert wurden. Wie zu erkennen ist, verbessert sich
die Genauigkeit der Schitzung mit steigender Anzahl an Beobachtungen.

Jedoch miissen wir auch hier wieder auf eine gro3ere Anzahl an Durchfiihrungen zuriick-
greifen, um aussagekriftige Ergebnisse zu erhalten. Wir berechnen den maximalen Ab-
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5 Simulation

stand von C,, 4 zur zugrundeliegenden Archimedischen Copula Cy, 4, definiert durch

sup |Cya(u) = Coa(u)|.
ucl0,1)4

Wir fithren die Schitzung fiir den 2-dimensionalen Fall mit insgesamt 3000 und fiir den
3-dimensionalen Fall mit insgesamt 2000 zufillig erzeugten Stichproben durch und erhal-
ten damit eine empirische Verteilungsfunktion des maximalen Abstands, die wir mit Hy
bezeichnen. Die empirischen Verteilungsfunktionen sind in den Abbildungen 5.6 und 5.7
fiir die Frank und Gumbel-Hougaard Copula jeweils fiir den 2- und 3-dimensionalen Fall
dargestellt. Wie zu erkennen ist, erhoht sich auch hier mit steigender Anzahl an Beobach-
tungen die Wahrscheinlichkeit fiir kleinere maximale Abstéinde.
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5 Simulation

(=3
g |
o
[Te}
o
S
[l
o
—
=
z
3
’<f n
= <]
z ¢
<
o
&
o
[
[Tel
&
o
[l
T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0
w
(a) n=200,7=0.25
o
g |
o
[Te}
o
S
[l
o
—
3
B
3
’<f n
= <]
z ¢
<
o
&
o
[
[Te}
&
o
[l
T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0

(¢) n=1000,7=0.25

Abb.5.1: Schiitzer A, 4 fiir die wahre Funktion Ay, der Frank Copula.
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Abb.5.3: Empirische Verteilungsfunktionen des maximalen Abstands des Schitzers A, 4 zur wahren Funktion Ay, der Frank Copula.
Die empirischen Verteilungsfunktionen wurden jeweils anhand von 10000 zufillig erzeugten Stichproben berechnet und sind
fir d = 2,3,5 jeweils in rot, blau und griin eingezeichnet.
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Abb.5.4: Empirische Verteilungsfunktionen des maximalen Abstands des Schitzers 4,, 4 zur wahren Funktion A4, der Gumbel-Hougaard
Copula. Die empirischen Verteilungsfunktionen wurden jeweils anhand von 10000 zufillig erzeugten Stichproben berechnet
und sind fiir d = 2,3, 5 jeweils in rot, blau und griin eingezeichnet.
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Abb.5.5: Konturdiagramme des Schitzers C, » fiir T = 0.25 und die Niveaus 0.1,0.2,...,0.9. Das Konturdiagramm der wahren Copula
ist in schwarz und das Konturdiagramm der geschitzten Copula in rot eingezeichnet.

57



5 Simulation

1.0

0.8
1

Ha(x)
0.6
Ha(x)

0.2 0.4
1

0.0

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00

(a) Frank, 7 =0.25

0.01 0.02 0.03 0.04

(b) Frank, T=0.5

0.05

1.0

0.8

Ha(x)
0.6
Hy(x)
0.6
1

0.4
0.4

0.2
1
0.2
|

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00

(¢) Gumbel-Hougaard, T =0.25

Abb.5.6: Empirische Verteilungsfunktionen des maximalen Abstands des Schitzers C, > zur zugrundeliegenden Archimedischen Co-
pula Cy . Die empirischen Verteilungsfunktionen wurden jeweils anhand von 3000 zufillig erzeugten Stichproben berechnet

und sind fiir n = 200, 1000 jeweils in rot und dunkelrot eingezeichnet.
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Abb.5.7: Empirische Verteilungsfunktionen des maximalen Abstands des Schitzers C, 3 zur zugrundeliegenden Archimedischen Co-
pula Cy 3. Die empirischen Verteilungsfunktionen wurden jeweils anhand von 2000 zufillig erzeugten Stichproben berechnet

und sind fiir n = 200, 1000 jeweils in blau und dunkelblau eingezeichnet.
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6 Ausblick

Erst kiirzlich wurde festgestellt, dass eine Archimedische Copula gerade die Uberlebens-
copula einer Simplexverteilung ist, deren Radialvariable an der Stelle O keine Masse hat.
Diese Charakterisierung hat es uns ermdglicht, durch eine Rekonstruktion der Radialva-
riable einen nichtparametrischen Schitzer einer Archimedischen Copula zu konstruieren.
Im 2- und 3-dimensionalen Fall wurde die Konsistenz des Schitzers bewiesen. In die-
sem Zusammenhang ist eine zu verfolgende Fragestellung, ob eine Archimedische Copula
in beliebiger Dimension eindeutig durch ihre Kendall Verteilungsfunktion bestimmt wird.
Ein Beweis dieser Vermutung wiirde uns direkt die Konsistenz unabhingig von der Dimen-
sion liefern. An dieser Stelle wire es zudem lohnenswert, das asymptotische Verhalten des
Schitzers ndher zu untersuchen.

Unser hergeleiteter Schitzer ist per Konstruktion eine Archimedische Copula, selbst dann,
wenn den Daten keine Archimedische Copula zugrunde liegt. Daher wire das Verhalten
des Schitzers in genau diesen Fillen ein weiterer interessanter Aspekt.

Ein oft genannter Nachteil von Archimedischen Copulas ist, dass sie ein gewisses Mal} an
Symmetrie insofern beinhalten, als dass sie invariant unter der Permutation ihrer Argumen-
te sind. Um dieses Problem zu umgehen, verallgemeinern McNeil und Neslehové (2010)
Archimedische Copulas zu Liouville Copulas, die die Uberlebenscopulas von Liouville
Verteilungen sind. Schitzer fiir diese Klasse von Copulas sind bisher nicht bekannt.
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