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Einleitung

Mischungsmodelle bieten die Moglichkeit Datensétze bestehend aus mehreren Populatio-
nen iiber ein gemeinsames Modell zu beschreiben. Dabei wéhlt man fiir jede Population
(wir sprechen ab hier von Komponenten der Mischung) die Wahrscheinlichkeit fiir ihr
Auftreten und eine spezielle Verteilung. Die Verteilungsfunktion des Mischungsmodells
ergibt sich dann schlielich iiber die gewichteten Verteilungsfunktionen der einzelnen
Komponenten. Fiir die Modellwahl sind bei vorliegenden Stichproben drei zentrale Fra-

gestellungen zu kléaren bzw. zu beachten:
1. Wieviele Komponenten besitzt das Mischungsmodell?
2. Welcher Abhéngigkeitstruktur unterliegen die Stichproben?
3. Welche Verteilungsannahmen werden fiir die Komponenten zugrunde gelegt?

Fiir die Verteilungen der Komponenten betrachten wir parametrische Verteilungsfami-
lien mit einem eindimensionalen Parameter, wobei die Verteilungen aller Komponenten
aus der selben Verteilungsfamilie stammen sollen. Beispiele sind die Poisson-, Binomial-
(mit fester Versuchsanzahl) oder Normalverteilung (mit fester Standardabweichung oder
festem Erwartungswert). Unter dieser Annahme werden wir uns in dieser Arbeit mit der
ersten Fragestellung beschéftigen. Genauer betrachten wir Testverfahren, die die Hypo-
these einer gewissen Anzahl von Komponenten untersuchen. Beziiglich der Abhéngigkeit
betrachten wir dabei unabhéngige sowie markovabhéngige Stichproben.

Im Kontext der Modellwahl wurde der Likelihood Quotienten Test (engl. likelihood-
ratio test LRT) entwickelt. Dieses Verfahren berechnet unter dem groferen und dem
kleineren Modell die Maximum Likelihoodschétzer (engl. mazimum likelihood estima-
tors MLE) und betrachtet anschlieffend die Differenz der logarithmierten Dichten beider
Schatzungen. Unter gewissen Bedingungen lésst sich zeigen (vgl. [Fer96]), dass wenn die
Stichprobengréfie gegen oo geht, die Teststatistik eines LRT unter der Nullhypothese
x2-verteilt ist. Eine Voraussetzung dafiir ist, dass der Parameter des wahren Modells im

Alternativraum identifizierbar ist. Dies ist in unserem Fall nicht gewéhrleistet, da wir
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unter der Alternative z.B. ein Gewicht gleich Null und den Parameter beliebig wéhlen
konnen. Ein standardméffiger LRT hilft uns also bei der Untersuchung unserer Frage-
stellung nicht weiter.

Um diese Problematik zu l6sen, haben Chen et. al fiir das Testen auf eine bzw. zwei
Komponenten einen modified LRT (MLRT) entwickelt (vgl. [CCKO01] bzw. [CCKO04]).
Grundidee ist es beliebig kleine Gewichte fiir die Komponenten zu verhindern und so
Konsistenzaussagen iiber die Parameter der Mischung zu ermoglichen. Im zweiten Kapi-
tel dieser Arbeit werden wir diesen Test fiir das Testen zweier Komponenten betrachten.
Wir werden dabei auf die Herleitung der asymptotischen Verteilung der Teststatistik
eingehen und die praktische Umsetzung des Tests beschreiben. Ferner fithren wir fiir
Mischungen aus normalverteilten Zufallsvariablen mit festem Erwartungswert Simula-
tionen durch. Eine wesentliche Annahme dieses Tests ist, dass die Zufallsvariablen un-
abhéngig voneinander verteilt sind. Diese Annahme verhindert die Anwendung des Tests
in allen Situationen, bei denen wir Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Zufallsvaria-
blen beobachten. Da Hidden Markov Modelle die Mdéglichkeit bieten Mischungen mit
Abhéngigkeit zu modellieren, verallgemeinerten Dannemann und Holzmann den MLRT
fiir diese Modellklasse (vgl. [DHO8]). Sie zeigten, dass die Resultate beziiglich der asym-
ptotischen Verteilung der Teststatistik des MLRT auch noch beim Zugrundelegen eines
Hidden Markov Modells gelten. Diese Verallgemeinerung werden wir im zweiten Teil
von Kapitel 2 betrachten. Auch hier gehen wir auf die Herleitung der asymptotischen
Verteilung der Teststatistik ein und fiithren Simulationen durch.

Mit Hilfe des MLRT koénnen wir nun die Hypothese von zwei gegen mehrere Komponen-
ten untersuchen. Falls wir hier die Nullhypothese verwerfen, kénnen wir erstmal keine
weiteren Aussagen iiber die Anzahl der Komponenten treffen, aufler dass sie grofier ist
als zwei. Um diese Liicke zu schliefen, wurde ein EM-Test entwickelt (vgl. [CLO09]).
Hiermit kénnen wir fiir ein beliebiges my € N die Nullhypothese von my Komponenten
untersuchen. Wir werden im dritten Kapitel dieser Arbeit ndher auf dieses Verfahren
eingehen. Auch bei diesem Test ist die Unabhéngigkeit wieder eine Annahme. Es stellt
sich daher die Frage, ob wir auch hier eine Verallgemeinerung auf Hidden Markov Mo-
delle durchfiihren kénnen. Dieser Fragestellung werden wir im zweiten Teil von Kapitel
3 simulationsbasiert nachgehen.

Im nun folgenden ersten Kapitel gehen wir zunéchst formal auf Mischungsmodelle ein.
Auflerdem betrachten wir Verfahren fiir die Berechnung von Maximum Likelihood-
schitzern in dieser Modellklasse und erlautern die Grundlagen von Hidden Markov Mo-
dellen.



1 Grundlagen

1.1 Mischungmodelle
Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition von Mischungsmodellen:

Definition 1.1 (Mischungsmodell engl. mizture model). Sei f (-, #) eine Dichte beziiglich
dem o-endlichen Maf§ ¢ mit Parameter § € © und G : © — [0, 1] eine diskrete Vertei-

lungsfunktion mit

k
G(0) == m 1(6; <0),
j=1
wobei 0y, ...,0, € © und 7; > 0 mit 25:1 m; = 1 die jeweils zugehorigen Gewichte sind.

Das eigentliche Mischungsmodell wird nun durch die Dichte

F@iG) = [ f2.0)dG(0) = 3w, flab) (1)

beschrieben. Im Folgenden bezeichnen wir G als mixing distribution, f als Komponen-

tendichte und 64, ..., 6, als support points.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir uns fiir die einzelnen Komponenten generell auf
Verteilungsfamilien beschrianken, die nur einen reellen Parameter besitzen (© C R) und
bezeichnen stets mit f(x, ) die Dichte der Komponenten. Diese wird als beliebig (unter
gewissen kontextabhéngigen Regularitiatsbedingungen) angenommen. Ein Mischungsmo-
dell mit £ Komponenten wird also durch Angabe der mixing distribution G charakteri-

siert. Die Menge aller mixing distibutions mit £ Komponenten bezeichnen wir mit
k k
M, = {G(@) =Y w0, <0): 0 <. <O,,m;>0,) w= 1}.
j=1 j=1

Folglich entspricht die Menge aller mixing distributions M der Vereinigung aller Mengen
Mk mit k 2 1.
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Da wir uns mit Testverfahren bzgl. der Anzahl der Komponenten beschéftigen, sind wir

formal an folgender Testsitution interessiert:
Hy: G € M,,, gegen Hy : G € M\M,,, fiir mg € N.
Das folgende Beispiel veranschaulicht die Modellklasse der Mischungsmodelle.

Beispiel 1.1. Wir betrachten eine Mischung von zwei normalverteilten Komponen-
ten mit festem Erwartungswert Null und variabler Standardabweichung. Beide Kompo-
nenten sollen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Fiir die Standardabweichungen
wéahlen wir die Werte o7 := 1 und o5 := 2. Eine Zufallsvariable, die nach einem solchen
Modell verteilt ist, folgt also jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.5 entweder einer Verteilung
mit geringerer oder hoherer Standardabweichung.

Wenn f,(-) die Dichte einer normalverteilten Zuvallsvariable mit Erwartungswert Null
und Standardabweichung o beschreibt, so besitzt unser Mischungsmodell die Dichte
0.5 fi(xz) + 0.5 fao(x). Diese Dichte wird in Abbildung 1.1 (a) veranschaulicht. Die Ab-

(a) (b) ()

Abbildung 1.1: Dichte des Mischungsmodells zweier normalverteilter Komponenten

bildungen 1.1 (b) und (c) zeigen die Dichte des Mischungsmodells und jeweils gepunktet

eine der beiden Komponentendichten.

Mischungsmodelle von Normalverteilungen mit festem Erwartungswert und variabler
Standardabweichung werden wir ebenfalls fiir die Simulationen in den Kapiteln zwei
und drei benutzen. Auflerdem werden wir mit diesem Modell die Renditen der Siemens
AG in Abschnitt 3.2.3 untersuchen.
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1.2 Parameterschdtzung bei unabhangigen Stichproben

Angenommen es liegen n unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, ei-
nes Mischungsmodells mit mixing distribution G(-) = 2?21 m; 1(8; <) € Mj und
bekannter parametrischer Verteilungsfamilie der Komponentendichte f(-,60) vor. Sind
wir an einer Parameterschéitzung interessiert, so ist die Maximum Likelihoodschitzung
eine Methode dafiir. Die Idee dieser Vorgehensweise ist die gemeinsame Dichte der be-
trachteten Zufallsvariablen gegeben einer Stichprobe x4, ..., z, iiber die Parameter der
mixing distribution zu maximieren. Wir betrachten nun zwei verschiedene Verfahren um
diesen Schétzer zu berechnen: Zum einen kénnen wir ihn durch direktes Maximieren
der Likelihoodfunktion ermitteln, zum anderen kénnen wir auf den EM Algorithmus

zuriickgreifen.

Direktes Maximieren der Likelihoodfunktion

Im hier betrachteten Fall unabhéngiger Zufallsvariablen ergibt sich die Likelihoodfunk-

tion
n n k
Lo(G @) = fx,  x, (21,0 G) = [ [ f2i: @) = [[ Doy f(i:6)),
i=1 i=1 j=1
wobei @ = (z1,...,x,) die Stichprobe ist. Da diese Werte typischerweise klein sind und

das Multiplizieren zu numerischen Problemen fiithren kann, wird eher die logarithmierte
Likelihoodfunktion

(G @) = log (Lu(G)) = 3 log (Z iy Fwi ej>>

unter den Nebenbedingungen, die durch die Einschriankungen der Komponentenparame-
ter und Gewichte gegeben werden, maximiert. Formal erhalten wir also
Gy = argmax (I,(G | @)) .
GeMy
Im Falle von z.B. normalverteilten Komponenten mit festem Erwartungswert wéren die
Parameter ¢; die Standardabweichungen und somit die Nebenbedingungen 6; > 0 fiir
j=1,...,kund 7; € (0,1) mit Z?Zlﬂj =1

EM Algorithmus

Der EM Algorithmus (EM steht fiir ,,expectation-maximization® und beschreibt die bei-

den Schritte eines Iterationsdurchlaufs) ist ein iteratives Verfahren zur Parameterschitzung
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iiber die Maximum Likelihoodmethode fiir Modelle mit unbeobachtbaren (latenten) Va-
riablen. Wir méchten daher zunéchst kurz erklaren wie man {iber die Einfithrung einer
latenten Variable ebenfalls eine Zufallsvariable X erhalten kann, die einem Mischungsmo-
dell mit mixing distribution G € My, folgt. Zunéchst definieren wir die diskrete Zufalls-
variable S, die Werte in {1,...,k} mit P(S = j) =« fur j = 1,...,k annimmt. Diese
Zufallsvariable ist i.A. nicht beobachtbar. Als néchstes setzen wir nun die Verteilung X
gegeben der Zustand S = j ist eingetreten, indem wir definieren (X |S = j) :~ f(-,0;).

Somit erhalten wir
X =) 1(5S=j)-(X|S=3) Z%f f(5G).

Diese Sichtweise lasst sich natiirlich auch auf die Situation iibertragen, in der wir n
unabhéngige Stichproben des Mischungsmodells vorliegen haben. Hier betrachtet man

dann den bivariaten Prozess (S;, X;)i=1...n, wobei S; jeweils die zu X; gehorige latente

Variable ist und die S; voneinander unabhéngig sind (beim HMM sind die S; abhéngig
und folgen einer Markov Kette). Die folgende Ausfithrung (ausgenommen die Zerlegung
der Probleme im M-Schritt) orientiert sich an [FS06] Kapitel 2. Wir gehen nun auf die
Funktionsweise des EM Algorithmus in diesem Zusammenhang ein und geben zunéchst

die Likelihoodfunktion der kompletten Daten (beobachtbar und latent) an

Lo(G |z, s) = [[ P(Si = 55G) f(x: | Si = 5:;G)

wobel € = (z1,...,x,) bzw. s = (s1,...,s,) die beobachtbaren bzw. nicht beobacht-
baren Werte sind. Fiir den EM Algorithmus ist die logarithmierte Likelihoodfunktion

relevant. Diese ergibt sich zu

n k
(G |x,s) =log (HH 7w fla, 0,7 >

Diese Funktion kann natiirlich nicht wie oben direkt maximiert werden, da die Beob-

n

k
ZI log (7T] f(-rza 9])) )
1 j=1

=

achtung der latenten Variablen nicht méglich und somit I(s; = j) unbekannt ist. Der
EM Algorithmus 16st dieses Problem wie folgt: Zunéchst miissen wir Startwerte fiir die
zu schitzenden Parameter (my,..., 7, 601,...,0;) von G wihlen. Wir bezeichnen diese

mit W](O) und 9](-0) fiir j = 1,...,k bzw. die zugehérige mixing distribution mit G®. Von
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diesen Parametern ausgehend starten wir nun ein iteratives Verfahren, welches in jedem
Schritt den Log-Likelihoodwert vergréfiert. Grundidee dabei ist es die unbeobachtbaren
Werte I(s; = j) durch ihre bedingten Erwartungswerte gegeben den aktuellen Parame-
tern und dem beobachtbaren Datensatz zu schétzen. Von hier ausgehend maximieren
wir anschlieflend jeweils die Parameter der Mischung. Wir geben nun den m-ten Schritt

des Verfahrens an:

1. Berechne fir i =1,...,nund j=1,...,k

(m—1) (m—1)
(m) . _ R (m—1)\ _ o (m—1)\ _ 7Tj f(xu 0] )
DY = B (IS =) |, G ) = P (5, = |, i) = T LEnB

Wir berechnen daher in diesem Schritt gegeben die Stichprobe und den aktuel-

len Parametern die Wahrscheinlichkeit dafiir dass S; = j. Da dies mit dem Er-
wartungswert iiber die Indikatorfunktion iibereinstimmt, nennt man diesen Teil
der Iteration E-Schritt. Somit haben wir (insbesondere zu Beginn bei m=1) eine
Moglichkeit die unbekannten Werte der Log-Likelihoodfunktion durch ihre beding-

ten Erwartungswerte zu ersetzen.

2. Maximiere den bedingten Erwartungswert der Log-Likelihoodfunktion iiber die

Parameter der mixing distribution, d.h.

G = argmax ZZD log (7 f(:z:i,ﬁj))] :

GEM;, i=1 j=1

ist zu berechnen.

Die Maximierung iiber G € M, bedeutet dabei, dass wir k Gewichte, die sich zu
Eins addieren, und k zulédssige support points optimal wihlen. Wir beschreiben im
Folgenden die dazu notige Vorgehensweise. Aufgrund der Struktur der Zielfunktion
kénnen wir dieses Optimierungsproblem in einzelne Teilprobleme zerlegen, was uns
das Berechnen erleichtert:

ZZD( )log flxs,0 ZZD(m log (f(x;,0 —|—Zlog (ZD ) (1.2)
—_——

=1 j=1 =1 j=1
:a(vm)
Diese Aufteilung ist beim direkten Maximieren (vgl. vorherigen Abschnitt) nicht
zuléssig, da der Logarithmus auflerhalb der inneren Summe steht. Daher mussten
wir dort die Parameter gemeinsam in einem Schritt schétzen. Die Gewichte sind

somit nur abhéngig von der zweiten Summe und es gilt

k

J=1
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Lost man dieses Problem erhélt man, dass sich die optimalen Werte iiber

W](m) =n ! ag-m) = n_lzDZn) firj=1,...,k
i—1

berechnen. Sie ergeben sich also {iber den Mittelwert der aktuell geschiatzten Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, dass S; = j (i = 1,...,n). Fir die Schitzung der neuen
support points ist nur noch der vordere Teil aus der Zerlegung in Gleichung (1.2)

relevant. Diesen konnen wir schreiben als

n k n n
> DDy log (f(wi6;)) = Y D" log (f(ws,00)++y_ D log (f(ws,00)).
i=1 j=1 i=1 i=1
Der optimale support point HJ(m) ermittelt sich also unabhéngig von den restlichen

uber

0](-m) ;= argmax ZDEJW) log (f(z,0;))| fuirj=1,... k.
0co —

Die Menge © beschreibt dabei die zulédssige Region der support points. Fiir diese

Schétzung der support points ergeben sich je nach parametrischer Verteilungsfa-

milie unterschiedliche Losungen.

Neben dem Zweck der Maximum Likelihoodschéatzung ist der EM Algorithmus fiir uns

interessant, da er im EM-Test eine wichtige Rolle spielt.

1.3 Hidden Markov Modelle

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, sind der MLRT und der EM-Test Verfahren fiir
unabhéngig identisch verteilte Zufallsgroflen. Um diese Tests auf abhéngige Mischungs-
modelle iibertragen zu konnen, betrachten wir Hidden Markov Modelle (HMM). Wir

definieren daher zunéchst, was wir unter einem solchen verstehen:

Definition 1.2 (Hidden Markov Modell). Sei (S;);en ein stochastischer Prozess mit
Werten in S := {1,...,k}. Gilt fiir i € N und beliebige s1,...,s;, ;41 € S mit P(S; =
SZ‘7...,Sl :Sl) >0

P (Si—‘rl = Si-l—l |Sz = Siy..., Sl = 81) = P<Si+l = Si+1 |Sz = Si) s (13)

so nennen wir diesen Prozess eine Markov Kette. In allgemeineren Modellen wiirde man
einen solchen Prozess als diskrete Markov Kette erster Ordnung mit endlichem Zu-
standsraum bezeichnen. Da wir ausschliellich obigen Fall betrachten, sprechen wir nur

von einer Markov Kette.
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Sei (S;)ien nun eine Markov Kette und (X;);eny ein Prozess von Mischungsmodellen

gemaf
k
j=1
wobei (Zj;),oy filr j € {1,..., k} ein stochastischer Prozess ist, der unabhéngig identisch

verteilt ist gemé&f der Dichte f(-, ;) beziiglich dem o-endlichen Ma8 pi. Wie im Uberblick
der Arbeit erwihnt, lassen wir fiir 6, nur eindimensionale, reellwertige Parameter zu.
Wir nennen den bivariaten Prozess (X;,S;);.y €in Hidden Markov Modell, wobei nur
der Prozess der X; beobachtbar ist.

Anmerkungen und Annahmen zur Markov Kette des Modells

Generell mochten wir uns vom iid Mischungsfall nicht zu weit entfernen. Genauer soll
nur die Unabhéngigkeit der beobachtbaren Variablen aufgegeben, aber die Stationaritét
beibehalten werden. Daher betrachten wir nun zunéchst einige Eigenschaften der Markov
Kette, die uns dann Riickschliisse beziiglich der beobachtbaren Variablen des HMM
zulassen.

Wir gehen davon aus, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov Kette un-
abhéngig von Index ¢ € N sind und sie somit zeitlich homogen ist. Fiir die Markov Kette

(S;)ien bezeichnen wir die Einperiodeniibergangsmatrix mit
(D) =P (Sipa=1]Si =) firl,j €S,

und mit u(i) = (P(S; =1),..., P(S; = k)) die unbedingte Verteilung des Zustands zum
Zeitpunkt i. Legen wir nun noch die Verteilung des ersten Zustands w(1) fest, so haben
wir den Prozess eindeutig charakterisiert. Denn da per Annahme die Markov Kette

zeitlich homogen ist und endlichen Zustandsraum besitzt, gilt
u(i+1)=u()T. (1.4)

Wir nehmen weiter an, dass die Markov Kette irreduzibel ist. Diese Eigenschaft bedeutet
anschaulich, dass von einem beliebigen Zustand aus jeder Zustand erreichbar ist und wir

somit die Markov Kette nicht in zwei getrennte Ketten teilen kénnen.

Beispiel 1.2 (Irreduzibilitiit). Betrachten wir die zwei Markov Ketten mit den Ubergangs-

matrizen
0.5 0.3 0.2 0.5 0.5 0
I'h:=104 0.6 0 |, I's:=10.5 0.5 0
0.5 0 0.5 0 0
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und beliebigen Startverteilungen, so ist die Markov Kette mit Ubergangsmatrix I'; irre-
duzibel, da wir von Zustand eins jeden direkt und von Zustand zwei und drei jeweils iiber
den ersten Zustand jeden erreichen konnen. Im Gegensatz dazu ist die zweite Markov
Kette nicht irreduzibel.

Da wir nur Markov Ketten mit endlichem Zustandsraum betrachten, liefert uns die
Annahme der Irreduzibilitit, dass jeder Zustand und somit die Markov Kette positiv
rekurrent ist (vgl. [MS05, Satz 9.28]). Dabei bedeutet der Zustand s ist positiv rekurrent:
Mit Wahrscheinlichkeit eins kehren wir unendlich oft zu s zuriick (rekurrent) und die
erwartete Riickkehrzeit ist endlich (positiv rekurrent).

Die Irreduzibilitat und positive Rekurrenz stellen nun die eindeutige Existenz einer sta-

tiondren Verteilung d mit
k
§=06T, wobei § = (0,...,0x), » 0;=1
j=1

sicher (vgl. [MS05, Satz 9.36]).

Ferner nehmen wir an, dass die Markov Kette aperiodisch ist, d.h. jeder Zustand besitzt
eine positive Wahrscheinlichkeit im Zustand zu verweilen (I'y; > 0 fiir alle [ € §). Diese
zusétzliche Annahme liefert uns einerseits, dass die Markov Kette ergodisch ist und an-
dererseits konvergiert die Verteilung der Markov Kette fiir eine beliebige Startverteilung
gegen die stationédre Verteilung d (vgl. [MSO05, Satz 9.47]).

Wir starten die Markov Kette mit dieser Verteilung d, d.h. (1) := 8. Dies ist wegen
angesprochener Konvergenz keine starke Einschrankung. Wir erhalten nun wegen (1.4)
induktiv, dass die unbedingte Verteilung fiir jedes i € N konstant gleich & ist. Uberdies
hinaus ist die Markov Kette sogar ein stationdrer Prozess (vgl. [MS05, Satz 9.32]). Ins-
gesamt ist somit die Verteilung des Prozesses in unserem Fall eindeutig durch Angabe

von I' charakterisiert.

Eigenschaften eines HMM

Beschreiben wir ein HMM wie in Definition 1.2 festgelegt, so beobachten wir zunéchst,
dass X; nur abhéngt vom aktuellen Zustand der Markov Kette und unabhéngig ist von

der restlichen Vergangenheit bis zum Zeitpunkt ¢ — 1, d.h. es gilt

(X, 1S1,...,8) Y (X, 15)).

10
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Dieser Zusammenhang ist giiltig, weil X; so gesetzt wurde, dass (X; |S;) in Verteilung

mit Zg,; iibereinstimmt. Genauer gilt

Ferner wurden die Z;; als unabhéingig angenommen und daher sind die beobachtbaren
Variablen bis Xji,..., X; gegeben der Vergangenheit der Markov Kette o (Si,...,S5;)
ebenfalls unabhéngig voneinander, geméf Gleichung (1.5), verteilt. Diese Beobachtung
bedeutet, dass wir in unserem Modell die komplette Abhéngigkeitsstruktur der beob-
achtbaren Variablen nur iiber die Markov Kette modellieren.

Als néchstes gehen wir noch kurz auf die unbedingte Verteilung einer einzelnen beob-

achtbaren Variable ein. Generell konnen wir

k
Xi= 1gs—y - (Xi|Si =)
j=1
schreiben und erhalten somit, dass X; die Dichte > 7", P(S; = j) - f(-,0;) besitzt. Da
wir die Markov Kette mit der stationdren Verteilung & starten, gilt nun

Xi~ Y 05 f(-0y) fiir alle i € N.
j=1
Somit ist X; fiir alle ¢ € N nach demselben Mischungsmodell verteilt. Ferner iibertragt
sich sogar die Stationaritit der Markov Kette aufgrund der zeitlichen Homogenitat auf

die beobachtbaren Variablen und macht auch sie zu einem stationaren Prozess.
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2 Test auf zwei Komponenten

In diesem Kapitel wird fiir den Fall mg = 2, d.h. Test auf zwei Komponenten, zunéchst
ein modifizierter Likelihood Ratio Test fiir unabhéngige Stichproben vorgestellt. An-
schliefend betrachten wir eine Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle. Als Ergebnis
wird sich herausstellen, dass trotz der Abhéngigkeitsstruktur des HMM die Teststatis-

tiken unter H, asymptotisch die gleiche Verteilung aufweisen.

2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich mafigeblich an einer Arbeit von Chen et.
al (vgl. [CCKO04]). Beim MLRT sind die vorliegenden Zufallsvariablen X, ..., X, von-
einander unabhéngig gemafl eines Mischungsmodells (vgl. Definition 1.1) verteilt. Der
Test dient dazu die Hypothese von zwei Komponenten zu untersuchen, so dass hier
Hy: G € My gegen Hy : G € M\ M, getestet wird. Grundsétzliches Ziel ist es nun die
asymptotische Verteilung einer Teststatistk zu berechnen, welche der eines gewohnlichen
LRT &hnelt. Bevor wir auf die asymptotischen Eigenschaften des Tests eingehen, treffen

wir einige Annahmen, die fiir deren Herleitung benotigt werden.

2.1.1 Annahmen

Als erstes gehen wir davon aus, dass der Parameterraum der Komponentendichten f

k
eine kompakte Teilmenge der reellen Zahlen ist, d.h. © Cp R. Weiterhin treffen wir

die Annahme, dass eine mixing distribution G € M identifizierbar ist, so dass fiir

Gl, G2 € MQ gllt
Fla;Gh) = f(2;Ga) pfs. = G1(0) = Go(0) V 0 € ©. (2.1)

Um spéter die asymptotische Verteilung der (bisher nicht definierten) Teststatistik, ge-

geben Hj, berechnen zu konnen, gehen wir weiterhin davon aus, dass die wahre mixing
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

distribution G in M liegt und definieren sie durch
G0(9> = T [(901 S 9) + (1 - ’/Tg) [(902 S 9) (22)

mit 0y; < O und mo € (0,1). Sdmtliche Erwartungswerte werden in diesem Kapitel

(wenn nicht explizit anders erwihnt) bzgl. der Dichte

f(x;Go) =m0 f(x,001) + (1 —mo) f(z,002)

berechnet.

Annahme 2.1 (Integrierbarkeits- bzw. Konsistenzbedingungen). Die Komponenten-
dichte f(x, ) bzw. die wahre Dichte der Mischung erfiillen die Bedingungen, die Leroux
(vgl. [Ler92a)) fordert. Somit gilt insbesondere

1. f(z,0) < h(z), wobei h stetig ist, § € © beliebig und es gilt E (|log(h(X)]) < oo
2. E ([log(f(X,0))]”) < oo fiir 6 € O beliebig und [z]” := max {—z, 0}.

Mit der Annahme der Stetigkeit (vgl. Annahme 2.2) erhalten wir dank Annahme 2.1

spater die Konsistenz des Maximumlikelihood Schétzers.

Annahme 2.2 (Glattheit). Der Trager von f(x,#) ist unabhéngig von 6 und f(x,#) ist

dreimal stetig differenzierbar nach 6.

Wir definieren nun fiir ¢ = 1,...,n einige Groflen, die spéter fiir die Herleitung der
asymptotischen Verteilung der Teststatistik benttigt werden. Die Ableitungen sind dabei

wieder nach 6 zu verstehen.

f(X5,0) — f(X5, 0;)

Yi;(0) = 705 Go) fir j =1,2 (2.3)
/ L f/(lee) " — f//(Xi70> 11 — f”/(Xi79>
A' — f(Xm 901) - f(Xza 602)
v f(Xy; Go)

Da die X; unabhéngig identisch verteilt sind, gilt dies auch fiir die Zufallsvektoren
(Ai, Y/ (001), Y/ (002), Y/ (601), Y (0o2)) -

Wir treffen nun fiir die zugehorige Kovarianzmatrix die folgende Annahme:

13



2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Annahme 2.3 (Positive Definitheit der Kovarianzmatrix).
2= COV (A1, Y] (001), Y{(602), Y1"(01), Y1"(6o2))
ist positiv definit.

Diese Annahme stellt sicher, dass die quadratische Form iiber diese Matrix (d.h. v#Xt

fiir ¢ € R%) eine Norm definiert.

Annahme 2.4 (Gleichméfige Beschrénktheit). Es existiert eine integrierbare Funkti-
on g (d.h. E(]g(X)]) < co) und ein § > 0, so dass |Y;;(0)[*T° < g(X;), |Y/(0)] <
g(Xa),Y(O)F < g(Xi) und [Y"(6)]° < g(X;) fiir alle 6 € ©.

Nach Chen und Li (vgl. [CL09]) impliziert Annahme 2.4, dass fiir eine Folge von zufélligen

Parametern 6,,, die stochastisch gegen ein 6y € © konvergiert
W2 STV (6,) = Op(1) (25)
i=1

gilt.

Wir gehen nun in diesem Abschnitt davon aus, dass die bisher formulierten Annahmen
stets erfiillt sind. Die Erste wird fiir die Konsistenz des modifizierten Maximum Like-
lihoodschétzers benotigt. Die Differenzierbarkeit ist notwendig, da wir spéter in einer
Taylorentwicklung im Beweis zu Lemma 2.7 die Ableitungen, wie in (2.3) und (2.4) defi-
niert, bendtigen. Die vierte Annahme spielt eine entscheidende Rolle bei der Herleitung

der Ordnung des Fehlers der Taylorentwicklung in Lemma 2.7.

2.1.2 Teststatistik

Im Gegensatz zu einem gewohnlichen LRT wird bei diesem Test nicht der Logarithmus
der Likelihoodfunktion optimiert, sondern eine modifizierte Version, bei der kleine Wer-
te fiir die Gewichte m; bestraft werden. Wir definieren also zunichst die modifizierte
Likelihoodfunktion und anschlieend die Teststatistik.

Definition 2.1 (modifizierte Log-Likelihoodfunktion). Zu einer mixing distribution G' €
M, mit k € N ist die gewohnliche Log-Likelihoodfunktion gegeben durch

14



2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Wir bezeichnen weiter mit
k
pen(G) := Cj, - Z log (k) (2.6)
j=1

den Penaltyterm und definieren hiermit schliefilich die modifizierte Version der Log-
Likelihoodfunktion iiber
l.(G) :=1,(G) + pen(G), (2.7)

wobei C}, eine beliebige positive Konstante ist. Entsprechend dieser Definition bezeichnen
wir mit

G®) = argmax 1,(G)
GeMy

den modifizierten Maximum Likelihoodschétzer fiir G iiber M,,.

Es stellt sich nun die Frage, warum man eine modifizierte Version der Log-Likelihoodfunktion
betrachten sollte. Der Sinn dahinter ist, dass eine Schéitzung 7;, welche beliebig klein
werden kann, fiir den zugehorigen Schitzwert des Parameters 5] beliebige (zuldssige)
Werte ermoglicht und somit die Konsistenz von 5] verhindert. Im folgenden Abschnitt
iiber Konsistenz werden wir sehen, dass die modifizierte Log-Likelihoodfunktion und
die zusétzlichen getroffenen Annahmen zu konsistenten Schétzern fithren. Gerade diese
Konsistenz wird uns ermoglichen den fiinften Teil von Satz 2.5 zu folgern (stochastische
Konvergenz der Momente). Dieses Resultat wird letztendlich eine wichtige Bedeutung
fiir die Herleitung der asymptotischen Verteilung der Teststatistik haben. Diese definie-
ren wir nun wie folgt (das bisher unbekannte k&* wird direkt nach der Definiton néher

erldutert):

Definition 2.2 (Teststatistik). Fiir ein bel. £ > k*, die StichprobengréBe n € N und
die modifizierten Maximumlikelihood Schitzer G := G® und @0 .= G@ definieren wir

die Teststatistik durch
R,:=2- (ln(G) - ln(Go)) . (2.8)

Wir werden nun begriinden, wie die untere Schranke k* fiir k£ zu wéahlen ist. Dazu betrach-
ten wir Darstellungen von GGy im Raum M. Unter einer Darstellung von G verstehen
wir eine mixing distribution aus My, die fiir alle € © mit G iibereinstimmt. Generell
findet man unendlich viele solcher Darstellungen: Es muss r; € {1,--- ,k — 1} mal der
support point 6y; vorkommen mit Gewichten, die in Summe mit 7 {ibereinstimmen.
Auflerdem miissen ro € {1,--- ,k — 1} mit fyy iibereinstimmen und aufsummierte Ge-

wichte von 1 — 7y aufweisen. Die restlichen support points konnen beliebig sein, miissen
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

aber alle Gewichte von Null haben. Eine Darstellung ist fiir uns optimal, wenn sie einen
betragsméflig moglichst kleinen Penaltyterm besitzt. Wie wir dazu die support points
und Gewichte wihlen miissen, ist erstmal unklar und wird daher im Folgenden bespro-
chen.

Unser Ziel ist es, fiir festes natiirliches k grofier zwei (spéter sogar groBer gleich vier - fiir
diese erstmal allgemeine Betrachtung geniigt uns k > 2) eine Darstellung zu finden, die
einen betragsmafig moglichst kleinen Penaltyterm besitzt. Penaltyterme sind immer ne-
gativ und somit bedeutet diese Wahl eine minimale Strafe. Eine betragsmé&flig moglichst
kleine Wahl bedeutet also hier den grofitmoglichen Wert zu finden. Wir kénnen also
direkt Gewichte, die gleich Null sind, ausschlieffen, da diese der Maximierung des Penal-
tyterms im Wege stiinden. Eine optimale Darstellung von GGy muss also r support points
Qgrep ) haben, die gleich 0y, sind und k£ — r die mit gy iibereinstimmen. Um die Notation
iibersichtlich zu halten gehen wir davon aus, dass die ersten r support points gleich 6y,
sind. Ferner miissen somit die ersten r Gewichte in Summe mit 7 iibereinstimmen. Um

den Penalty der Darstellung zu maximieren, haben wir also zwei Fragen zu beantworten:

1. Welcher Wert fiir r ist optimal?

2. Wie sind dann die » Gewichte der support points 8y, bzw. die k — r von 6y, zu

wahlen?

Um dieses Problem zu l6sen, halten wir zunéchst r fest und minimieren den Betrag
des Penaltyterms iiber die Wahl der Gewichte. Wir erhalten somit fiir jedes mdogliche
r € {l,...,k — 1} eine optimale Aufteilung der Gewichte. Anschliefend wéhlen wir als

optimales r dasjenige, welches den betragsméflig kleinsten Penalty erzielt.
Lemma 2.3. Sei k € N beliebig grifier zwe.

1. Firre{l,...,k— 1} hat die Darstellung G(()k’r) mit Parameter

o 1—m

o 1—71'0
—_— ., — Oo1,...,001,000,...,0 2.9
( ) ) ) k'—T" 01, , Y01, V02, ) 02> ( )

r r’k—r’
den betragsmdfsig minimal moglichen Penalty unter Darstellungen, die r-mal den

support point 6y, besitzen. Der Penaltyterm hat den Wert

pen <G(()’fv7")) =y [7’ log <%> + (k—r) log (2:?)] .

2. Fir
ro(k) :== argmax pen <G(()k’T)>
re{l,...,k—1}
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

besitzt die Darstellung Gék) = Gék’m(k)) den betragsmdjsig minimal moglichen Pen-

alty unter allen Darstellungen von Go in M.

Beweis. Der Penaltyterm

k
pen(G) = Cy, Zlog(m) = Cylog(my - ... m)
i=1

wird betragsméfig minimal genau dann wenn er maximal wird (da er kleiner gleich Null

ist), was genau dann der Fall ist, wenn
exp(log(my ... 7)) =mp ... - T,

maximal wird. Als Nebenbedingung haben wir 7y + -+ + w1, = 79 und w41 + -+ +
T = 1 — . Wir optimieren nun diese zwei Gruppen von Gewichten mit der jeweiligen
Nebenbedingung getrennt. Also ist das erste Optimierungsproblem: max (7w - .. .- 7,) s.t.

T + - - - + m. = my. Diese Funktion wird unter der Nebenbedingung maximal, wenn wir

die Gewichte gleichméfig aufteilen, d.h. m; = ... 7. = my/r. Analog erhalten wir fiir das
zweite Optimierungsproblem 7,1 = ... 7, = (1 —m9)/(k —7). Fiir diese Gewichte ergibt
sich direkt der obige Penaltyterm. O]

Die optimale Wahl der Darstellung ist also bei festem k nur abhéngig von 7y. Mit diesem
Lemma haben wir nun die Méglichkeit zu jedem k£ € N eine entsprechende optimale
Darstellung ng) anzugeben.

k* aus Definition (2.2) soll nun der kleinstmogliche Wert & sein, so dass bei der optimalen
Darstellung G(()k) jeder der beiden wahren support points mindestens zwei mal vorkommt.

Da ro(k) gerade die Anzahl von support points dy; beschreibt, definieren wir
E* :=min{k : 2 <ry(k) <k —2}. (2.10)

ro(k) und somit auch k* héngen vom wahren Gewicht 7y ab, welches spéter beim Testen
unbekannt ist. Daher muss £* dann auch geschétzt werden.

Im weiteren Verlauf gehen wir davon aus, dass k > k* ist und Gék) gewahlt ist wie in
Lemma 2.3 beschrieben, d.h. den Parameter

( 70 0 1-7'('0 1—71'0
ro(k)” U ro(k) k—ro(k) Tk —ro(k)

79017"'790179025"'7902>

besitzt. Wir bezeichnen die Gewichte der optimalen Darstellung ab jetzt mit W§O). Mit
G und @0 meinen wir die modifizierten Maximum Likelihoodschétzer aus Definition 2.2
und mit (%\1, . ,%k,él, . ,5;;) bzw. (%0,5\01,502) bezeichnen wir den zu G bzw. @0

gehorigen Parameter.
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

2.1.3 Konsistenz

Wie oben bereits erwéhnt, hat die modifizierte Likelihoodfunktion das Ziel kleine Werte
fiir 7; zu verhindern. Das folgende Lemma sagt nun, dass mit beliebig grofier Sicherheit

alle 7; von G asymptotisch groffer Null sind.

Lemma 2.4. Unter den getroffenen Annahmen in Abschnitt 2.1.1 gibt es fir jedes § > 0

ein €5 > 0, so dass
P(%l 265,...,/71:]6285) 21—5‘v’n2n0(5)
15t.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte: Zuerst begriinden wir, warum der
Penaltyterm pen(é), wie in Formel (2.6) definiert, stochastisch beschrénkt ist und an-
schliefend leiten wir daraus die Aussage des Lemmas ab.

Mit G bezeichnen wir den gewohnlichen Likelihoodschitzer aus M und setzen weiter
Y, :=1,(G) — 1,(Gp). Nach Dacunha-Castelle und Gassiat (vgl. [DCG99]) folgt, dass Y,
stochastisch beschrénkt ist. pen(Gék)) kann wegen (2.9) ausgerechnet werden, liegt in

(—00,0) und ist nicht zufillig. Somit gilt auch
_ (k)y _
Y, —pen(Gy’) = Op(1).

Da 7; < 1 sind alle Logarithmen negativ und somit die Penaltyterme kleiner gleich Null.

~

Es geniigt somit fiir die stochastische Beschrénktheit — pen(G) nach oben abzuschétzen.
G maximiert die modifizierte Likelihoodfunktion, so dass Zgﬂ)(@) > Zgﬁ)(Gék)) gilt. Ein-
faches Auflosen gemif Definition (2.1) liefert

—pen(G) < 1,(G) — 1,(Go) — pen(GYY).
Da G der Maximum Likelihoodschétzer ist, gilt I,(G) < [,(G) so dass wir

—pen(G) <Y, — pen(G)

erhalten, was nun pen(G) = Op(1) liefert. Die Penaltyterme sind negativ und daher gilt

|pen(G)| = —C% Z?Zl log(7;). Aufgrund der stochastischen Beschrianktheit existieren
nun fiir beliebiges § > 0 Konstanten M (§) > 0 und ng(d) € N, so dass

k
P (— Zlog(ﬁi) > M(5)> < 0 fiir alle n > ng(0).

=1
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Aus dieser Ungleichung lasst sich folgern, dass

P(%l > MO 7> e_M(‘S)) >1-9.

Y

M(5)

Setzt man nun £(6) := e~ ®) g0 erhdlt man die Behauptung. O

Als néchstes zerlegen wir nun unsere geschétzte mixing distribution G. Dazu definieren
wir zunéchst 6y miq = (6o1 +602)/2 und setzen 7 := G (00, mia)- Somit ist 7 die Summe von
Gewichten 7;, deren Komponentenparameter 5] kleiner gleich 6y ,,;q sind. Die zugehorige

Indexmenge bezeichnen wir mit J und kénnen nun G zerlegen iiber

G0) =7 G1(0) + (1 —7) Ga(0), (2.11)
wobei
Gi(0) = 7 1(6; < 0) (2.12)

also eine mixing distribution bestehend aus Komponentenparametern é\] < 0y mia ist. Die
entsprechenden Gewichte %;k miissen dabei umnormiert werden, so dass @1(90,mid) =1
gilt, d.h. 7} 1= 7; /7. Fiir G5(#) wihlt man dementsprechend die restlichen Komponen-
tenparameter ¢; und normiert entsprechend die zugehdrigen Gewichte um.

Wir werden nun zeigen, dass G gegen die optimale Darstellung von G, konvergiert. An-
schaulich bedeutet das, dass G asymptotisch nur drei entscheidende Parameter besitzt.
Es gibt erstens eine Gruppe von support points, die in Wahrscheinlichkeit gegen 6y,
konvergieren, zweitens haben sie zugehorige Gewichte, welche in Summe gegen 7, kon-
vergieren und drittens laufen die restlichen support points gegen 6o (gemeint ist hier

jeweils Konvergenz in Wahrscheinlichkeit).

Satz 2.5 (Konsistenz). Setzt man G(0) = I(6y < 0), | = 1,2, so gelten unter den
getroffenen Annahmen in Abschnitt 2.1.1 die folgenden Aussagen:

1. 7 = 70| = op(1)

2. |G1(0) — Gy(0)] = op(1), I = 1,2 und oy # 0 # Oy

3. 16; — b1 | = op(1) fiir j € J und |0; — o] = op(1) fiir j € {1,..., k}\J.
o |7y =m0 = 0p(1) fiir alle j =1,....k

5. [0 — Ol dGy(8) = op(1) mit r >0 und | = 1,2

19



2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Beweis. Aufgrund der getroffenen Annahme 2.1 ergibt sich die Konsistenz des modifi-
zierten Maximum Likelihoodschétzers G in dem Sinne, wie sie von Leroux in [Ler92a]
definiert wird, d.h. mit Wahrscheinlichkeit eins konvergiert die geschéitzte mixing distri-
bution G punktweise an jeder Stetigkeitsstelle von Gy gegen die wahre mixing distribu-

tion Go. Wir erhalten also, dass fast sicher gilt:
G(0) 5 Go(8) fiir b1 # 0 # Ogs. (2.13)

00,mid, wie im Kontext der Zerlegung von G definiert, ist eine Stetigkeitsstelle von Gy,
so dass wir umittelbar
T = @(90,mid) £> G0<90,mid> = To
beobachten, womit die erste Behauptung gezeigt ist.
Ferner gilt fiir 6 < 0y mia, 0 7 001

Gi(0) =717 G1(0) =7 G(0) 5 7y Go(0) = my ' o G1(6) = G4(6).

Da auflerdem

G1(0) = G1(6) = 1 fiir § > Oy pmia
ist die zweite Behauptung fiir [ = 1 gezeigt. Der Fall [ = 2 verlauft vollig analog, und
somit konnen wir an dieser Stelle die zweite Behauptung insgesamt folgern.
Dank Lemma 2.4 kénnen wir davon ausgehen, dass alle Gewichte 7; von G echt grofer
Null sind. Aufgrund der Giiltigkeit von Behauptung zwei bzw. (2.13) wire es also nur
moglich, dass ein support point 5] nicht gegen einen der wahren Parameter 6y; oder 6y,
konvergiert, falls das zugehorige Gewicht gegen Null konvergiert. Dieser Fall wir nun
aber gerade durch Lemma 2.4 ausgeschlossen. Daher folgt aus der zweiten Behauptung
bzw. aus (2.13) direkt die Dritte.
Die erste und dritte Aussage bedeuten also, dass G gegen eine Darstellung von G kon-
vergiert. Erstmal unklar ist, wie viele support points von G gegen 6y, konvergieren, d.h.
wie die Indexmenge J asymptotisch aussieht. Da G die modifizierte Likelihoodfunktion
l,(-)+pen(-) optimiert und alle Darstellungen denselben Likelihoodwert aufweisen, wird
G gegen eine Darstellung mit betragsméfig moglichst kleinem Penaltyterm konvergieren.
Diese ist unsere optimale Darstellung Gék). Die Anzahl der Elemente in J konvergiert
also gegen (k) und alle Gewichte von G konvergieren somit stochastisch gegen die der
Darstellung G(()k), d.h. 7; £ 7TJ(-0).
Gleichung (2.14) zeigt die fiinfte Behauptung exemplarisch fiir [ = 1 und beendet somit

den Beweis
/|0—001|TdG1(9) =Y 716, — bo|” = op(1). (2.14)
i€t =op(1) wg. 3.
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Der Stern an %]* deutet dabei an, dass die Gewichte umnormiert werden mussten. O

Besonders die fiinfte Aussage des Satzes wird im folgenden Kapitel eine wichtige Rolle
spielen, denn genau solche Terme tauchen hier in Restgliedern von Taylorentwicklungen

auf und helfen somit die asymptotische Vernachléssigbarkeit zu beweisen.

2.1.4 Asymptotische Verteilung der Teststatistik

In diesem Abschnitt werden wir die asymptotische Verteilung der Teststatistik R,, her-

leiten. Dazu zerlegen wir zundchst R, (vgl. (2.8)) geméB
R, = Ry, — R0n7

wobei Ry, =2 (zn(@) - ln(G0)> und R, =2 - (zn(éo) - ln(G0)>.
Im ersten Schritt werden wir nur Ry, betrachten und mit Hilfe einer Taylorentwicklung

dessen Grenzverhalten naher untersuchen.

Definition 2.6. Wir definieren nun die folgenden Groflen:

F(Xi;G) — £(X3; Go)

0; 1= ,i=1,....n
f(Xi;GO)
My = /(9 — ;)" dG5(9), 1 =1,2,3 und j =1,2
®
iZ: (;T\—Wo,/’/%fl\lll,(l —%) 7/7\112,% %7(1 _%) %)
A, S l) = F(K)

f(Xi; Go)
bi = (Au }/;,<901)7 }/;/(902)7 }/;‘”(901)7 E//(HOQ))/ ) L= 17 sy 1

B:=> bund g = (8;,B;) mit B, € R®
=1
n By | B

B:=) b bjund B= U172 ) it By, € R¥3
: Bay | Boo

C, =25 (bF)’

Die Grofien 7y; und £ wurden in Abhingigkeit von G definiert. Sprechen wir von my;(G)

bzw. von t(G) meinen wir obige Definitionen, jedoch fiir ein beliebiges G € My, d.h.

t(G) = (W(G) — T, 7o mn(G), (1 - 71'0) mlg(G), 0
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wobei wir my;(G) erhalten, indem wir bzgl. G, integrieren und G wieder durch Gy, Gy

darstellen wie in (2.11). Ferner bezeichnen wir die Menge aller ¢(G) mit
T :={t(G)|G € My}.

Von diesen Definitionen ausgehend werden wir nun in einem Lemma zuerst eine asym-
ptotische Grenze von Ry, herleiten und anschliefend zeigen, dass diese Grenze auch

angenommen wird.

Lemma 2.7. Unter den getroffenen Annahmen in Abschnitt 2.1.1 gilt:

= B1B' B, + sup (2 5/275 — flézﬂ) + op(1),

teRY
~1 ~
wobet ,32 = ﬁl2 — ,6/1B1_11B12 und B22 = BQQ — Bngl_llBlg.
Uberblick iiber die Vorgehensweise des Beweises:

52

=1 "4

1. Ausgangspunkt des Beweises ist die Abschédtzung Ry, < 2 0 0 — > -

Zzlz

2. Eine Taylorentwicklung bis zur Ordnung zwei liefert 2y " | 6; = 2 (,B’f + En) mit g, =
op(t BE) + op(1).

3. Die Fehler bei einer Entwicklung fiir den quadratischen bzw. kubischen Teil von
(2.15) sind hochstens von der Ordnung Op(e,,), s.d. Ry, < 2 8t — i Bt + C, +

Op(en).

4. Weil C, = Op(f Bi) gilt Ry, < ?3161713 (2 B't — t'Bt) + op(1). Hiermit folgern wir
Run < BB By + subene (2 Bt — t'§22t> +op(1).

5. Im letzten Schritt zeigen wir dann die Gleichheit.

Beweis. Schritt 1
Zuerst begriinden wir, warum ¢§; bzw. deren Summe eine wichtige Rolle fiir die Untersu-

chung von Ry, spielt. Mit obiger Definition von §; ergibt sich

Ry, =2+ (1(G) ~ 1,(G)) = 2. (Z log(7(X: @) — " log F(X, Go)))
=92. Zlog( ))((“go ) 2. Zlog 1+ 6;).
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Da weiter log(1 + z) < z — 2?/2 + 2*/3 erhalten wir zusammen

n n n 2 n
Rln:2;1og(1+5i)32;@—;53+§;5§. (2.15)

Schritt 2
Als niichstes betrachten wir 6;. Setzen wir fiir G(6) die Zerlegung 7 Gy + (1 —7) Go und

fiir Gy die wahre Form w9 G; + (1 — my) G2 ein, so erhalten wir

T (X5 @1) + (1 =7) f(X5; 62) — 7o f(Xi,001) — (1 —m0) f(Xi, 002)
f(Xz';Go) '

Anschliefiend addieren wir + 7 f (X}, 6p1) sowie + (1 —7) f(Xj, fo2) und erreichen durch

Ausklammern

5@':

f(Xi§ él) - f(Xi, 901)
f(Xi;Go)

Wie (2.15) andeutet sind wir an der Summe iiber die ¢; interessiert. Diese konnen wir
nun direkt mittels (2.16) charakterisieren iiber

~ f(Xi; a2) - f(Xi, 902)'

(2.16)

_ f(Xi;Gy) f(Xm‘)m N (X5 Ga) = £(Xi, 002)
ch = (7 — m) ZA +7rZ X Go) (1 z; FXCo) . (2.17)

F(Xi;:G1)—F(X4,001)
f(Xi;Go)

Giltigkeit von f(x; G1 = Jo f(z,0) dGl(Q). Diese Gleichheit iibertragt sich natiirlich

auch auf die Summation an verschiedenen Stellen X;, so dass

an und erinnern zunachst an die

Als niichstes sehen wir uns nun Y7 7

X;: Gy (X;,001) Xi,0) — f(Xi,001) A
Zf & o 0 /Zf %) °>d01(9). (2.18)

Fiir den Integranden fiithren wir nun eine Taylorentwicklung um die Stelle 6y; durch (per

Definition ist dieser nichts anderes als die Summe iiber alle Y;;) und erhalten

f Xwe) Xz;‘g()l
Z 7(X.: Go) ZY“

(60— 9 "
(0 — 0o1) ZY (6o1) + O to)” ZYi (001) + 7 P(0),

=1

wobel

ri(0) = %(9 — 0n)® Z Y, (m1(0)) mit n,(0) zwischen 6 und 6y,
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

das Restglied der Taylorentwicklung ist. Setzen wir dieses Ergebnis in (2.18) ein, folgt

n

_ 2. ~
Zf X(;& . éiﬁ)a,oon _ /@ ((9901)237(901)+(02801)Zwl(901)+7”§3)(9)> dG1(0)

i=1 i=1

= M1 Z Y 901 —|— @ Z Y” 901 / 1)(9) dé1 (0) (219)
Die Messbarkeit von 7"7(11) lésst sich mit der Integraldarstellung des Restglieds begriinden:
Da Tg1>(9) - f;m(t — 01)*1/23°" | Y"(t)dt mit stetigen Integranden, ist rg)(ﬁ) stetig,
also insbesondere messbar. R
Vollig analog zur Vorgehensweise, die zu (2.19) gefithrt hat, folgern wir fiir G

Xi; G X, 0 =~ - ’ m - 1" ~
Z f( f?A)X“ éi)) 02) = ma ;Yz (Bo2) + % ;Yl (fo2) + /@ T£L2)(g) dGs(0). (2.20)

Wir setzen nun (2.19) und (2.20) in die Summendarstellung der ¢; also (2.17) ein. Damit
ergibt sich

25 = ; |: mw— 7T0)A + 7Tm11Y (001) + W%Yﬂ(e[)l)
(1= ) (0r) + (1~ 1) 2V 00)| +

7 / r(0) dG1(0) + (1 — 7) / r®(0) dG5(6).
© S)

Die Definition von e, := 7 [, 75 (8) dG1(8) + (1 =7) [, 7 (8) dGs(8) liefert uns schlieB-
lich . .
Y =) bii+e,=pBt+e, (2.21)
=1 =1

Fiir die Untersuchung der Ordnung des Fehlers ¢,, betrachten wir zunéchst fir [ = 1,2
die Integrale der Restglieder rid) (0). Fir [ =1 gilt

/@ r0(0) dG,(0) = ; (é (@ —901) ZY”’( @) )) (2.22)

Da 771(@\]') zwischen 0 und 6y, liegt und 0 L 6y1 nach Lemma 2.5, muss auch 7)1(6])
konsistent sein fiir 6y;. Daher ist nach Gleichung (2.5) n=1/2 37" | Y/” (771(9]')) Op(1)
und folglich gilt

/@7‘9)(9) G, (0) = Op(n'/?) Z <é <§] _ @01)3 ) _ Op(n1/2)\/® (0 — O01)° dél(ez-

jedJ

v
=:m31
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Fiir das Integral iiber r,(f)(Q) ergibt sich diese Formulierung analog, so dass wir nun fiir

g, die folgende Abschétzung durchfithren kénnen:

/@ r?(6) d@z(ﬁ)‘

/@(9 — fg2)° d@l(ﬁ)')
< Op(n'’?) (/@\e—emﬁ d@1(9)+/6]9—902]3 déz(e))

= O0p (n'?) (A1)l + [7sa]) , wobei ||7g;]| := / 10— 00,]> dG5(0).  (2.23)
S)

len| <

/@ r () d@l(e)' +

< Op(n''?) (

/@(9 — br)° d@l(G)‘ +

Als néchstes mochten wir ||mg|| jeweils iiber my (fiir [ = 1,2) darstellen. Es gilt

Iy 3 ~ 2 |~ 1
nglH:Z%; 9j—901} :Zﬂ']* (9]‘—90[‘ (9]'—901‘
jeJ jed
=op(1)
- 2 A 2
= Op(l) ZTF; Oj — 00[ = 0p(1) 7'(']- <9J — 901)
jeJ jeJ
= op(1) my. (2.24)
Setzen wir nun dieses Ergebnis in (2.23) ein, erhalten wir
|En| S n1/2 (7/7\121 + 7/7\122) 0p(1> S []. +n (T/T\lgl + 7/7\152)] Op(].). (225)

Ay

auch die b; € R? iid. Ferner haben alle Komponenten von b; den Erwartungswert Null
und die Kovarianzmatrix ¥, so dass nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen n='B
fast sicher gegen ¥ = Cov(b;) konvergiert. Nach Annahme 2.3 ist ¥ positiv definit. Dies
gilt aufgrund folgender Begriindung asymptotisch ebenfalls fiir n=!B:

¥ ist positiv definit und somit gilt det(X) > & > 0. Da sich die fast sichere Konvergenz
auf die Determinante iibertriigt, liegt det(n™'B) ab einem gewissen ny € N fast sicher
in einer § Umgebung (mit § < €) von det(X). Somit ist die Determinante von n~'B
asymptotisch positiv und daher n~'B asymptotisch positiv definit.

Die quadratische Form iiber n~'B definiert also fiir hinreichend gro8e n eine Norm im
R5. Da Z?Zl t? ebenfalls eine Norm definiert, erhalten wir aufgrund der Aquivalenz von
Normen

n(iy + W) < n (7 —m0)” + W, + i, + iy + )

n <c f (n'B) f) = Op(f Bi). (2.26)

IN
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Mit (2.25) folgt schlieBlich
] < {1 + 0p(EBH)| op(1) = 0p(1) + op(£ BY). (2.27)

Insgesamt haben wir in diesem Schritt gezeigt, dass
> "0 = (B +€,) mit &, = op(1) + op(£ BE).
i=1

Schritt 3

Bisher haben wir uns nur mit der Summe der §; beschéftigt. Um aber unsere Ausgangs-
ungleichung (2.15) benutzen zu kénnen, miissen wir auch noch ", 6 bzw. Y | 62 be-
trachten. Wir werden nun exemplarisch fiir die Summe der Quadrate begriinden, warum
die Fehler bei der Taylorentwicklung héchstens von der Ordnung von ¢, sind.

Im zweiten Schritt des Beweises fiihrten wir die Taylorentwicklung direkt fiir Y7 | d;
durch und erhielten einen Fehler ¢,. Wir hédtten auch fiir jedes §; die beschriebene Vor-
gehenweise wihlen konnen und hétten dann n Fehler €;, erhalten, die in Summe mit ¢,

iibereinstimmen. Somit gilt
n

i=1 i=1
mit
[ 1 ~ N 1 A
Ein = 7T/ 6(9 — 001)*Y" (m4()) dG1(0) + (1 — 77)/ 6(0 — 002)°Y," (02:(0)) dG2 ().
© e
Diese Darstellung ermoglicht es nun direkt

S0t = 3 (60 Wi+ () = EBE+ Y (it (e0)?) = B =9
i=1 i=1 i=1
anzugeben. Ferner gilt

L n " n 1 ~ n 1 n
€in = g 7Y (o1 — 6,)°Y" (m(6))) + g 1-7) > (B2 —0;)°Y" (ni(6))).

jeJ FEIN{L,.... k*}

il <[> (001 — %Y (@) + | > (Bo2 — 0,)°Y]" (mi(0))
jeJ jeI\{1,....k*}
S (I M O ) | R S S O )]
jeJ jeI\{1,....k*}
~ |3 13
< Z “901 —0;] g (X)) + Z Oo2 — 05| g (X))
jeJ je\{1,....k*}
= g (X)"? (||| + ||72s2]]) (2.28)
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

Um iiber die Ordnung von e\@ eine Aussage treffen zu kénnen, betrachten wir nun zuerst

die Summe iiber die quadrierten Fehler und benutzen dabei Abschétzung (2.28):

2 3
D e’ = (lewl |€m!) (HmsllH 77222 ))* Zg /
=1 =1
< (Il + 1ms2l)* Y (1 + g (X)) = (]| + [|7ssl)* Op(n).
=1

Dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen, da nach dem starken Gesetz der grofien Zah-
len n=t 3" g (X;) fast sicher gegen E (g(X1)) < oo konvergiert. Wir schiitzen den
resultierenden Ausdruck wie folgt weiter ab:

n

Y (En)® < Op(n) ([al] + [|s]))

i=1

2 (2 24) 2

OP(TL> (?/7\121 + m22)

= op(n) (i +M3y) -

Mit (2.26) erhalten wir nun schliefllich

n

> (ein)? = op(t BE).

i=1

Um die Ordnung des Fehlers el@ angeben zu kodnnen, miissen wir zusétzlich noch

>y b;t €:;n betrachten. Hierbei handelt es sich um fiinf Summen, die sich aus

ALY (001), Y] (602), Y (001), Yi" (002)) (b, ..., 15)

= (
t1 A+ 1o Y/ (001) + 13 Y/ (002) + 14 Y (001) + 15 Y (Oo2)

ergeben. Wir schéitzen exemplarisch die vierte Summe ab (f4 =0.57 Mo ):

> 4 Y (O01) Ein 1Z|Y (O01)] |€in] < iy Zg Xi)"? lem
=1

(2.28)
< a1 ([[Ms + [[ms2]) Zg )
=1
~ ~ ~ (2.24) ~ ~ ~
=M ([|[Ma1]] + [|[Ma2|]) Op(n) =" op(n) Mo (Ma1 + Mao)

< op(n) (2 max (M3, m3,)) < op(n) (2 (M3 + m3,)) -

Es ergibt sich nun erneut mit (2.26)

Zt4 ‘901 Ein = Op(t Bt)
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

und mit gleichen Uberlegungen folgt fiir die restlichen vier Summen
i=1
Somit erhalten wir insgesamt, dass
> o= i Bt + op(i Bi).
i=1
Eine analoge Argumentation bestétigt, dass der Fehler bei > | 87 ebenfalls hochstens
von dieser Ordnung ist. Mit Hilfe dieser Ergebnisse konnen wir nun (2.15) schreiben als
Ry, <2 81— Bi+C, +op(f B) + o0p(1). (2.29)
Schritt 4

Zuerst begriinden wir nun, warum ), hochstens von der Ordnung 0p(f/ Bt) ist. Es gilt

bt = (7 — mo)As + 7 Y (0o1) + ...+ (1 — %)%Y;'(eoz) = op(1).

und somit ist

n n

Co =Y (b)) = 0p(1) (bd)" = 0p(1) £ BE = op(t B).

i=1 i=1

Daher wird unser Endergebnis aus Schritt 3 zu
Ry, <2 8% — £ BE[1 + 0,(1)] + 0p(1). (2.30)
Als néchstes definieren wir die Funktionen
o1(t) =208t —t'Bt[1 + 0,(1)] und ps(t) :=2 Bt —t'Bt
fiir t € R®. Da ¢y (£) = 2 8% — £ BE[1 + 0,(1)] und £ € T erhalten wir unmittelbar

Ry, <2 8% —iBi[1+0,(1)] + op(1) < sup g1 (t) + op(1). (2.31)

teT

Unser néchstes Ziel ist es nun zu folgern, dass

Rip < sup ¢a(t) + op(1) = sup (2 Bt — ' Bt) + op(1).
teT teT

Dies ist nicht unmittelbar klar, denn B hat die Ordnung n (dan™'B I ¥)) und somit ist
t'Bt op(1) = t'op(n)t und nicht offensichtlich fiir beliebige ¢ € T' vernachlissigbar. Wir
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

miissen daher iiber die Ordnung der Optimalstelle von ¢, argumentieren und betrach-
ten diese zuerst unrestringiert. Aufgrund der notwendigen Bedingung erster Ordnung
erhalten wir mit 1+ op(1) = [1 +o0p(1)] ' =: ¢

tr o =cB'B=cOp(nt) Op(vn) =cOp(n~Y?) = Op(n~/?). (2.32)

ur,p1

Dabei ist nach dem Zentralen Grenzwertsatz 8 = i b, = Op(n!/?). Es gilt nun

insbesondere fiir die auf 7" beschréinkte Optimalstelle ¢

Y1 (ti,cpl) < Y1 (t:;r,gm) =2 /B,t;;r,gol - ur o1 Btur 1 [1 + Op(l)]
= Op(n**)0p(n™?) — Op(n™*)O0p(n)Op(n™?)(1 + op(1))

= 0p(1).

1 an den Optima ausgewertet, ist also durch Op(1) beschriankt. Diese Tatsache ermoglicht
uns nun eine Aussage iiber die Ordnung der Optimalstelle von ¢, unter der Einschrankung
auf T'. Wir konnen direkt folgern, dass die beschrénkte Optimalstelle ¢ , € T ebenfalls
hochstens von der Ordnung Op(n~'/2) ist, da sonst ¢ (¢* o) > Op(1) wiire, was einen
Widerspruch darstellen wiirde. Mit op(1) ¢* = op(1) erhalten wir also

ileljggol(t) 901(7"501)_216t7“301_t:<p1 Btjtm[ +OP<1)]

=2 ,3 t“ﬂl — t:QOI Bt;tpl + 0p(1> Cc Op( 71/2) Op( ) c Op(nil/Q)
=2pt,, —t1,,'Bt;,, +op(1) ¢ Op(1)
=2 B/t:,gol - t:,cm/ rgm + OP(]') ¥2 ( 'rcp1> + OP(]')

< sup p(t) + op(1) = sup (2 B't — t' Bt) + op(1).
teT teT

Aufgrund von (2.31) kénnen wir jetzt folgern, dass

Ry, <sup (2 8't —¢Bt) +op(1). (2.33)

teT

Wir zerlegen nun ¢ = (t1,t2), wobei ¢; drei Komponenten besitzt und definieren t, =

t1 + BﬁlBlth. Unsere Funktion ¢y kénnen wir iiber t; und t, ausdriicken:
~ ~ ~ ~/ ~ o~
(PQ(t) =2 ,B,t — t/Bt = 2/6,1t1 — tllBlltl =+ 2/62t2 — t/2B22t2 = QOQ(tl, tg)

Wir betrachten die transformierte Variable ¢; als frei, d.h. wihlen als zuldssigen Bereich

den kompletten R3. Somit vergréBern wir evtl. das Supremum, falls der tatsiichliche
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2.1 Modified Likelihood Ratio Test

zuléssige Bereich kleiner ist. Es gilt also die Abschétzung

sup (2 B8't —t'Bt) < sup (28111 — t}Bi1t1) + sup (25'2752 —t’2§22t2)

teT {1 €R3 to ERQE

~) —~
= 3,By'B, + sup (2,32t2 - tIQBQQtQ) .

2
tQERZ

Somit erhalten wir mit (2.33) schliefllich das gewiinschte Ergebnis dieses Schrittes:

~ ~
R < B\B'8, + sw (283t — thBoata ) + op(1).
to ERQZ
Schritt 5
Wir mochten nun zeigen, dass die obere Grenze von Ry, aus Schritt 4 sogar angenommen
wird. Dazu wéhlen wir zunéichst t* = (fV, 1) € R*xR2, welches gerade diese annimmt,
d.h.

i .= Bﬁlﬁl und £® s.d. 25;5(2) — fuygggfm) = sup (25/2152 - tg§22t2> )
t2€RS

Mit der Argumentation aus Schritt vier erhalten wir auch hier, dass t) und t® von
der Ordnung Op(n~'/?) sind. Ferner gilt nun fiir das zugehorige riicktransformierte ¢* =
(1Y — B B1ot®@,1?) = Op(n~1/?). Besonders die stochastische Konvergenz der ersten
Komponente gegen Null wird nun von uns benutzt.
Als néchstes zeigen wir, dass ein G* € M, existiert mit ¢(G*) = ¢* (indem wir es
konstruieren). Als erstes legen wir die Anzahl von support points kleiner gleich 6 4
auf rq(k) fest und wéhlen sie somit wie bei G(()k). Da t1(G*) = G*(80,mia) — mo, was mit
der ersten Komponenten von t* iibereinstimmen soll, miissen wir bei G* die ersten (k)
Gewichte so wéhlen, dass sie in Summe mit my + ¢} iibereinstimmen. Wir setzen

* 0 t .
7, (G") = 7rj(- ) + ro(lk) fir j=1,...,7(k)

und erhalten das gewiinschte Verhalten. Die restlichen Gewichte definieren wir analog

tiber 7;(G*) := 7rj(.0) — k_:i(k) fir j = ro(k)+1,..., k. Weil t] = op(1) ist unsere Definition

somit fiir grofle n zuldssig. Aulerdem erhalten wir mit dieser Definition

1) =70 4 op(1) fir j =1,... k. (2.34)
und fiir 7 := G* (0o mia) = Z;O:(f) 7;(G*) gilt somit

|mo — 7| = op(1). (2.35)
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Als néchstes betrachten wir die support points von GG*. Wir sehen uns zuerst die ersten
ro(k) Stiick an, d.h. diejenigen, die kleiner gleich 6 ;4 sind. Diese spielen fiir die zweite
und vierte Komponente von t* eine Rolle: Sowohl to(G*) = t5 als auch t4(G*) = ¢} muss

erfiillt werden, so dass sich die Bedingungen

ro(k)
|

moma1 (G*) = mo Z (0;(G™) = O01) m;(G™) = 5

und
ro(k)

(@)= L 04C) ) (@)

ergeben. 7o(k) wurde groBer gleich zwei gew#hlt und somit sind geniigend support points
zum Anpassen an die beiden Bedingungen vorhanden. An dieser Stelle geht auflerdem
die Forderung der Nichtnegativitat fiir ¢; (bzw. bei den restlichen support points die
von t7) entscheidend ein, denn ohne diese konnten wir das Moment iiber die support
points nicht anpassen, da das zweite Moment immer nicht negativ ist. Fiir die restlichen
support points ergeben sich entsprechende Bedingungen mit ¢5 und ¢f. Diese konnen
auch wieder erfiillt werden, da wir auflerdem (k) < k—2 gew#hlt haben und uns somit
auch hier wieder mindestens zwei support points zur Verfiigung stehen. Die so gewihlte
mixing distribution G* € M, erfiillt also die fiinf Bedingungen, damit ¢(G*) = t*.

Ry, und 6; wurden in Abhéngigkeit von G und G definiert. Wir setzen nun beide
entsprechend fiir G*, d.h.

f(Xy;G") — f(Xy;Go)
f(Xi;Go)

Ri, =2 (In(G*) = 1n(Go)) =2 > log (1 +67), wobei 6} = . (2.36)

Die Durchfithrung einer Taylorentwicklung der Funktion hA(x) := 2log(1+ ) um zo =0
liefert uns h(x) = 2z — (1+;) 22 mit +; zwischen 0 und x. Werten wir diesen Ausdruck

nun an jeder Stelle 6} aus und setzen die Ergebnisse in (2.36) ein, so erhalten wir
=2 ) 67— oK1+ ) 2 mit |y| < (07, (2.37)

Wir zeigen nun, dass v; = op(1) firi =1,...,n.

Da t* = op(1), sind die Momente von G* op(1) und somit konvergieren insbesondere die
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ersten ro(k) support points von G* in Wahrscheinlichkeit gegen 6y;. Daher gilt

ro(k) ro(k)
FXa G = = 30 m(G) (X0 6(G) = — 3 m(G%) (F(Xi ) + 0p(1)
j=1 Jj=1
. ro(k)
_ f(Xza 00;-)*"‘ 0P<1) Z 7_[_j(c;*) — f(Xw 901) + OP(]'>
j=1

und wir konnen
f(X5GY) = f(Xi,000) |
- = Op(l)
f(XZa GO)
folgern. Diese Rechnung funktioniert fiir G5 und 6y, vollig analog. Wir stellen nun 67
dar wie in (2.16) und koénnen schlieBlich mit (2.35) folgern:

[(Xi;GT) — f(X4,001)
f(Xi;Go)

Unsere Entwicklung (2.37) fiir R}, wird somit zu

[(Xi;G3) — f(Xi,002)

il < 1071 < |(7* —mo) Aq| + 7 f(Xi: Go)

= Op(].).

ra-m) |1

—225* 25*2 +op(1)]. (2.38)

=1
An dieser Stelle angelangt, kdénnen wir nun wie in den Schritten zwei und drei eine

Taylorentwicklung fiir "1 | 07 durchfithren. Wir erhalten wieder

20 =281 +<; mit &, = op(t"Bt") + 0p(1)

i=1
und .
> 672 =t"Bt" + Op(e}) = t"'Bt* + op(tBt*) + op(1).
i=1
Setzen wir diese Ergebnisse in (2.38) ein, so erhalten wir mit t* = Op(n~'/2) nach
Ausmultiplizieren

R}, =28't" + t*'Bt* + op(t*' Bt*) + 0p(1)
=208t + ' Bt* + 0p(1)Op(n"?)0p(n)Op(n~"?) + op(1)
=203't* +t*Bt* + op(1) = @o(t*) + op(1)

~F —~
= B/B;'B; + sup (2132t2 - t’gB22t2> +op(1). (2.39)

2
tQGRZ

Als letztes betrachten wir nun die Differenz von R;,, und Rj, und stellen fest, dass

Rin — R, = 1,(G) — 1,(G*) = C}, [pen(@) - pen(G*)} > op(1).
—_——

>0 RS
- =op(1)
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Dabei ist der vordere Teil gréfer gleich Null, da wir G als Maximum der modifizierten
Likelihoodfunktion gewéhlt haben. Die Differenz der Penaltyterme konvergiert stochas-
tisch gegen Null, weil nach (2.34) die Gewichte von G* und nach Satz 2.5 die von G
jeweils gegen die von G(()k) konvergieren. Wir kénnen also Ry, > R}, + op(1) und somit
nach (2.39)

~ ~
Ry, > B1B, B, + sup (252f2 - t’zB22t2> +op(1)

t2€R2>
festhalten. Kombinieren wir dies mit Schritt vier, so erhalten wir die zu beweisende

Aussage
~ ~
Rin = 81818, + swp (2832 — t,Basta ) + 0p(1).

2
tQERZ

Wir wollen nun in einem weiteren Lemma das Grenzverhalten von
Ron =2+ (1n(Go) = (Go) )

also der Teststatistik eines LRT mit der Einpunkthypothese G = G gegen G € Mo,

betrachten.

Lemma 2.8. Unter den getroffenen Annahmen in Abschnitt 2.1.1 gilt:
Ron = BBy By + op(1),
wobei By wie in Lemma 2.7 definiert ist.
Beweis. Der entscheidende Unterschied zum vorherigen Lemma ist hier, dass
My (G*) = my(G*)? = op(1)my(G*) fiir | = 1,2, (2.40)

d.h. die zweiten Momente entsprechen jeweils den quadrierten ersten Momenten (welche
op(1) sind). Diese Gleichheit liegt daran, dass die beiden aufgeteilten mixing distributi-
ons jeweils nur einen support point besitzen.

Auch hier gilt das Ergebnis des vorherigen Lemmas nur fiir Ry,, d.h.

~) ~
ROn = ﬁllBl_llﬂl + sup (2,@2t2 — téngb) + Op(l).

2
to ERZ

Die Optimalstelle des Supremums ¢* (also alle fiinf Komponenten) hat nach vorherigem
Beweis die Ordnung n~/2, d.h. insbesondere ist my;(G*) = Op(n~'/?). Beide Kompo-

nenten der Optimalstelle des hinteren Supremums haben mit (2.40) die Form:

t; - (W*/Q m21(G*>7 (1 - W*)/Q m22(G*>) = (OP(mn(G*))’ OP(m12(G*>)) = OP(TFIQ).
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Setzen wir nun dies in das Supremum ein, so erhalten wir

~ ~ ~ ~
sup (2,62t2 — téngtg) = 2,82t; — t;/BQQtS

t2€R2>
= Op(n'Hop(n %) — 0p(n"?)Op(n)op(n=/?)
= Op(l).

Diese Beobachtung beendet bereits den Beweis. O]

Bevor wir schliefilich zum Satz {iber die asymptotische Verteilung von R, kommen
konnen, benétigen wir ein letztes Lemma. Hier betrachten wir unter anderem die folgen-
den Kovarianzmatrizen:

Y11 | Y12

¥ := COV [A1,Y{(001), Y] (002), Y{"(001), Y7 (6p2)] mit ¥ =
Yo1 | Yoo

) , X € R (2.41)

sowie
222 = 222 — 22121_11212. (242)

Lemma 2.9. Unter den getroffenen Annahmen in Abschnitt 2.1.1 gilt:
1. n_lB f_s> Z, BﬂlBlg fﬁs 2;11212 und n_lgzg f_s) igg
3, V. S
2. B2 =5 N(0,5)

Beweis. Die b; € R® sind identisch unabhéngig verteilt mit Erwartungswert Null (da X;
iid). Nach dem starken Gesetz der groffen Zahlen gilt

n'B =01y bb) I B(bib)) = COV(b)) = .
i=1

Somit gilt natiirlich auch fiir die einzelnen Blockmatrizen n=!B,, f—s> Yo, myl =1,2.

Wir erhalten also .
Bll) @ f.s.

By'Byy = | — L% yiis
11 P12 ( n n 11 <12
und entsprechend
R _ _ _ fs. &
n"'Byy =n""'By —n 13213111312 EALEN di99.

Fiir den Nachweis der zweiten Aussage definieren wir zunéchst firt=1,...,n

af == (Y (001),Y{ (602)) — (Ai, Y (001), Y] (602)) X717 Sro-
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Auch die «; sind identisch unabhéngig verteilt mit Erwartungswert Null und Kovari-
anzmatrix

COV(al) = igg.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt also
n_1/2 Z (8.7 L N(O, 522).
i=1

Weil

By= By~ BiBi'Bia =Y (Y/(801), Y/ (0)) — > (A, Y] (B01), Y] (Bus)) Bry' Bus

i=1 =1

und nach dem ersten Teil des Lemmas B1_11B12 f—5> 21_11212 folgt
n~ 12 Z o — n’l/zﬁé 20,
i=1

Nach dem Satz von Slutzky (vgl. [Kle06, Satz 13.18]) folgt nun die zweite Aussage des

Lemmas. OJ

Wir haben nun mit den bisherigen Lemmata die Voraussetzung geschaffen, um den Satz

iiber die asymptotische Verteilung der Teststatistik R,, zu formulieren.

Satz 2.10 (Asymptotische Verteilung der Teststatistik). Falls die Annahmen aus Ab-
schnitt 2.1.1 erfillt sind, k > k* und X; i f(z; Gy) ist die asymptotische Verteilung der
Teststatistik die x*-Mischung

1 o 2+1 2+a 9
5 or Xo 2X1 27TX2-

Dabei ist X2 die Einpunktverteilung bei Null und x3 bzw. x3 sind x*-Verteilungen mit
einem bzw. zwei Freiheitsgraden. p ist der Korrelationskoeffizient der Kovarianzmatriz

S und o = cos™(p).

Beweis. Nach den Lemmata 2.7 und 2.8 gilt

Rn — Sup <2§;t2 — t’2§22t2)

2
to GRZ

= op(1). (2.43)

Daher bestimmen wir nun die Verteilung von diesem Supremum fiir groe n. Wir nehmen

ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass
~ 1
S = ( ' )
p 1
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und erinnern daran, dass dies (fast sicher fiir n grof) die Kovarianzmatrix von n~"/ 252
ist. Substituieren wir 7 := n~?t,, so ist der zulissige Bereich fiir 7 ebenfalls der R;
Wir erhalten somit:

~/ 'S ~/ tQ tlz ~ tg
sup (2ﬁ2t2 — t2322t2> = sup 252% — %B22%

tQERQE n—1/2¢y GRzz
~F ~
B V. =
= sup Q&tg — téﬁtg ) sup (22’{ — §’Egg§> ,
nerz \ V1 n £120,6220

wobei & = (£1,&) und Z = (Z,,Z,)" ein bivariat normalverteiler Zufallsvektor ist mit

Erwartungswert Null und Kovarianzmatrix 522. Wir setzen zur Abkiirzung

A=

v (o) (2)

einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix

und definieren durch

COV(W)=COV(A-Z)=A -5y - A'.

A-Syy A = (1) £ A — (1 0)7
Vi 01
ist W bivariat normalverteilt mit Kovarianzmatrix 5. W; und W, sind somit un-
abhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen.
Aufgrund der Definitionen von W7 und W5 gilt, dass Z, = \/1—7p2W2 + pWji. Setzen

wir diese Umformung in das betrachtete Supremum ein, so erhalten wir:

sup_ (226~ €50¢) = sup_ (2AWa, VT— Wy + pW1)E — €56 £ WE £ W)

£120,£2>0 £120,£220

—WE+WE— inf (WP = 2WA(r + p&) + WE = 2Way/T = P + €' Tst

£120,622>0

Ferner folgt die Gleichung
WE = 2Wi (& + p&e) + W5 — 2Wa /1 — 06 + €'En€

— (Wi — (& + p&a)* + [Ws — (1 = p)1/%6,]°
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unmittelbar durch Ausmultiplizieren. Dabei gilt [€; + p&a]® + [(1- ,02)1/252]2 = 'S¢,
Wir erhalten somit

sup (22/5 - §,iz2é> = W2+ Wi~ inf W1 — (€1 + p&)]? + [Wa — (1 — p?)/2&)?
£120,£2>0 £1>0,£2>0 —_—— —_——
=m =2

=WP+Ws — inf (W1 —m]® + [Wa—na]?).
(7]177]2)65

Natiirlich miissen wir bei der Transformation von & zu 7; den zuldssigen Bereich beach-
ten. Bei der zweiten Komponente &ndert sich nichts, denn 75 > 0 < & > 0. Unsere
Definition von 7, liefert & = (1 — p?)~/2. Setzen wir dies in die Definition von 7, ein,
erhalten wir

M= &+ pby =& + pip(1 = )72

—-1/2

und lésen nach &; auf, so folgt & = 1 — pma(1 — p?)~1/2. Somit ist also die Bedingung

& > 0 dquivalent zu 1, > pna(1 — p?)~Y2. Daher ist der zuldssige Bereich S von (11, 7,)

S = {(7717772) N2 2 0,771 Z pT)Q(l — p2)71/2} .
Den bisherigen Beweis zusammenfassend gilt also (W, W) ~ N (0, I5) und

~1 ~ V. _
sup (2,62t2 — téngtg) u> W12 + W22 — inf ([Wl - 7]1]2 + [WQ — 7]2]2) . (244)
t2€RY (m,m2)es
Die Ergebnisse (2.43) und (2.44) liefern gemeinsam nach dem Satz von Slutzky:
V. :
Rn Q) W12 + W22 - inf ([Wl - 7’]1]2 + [W2 — 7’]2]2) . (245)

(n1,m2)€S

Weil p € [—1,1],ist @ = cos™(p) € [0, 7] als Winkel im Bogenmaf}. Im Gradmaf liegt der
Winkel a somit zwischen Null und 180 Grad. Die Menge S ist anschaulich ein Ausschnitt
des ersten Quadranten mit Winkel o des 1, — 1, Koordinatensystems.

Die Optimalstelle des Infimums in Gleichung (2.45) ist nichts anderes als derjenige Punkt
aus S, welcher den minimalen Abstand zu (Wy, Wa) hat. Falls (W, Ws) ¢ S, so ist die
Optimalstelle die Projektion von (W, Ws) auf S. Abbildung 2.1 veranschaulicht den
Kegel S, den dualen Kegel S* und die jeweiligen Projektionswege. Diese Veranschau-
lichung hilft uns die Verteilung in einer Fallunterscheidung abzuleiten. Wir betrachten
die drei Falle (W7, Ws) liegt im Kegel S, im dazu dualen Kegel S* oder im Rest des
R2. Fiir jeden dieser Fille leiten wir eine Verteilung ab. Die Wahrscheinlichkeit fiir die
Fille wird sich jeweils aus dem Winkel der Kegel ergeben. Wir konnen so zum Schlufl
die asymptotische Verteilung von R,, als Mischung dieser drei hergeleiteten Verteilungen

mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten angeben.
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung Kegel und Projektionswege. Quelle: [CCKO04]

—_

Falls (W7, W3) € S, so ist die Optimalstelle (n7,n3) = (W7, Ws) und das Infimum

nimmt den Wert Null an. Daher ist hier nach (2.45)
V.
(Ro | (W1, W) € §) U5 (W2 4+ W2 | (Wy, W) € 5).

Wir werden nun zeigen, dass die Bedingung (W5, W3) € S nichts daran éndert,
dass W2+ W3 x3-verteilt ist. Generell gilt fiir die bivariat standardnormalverteilte

Zufallsvariable

V)
) =

(W1, Wy T - (cos(v),sin(v)), wobei v ~ U ([0,27]), T? ~ X3

und v und 7" von einander unabhéngig sind. Dabei beschreibt v die Richtung und
T die Lange von (Wi, W3). Richtung und Lénge sind nach obiger Formulierung
also unabhéngig voneinander. Die Einschriankung (Wi, Ws) € S betrifft nur die
Richtung und somit v. Wir erhalten daher

V.
(Ro | (W1, Wa) € 8) Y4 (W2 + W2 | (Wh, Wa) € 9)

(12 (cos?(v) +sin(v)) v € [0,0])) ' T ~ 3.

Da (W, Wy) N(0, I)-verteilt ist, nimmt es Werte in S mit Wahrscheinlichkeit 5-

all.
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2. Falls (W, W3) im dualen Kegel von S liegt, so ist der Punkt aus S mit dem mi-
nimalen Abstand zu (Wi, Ws) der Nullpunkt, d.h. (n{,75) = (0,0). Das Infimum
nimmt also den Wert W7 4+ W2 an und somit ist nach (2.45)

(R, | (Wi, W) € 5°) W o,

Da S durch den Winkel o beschrieben wird, hat der duale Kegel S* den Winkel

T — a. Somit tritt dieser Fall mit der Wahrscheinlichkeit % = % — % auf.

3. Falls (Wy, W) in der restlichen Region liegt, befindet sich (W7, W5) entweder in
A; oder in Ay (wie in Abbildung 2.1 angegeben). Wir behandeln nun zuerst den
Fall (Wy,Ws) € Ay . Der Punkt (n},n3) ist in diesem Fall einfach die orthogonale

Projektion auf die 1;-Achse und somit der Punkt (173, 0). Hier nimmt das Infimum
den Wert (W, — W;)? + (W, — 0)? = W2 an und folglich ist wiederum nach (2.45)

V.
(Ro | (W, W) € Ag) T4 (W2 | (W, W) € A4y) .

Die Einschrankung (W7, Ws) € A, bedeutet fiir die erste Komponente W7, dass sie
nur positive Werte annehmen kann. Das urspriinglich normalverteilte 1 ist gege-
ben der Einschrankung nicht mehr normalverteilt. Wir zeigen nun, dass dennoch
(WE | (Wi, Wy) € Ay) x*-verteilt ist mit einem Freiheitsgrad. Wir setzen V := ||
sowie Wy 1= (Wy | (Wy, Wa) € Ay) = (Wi | Wi > 0) und beobachten fiir y € R bel.

Fiy (y) = PWy <y |Wy >0) = P(W; > 0)"" P(0<W; <y)
=2P(0<W, <y)=P(-y<Wi <y)=P(V <y)=Fv(y). (2.46)

Bei Gleichung (2.46) geht die Standardnormalverteilung von W; und die daraus
resultierende Symmetrie um Null ein. V' und Wl sind somit gleich in Verteilung
und daher auch ihre Quadrate, d.h. V2 ) Wf Da V als der Betrag von W,
definiert wurde, stimmen auch V? und W iiberein. Diese beiden Aussagen zusam-
men ergeben, dass W2 und W2 in Verteilung iibereinstimmen. Daher erhalten wir
schlieflich

V. V) = (V.
(Ro | (W1, Wa) € Ay) 58 (W2 | (W, W) € Ay) B2 @ w2 o 2
Im Fall (W, W;) € Ay wird der Punkt nicht auf die n-Achse projiziert, sondern

auf die Gerade
(1—p*)'/?

g(m) :==m-m mit m := P
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Diese Gerade entsteht aus der Charakterisierung von S 1, > pny/(1 — p?)'/2, in-
dem man hier Gleichheit fordert und nach 7y auflost. Wir kénnen jedoch diesen
Fall analog zu (W, W) € A, losen. Sei h die Gerade, die senkrecht auf g steht
und durch den Nullpunkt geht. Wir betrachten nun diese als die neue x-Achse
und die Gerade ¢ als die neue y-Achse. Somit rotieren wir also das Koordinaten-
system um den Winkel § — a. Mit S, bezeichnen wir die Menge S im rotierten
Koordinatensystem bzw. mit (V3,V2) den Punkt (Wi, Ws). Wir erhalten also mit

(2.45)

V. )
(R, | (W1, W3) € Ay) e (Wf + WP — n 17171%68 (W1 —m]? + [Wa = na]?) | (W, Wa) € Al)
1,72
= (Vv (V- Ve ) Vi< 0.V 2 0)
(n1,m2)ESr

= (V2+ V2= (Vi — 02+ [Vo — Vo]?) | V4 <0,V2 > 0)
= (V5 |V2>0).

Somit befinden wir uns wieder in der Situation wie im ersten Fall und erhalten
analog
V)
(R | (Wi, W) € Ap) Y4 42,

Die asymptotische Verteilung von R,, ergibt sich schliellich als Mischung der ein-
zelnen Verteilungen der drei betrachteten Fille:

a) Mit Wahrscheinlichkeit 5= liegt (W3, Ws) in S, dann ist R, ~ x3.

b) Mit Wahrscheinlichkeit § — & liegt (Wi, W) in S*, dann ist R,, = 0.

ol

c¢) Mit Wahrscheinlichkeit & liegt (W, W) in A} U Ay, dann ist R, ~ x?.

ol
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2.1.5 Durchfiihrung des Tests

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels mochten wir kurz die Vorgehensweise beim Tes-
ten darstellen. Wir nehmen grundsétzlich an, dass wir einen Datensatz vorliegen haben,
welcher aus einem unabhéngig identisch verteilten Mischungsmodel mit bekannter Ver-
teilungsfamilie der Komponentendichte (z.B. normalverteilt mit x4 = 0 und beliebigem
o) stammt. Die Anzahl der Komponenten und Ausprigungen der Parameter sind unbe-
kannt. Es soll getestet werden, ob wir einen Datensatz aus einem Mischungsmodell mit

héchstens zwei Komponenten vorliegen haben.

Uberblick der Vorgehensweise

1. Wir bestimmen den modifizierten Maximum Likelihoodschéatzer @0 € M, mit den
Parametern (/7?0,(/9\1,52). Somit schitzen wir die wahren Komponentenparameter
(601, 002) tiber die support points (@\1, 03) und das wahre Gewicht my durch 7. Da-
bei verwenden wir an dieser Stelle keinen Penalty (d.h. Cy = 0), denn unter der
Nullhypothese werden wir auch ohne Penalty das Gewicht und die support points
konsistent schitzen. Falls 7y deutlich von 0.5 verschieden ist (z.B. 0.75), wiirde ei-
ne Penalisierung an dieser Stelle bewirken, dass wir m schlechter schitzen wiirden
als eigentlich moglich, da Gewichte nahe 0.5 von der Optimierung bevorzugt be-
handelt werden. Dies wiirde zu einer Reduktion des Log-Likelihoodwertes unter
der Hypothese fithren und unser Test wiirde (bei finitem n) leicht anti konservativ

werden.

2. Wie im Abschnitt iiber die Teststatistik verdeutlicht wurde, hingt der wahre Wert
fir £* vom unbekannten wahren Wert fiir my ab. Da wir my iiber 7y konsistent
schitzen konnen, schitzen wir nun £* in Abhéngigkeit von 7. Fiir das in (2.10)
definierte k* geben Chen et. al (vgl. [CCK04]) die Berechnungsformel

o2 259

an. Wir schitzen also k* := max (| 1.5/7] , [ 1.5/(1 — 7)] , 4).

3. Nun kénnen wir fiir &k > %* den modifizierten Maximum Likelihoodschitzer G €
M, schiitzen und anschliefend die Teststatistik R, = l,(G) — I,(Go) berechnen.
Diese gleichen wir dann mit der Verteilung aus Satz 2.10 ab und verwerfen die
Nullhypothese, falls R, einen groferen Wert annimmt als das (1 — a) Quantil

(wobei a unser gewéhltes Signifikanzlevel ist). Hierbei ist zu beachten, dass die
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asymptotische Verteilung von R, abhéngig ist vom Korrelationskoeffizienten p,
welcher sich aus der Kovarianzmatrix g, ergibt. Diese Matrix und somit p kann

nach Lemma 2.9 konsistent geschéitzt werden.

Schatzung von p allgemein

Bevor wir fiir ausgewéhlte parametrische Familien von Verteilungen der X; einen Weg
zur Schitzung von p angeben, betrachten wir die zur Schétzung bendtigten Grofien
allgemein. Es gllt bz = b(XZ, o, 001, 002) = (Am Yi’(Qm) Y/(QOQ) Y;”(e()l), }2//(002», wobei

f(x,01) — f(,02)

8fx¢9) |9 )
1
b(x,m,01,603) = c(x,m, 61,0,) - 8“:0) ‘9 =0,
62f
2892 |9 01
P
Jz;92 |9 02

und
1

m f(xvel) + (1 - ﬂ-)f(x792)'

Wir koénnen also b; nicht exakt berechnen, aber es schiatzen durch

C(l’, T, 817 02) =

/l;i = b(Xi,%g,al,é\Q). (247)

SchlieBlich schétzen wir ¥ = COV[b,] iiber
= ZB b., (2.48)

weil n~!B nach Lemma 2.9 fast sicher gegen 3 konvergiert. Zerlegen wir nun 5 analog
u (2.41) (d.h. £y, ist die obere linke 3 x 3 Teilmatrix von %), kénnen wir schlieBlich
igz iiber

Ai=S0 — S5 S0 (2.49)
schitzen. Die Matrix A = (oy;),j=1,2 ist asymptotisch eine 2 x 2 Kovarianzmatrix. Wir
kénnen nun den zu A gehorigen Korrelationskoeffizienten und somit unseren Schétzer

fiir p berechnen iiber
~ . Q12

P V11 0422'

Wir geben nun fiir die Poissonverteilung, die Binomialverteilung und die Normalvertei-

(2.50)

lung jeweils eine Berechnungsformel fiir die Funktion b(z, 7, 01, 63) an. Weiterhin verwei-
sen wir darauf, dass sich anschlieend aus den Gleichungen (2.47) bis (2.50) die restlichen

bendtigten Groflen zur Schiatzung von p ergeben.
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Schatzung von p bei Poissonverteilung

Fiir x € Ny und 6 > 0 beschreibt

fpoi(xv 9) :

93: —0

die Dichte einer poissonverteilten Zufallsvariablen bzgl. dem Z&hlmaf. In diesem Fall

gilt

b<x7ﬂ-791762) = Cpoi(xvﬂ-aela 92) .

fpoi(x7 61) + fpoi(x7 92)

X
21

;n
C.
—~
8
>
no

T
92_1

Schatzung von p bei Normalverteilung mit festem Erwartungswert

Fir 2 € R und 6 > 0 beschreibt

o = o0 (475

die Dichte einer normalverteilten Zufallsvariable bzgl. dem Lebesgue-Mafl mit festem

Erwartungswert o und beliebiger Standardabweichung 6. In diesem Fall gilt

b<x7ﬂ-761792) - Cn0r<x7ﬂ-791762> :

faor(,01) - (

fnor(xa 91) + fnor(x7 92)

Fror(,01) - (S —
fnor (2, 02) - (x;§0)2 N %
(x—ezéo)4 _5 (x—e;io)Q +9 6%) ’
1 1 1
D) e pi0)2
fnor(xa 92) . <( 6'I§O) . 5( 0/%60) + 2%)

wobel ¢uor (T, 7, 01, 03) := [T faor(,01) + (1 — 7) faor(,02)] .

Schatzung von p bei Binomialverteilung mit fester Anzahl von Versuchen

Im Gegensatz zur iiblichen Schreibweise verwenden wir hier fiir die Anzahl der Versuche

m und betrachten es als fest (die iibliche Parameterbezeichnung durch n ist hier nicht
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moglich, da wir mit n immer die Gréfle der Stichprobe der X; bezeichnen). Fiir z € Ny
und 6 € [0, 1] beschreibt

foin (1, 0) 1= (Z}) o (1o

die Dichte einer binomialverteilten Zufallsvariable bzgl. dem Zahlmafl. In diesem Fall

gilt
foin(x,01) + fon(x,02)
fon(a, 61) g— —me
in ,‘9 L oL
b(x,m,01,02) = cpin(x,m,01,05) - fon(,0:) ( 57 — 155

2 Y
fom(w,00) | (& - 252) + (&% - %)
fom(,02) | (£ = 25¢)

wobei Cbin(iﬂ, T, (91, (92> = [7bem<l', 91) -+ (1 — W)fbin(l', 92)]_1 .

2.1.6 Simulationen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Teststatistik bei unterschiedlich grofien
Stichprobengréfien n verhalt. Speziell werden wir uns unter der Nullhypothese ansehen,
inwiefern fiir n = 100, 250, 500, 1000 ein gewihltes Signifikanzniveau eingehalten wird
und wie die Wahl des Penaltyparameters C, eine Rolle dabei spielt. Fiir die Untersuchung
der Testgiite wihlen wir Mischungen mit drei Komponenten.

Wir betrachten zunéchst das Verhalten unter der Nullhypothese und simulieren dazu
Zweikomponentenmischungen von Normalverteilungen mit festem Erwartungswert (u; =
toa = 0), verschiedenen Standardabweichungen oy, 05 und dem Mischungsverhéltnis 7.
Damit die Ergebnisse nicht zu sehr von der speziellen Wahl der Parameter abhéngen,
betrachten wir vier verschiedene Situationen. Tabelle 2.1 zeigt die Wahl der Parameter
der vier Szenarien Ni, Ny, N3 und Ny.

Wir fithren Simulationen fiir verschiedene Stichprobengréfien mit den Penaltyparame-
tern Cy = 0 und C} = 1 durch. Dazu simulieren wir 10000 Durchléufe, berechnen jeweils
die Teststatistik und zé&hlen die Anzahl der Verwerfungen der Nullhypothese bei drei
verschiedenen Signifikanzniveaus a; = 0.1, a5 = 0.05 und a3 = 0.025. Die simulierten
Testlevels ergeben sich dann aus dem Quotient von Anzahl der Verwerfungen und 10000.
Bei den nun folgenden Simulationen schétzen wir £* nicht mit, sondern wéahlen es wie

durch die entsprechenden Mischungsverhéltnisse my gegeben: Bei Ny £* = 5 und bei den
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o1 02 o

Ny 1 4 0.67
Ny, 2 6 0.50
Ns 1 6 0.57
Ny, 2 8 0.55

Tabelle 2.1: Parameter der iid normalverteilten Zweikomponentenmischungen

restlichen k* = 4. Die folgenden Ergebnisse stammen aus einer Implementierung! des
MLRT der Programmiersprache R. Zur Berechnung der Maximumlikelihood Schétzer
benutzen wir die in R vorhandene Optimierungsfunktion nlm. Diese Methode benutzt
den Newton-Algorithmus und ist eigentlich fiir unbeschréankte Optimierungsprobleme
gedacht. Offensichtlich haben wir hier beschrinkte Optimierungsprobleme vorliegen,
denn unsere Gewichte miissen in (0, 1) liegen und sich zu Eins aufsummieren. Auflerdem
miissen die support points positiv sein. Wir benutzen daher innerhalb der modifizierten
Log-Likelihoodfunktion (unsere Zielfunktion) Transformationen, die die unbeschriankten
Optimierungsparameter jeweils vor der Funktionsauswertung in den zuldssigen Bereich
transformieren.

Fiir die support points ist prinzipiell jede stetige Transformation geeignet, die als Bild-
menge die positiven reellen Zahlen hat und umkehrbar ist. Eine mdogliche Wahl wire
die Exponentialfunktion. Um die Optimierung zu verbessern, benutzen wir nur Trans-
formationen, die in das Intervall [e, M| abbilden, wobei M hinreichend gro und ¢ > 0

hinreichend klein gewéhlt werden. Konkret wéhlen wir
frvato(s) := M - h(s) + e, wobei h: R = (0,1).

Fiir die Funktion h kénnen wir z.B. die Umkehrfunktion der Logitfunktion oder ei-
ne stetige Verteilungsfunktion wihlen. Fiir die vorliegenden Ergebnisse benutzten wir
eine Normalverteilung mit Erwartungswert Null und Standardabweichung 100. Die Be-
griindung ist, dass diese Funktion wesentlich flacher verlduft und nicht wie bei der inver-
sen Logitfunktion Werte grofler bzw. kleiner 10 bereits fast auf Eins bzw. Null abgebildet
werden.

Als Transformation fiir die Gewichte 7, ..., 7, benutzen wir eine Wahl, die von Zuc-

Wielen Dank an Jérn Dannemann, der mir seine Implementierungen zur Verfiigung stellte, die ich

benutzen und erweitern konnte.
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chini (vgl. [ZM09]) vorgeschlagen wird:

T = eﬂff_(?) firg=1,...,my— 1.
14> 070 exp(y)
Dabei beschreiben die Variablen 7, ..., T;,,—1 die unbeschrinkten Parameter (der Ge-

wichte) der Optimierung. Beim MLRT ist my = 2. Diese Transformation funktioniert
auch spéater beim EM-Test, wo mg bel. ist.

Tabelle 2.2 zeigt die Ergebnisse der Simulation fiir die Stichprobengréfie n = 100.

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.060 0.029 0.014
Ny 0.029 0.016 0.008
N3 0.081 0.039 0.018
Ny, 0.054 0.025 0.013

Tabelle 2.2: Simulierte Testlevels bei n = 100 und C), = 1

Es ist zu erkennen, dass die Testlevels bei n = 100 zumindest bei N3 einigermaflen gut
eingehalten werden. In den anderen Fillen testen wir deutlich konservativ. Als néchstes
erh6hen wir nun die Stichprobengréfie auf n = 250. Die Ergebnisse finden sich in der
Tabelle 2.3.

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.092 0.047 0.024
Ny 0.063 0.032 0.015
Ns  0.098 0.052 0.026
Ny, 0.079 0.041 0.020

Tabelle 2.3: Simulierte Testlevels bei n = 250 und C}, = 1

Hier ndhern sich in allen Szenarien die simulierten Testlevels den Vorgegebenen an.
In allen Féllen bis auf N, testen wir mit der asymptotischen Verteilung fast geméfl den
wahren (fiir n = 250 giiltigen) Levels. Um ein noch deutlicheres Bild zu erhalten, erhéhen
wir nun n weiter auf 500 und abschliefend auf 1000.

Im dritten Szenario, in dem die support points weit voneinander entfernt sind, testen
wir im Fall n = 500 und n = 1000 anti konservativ (vgl. Tabellen 2.4 und 2.5). Wir

haben uns zwar im Vergleich zu n = 250 eher verschlechtert, jedoch ist von 500 zu 1000
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Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.098 0.052 0.027
Ny 0.077 0.040 0.021
Ns 0.113 0.061 0.034
Ny, 0.090 0.047 0.023

Tabelle 2.4: Simulierte Testlevels bei n = 500 und C), = 1

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.100 0.052 0.029
Ny 0.089 0.048 0.027
Ns  0.109 0.059 0.031
Ny, 0.097 0.051 0.030

Tabelle 2.5: Simulierte Testlevels bei n = 1000 und C}, = 1

wieder eine Verbesserung zu erkennen. Um sicher zu gehen, dass hier kein strukturelles
Problem der Implementierung vorliegt, simulieren wir in diesem Fall zusétzlich fiir n =
5000. Es ergeben sich dabei die simulierten Levels 0.095,0.052 und 0.029. Wir kénnen
also erkennen, dass fiir grofler werdende Stichproben die Levels auch hier immer besser
iibereinstimmen.

Als letztes mochten wir nun in diesem Abschnitt auf die Wahl des Parameters C}, der
Penaltyfunktion eingehen. Je grofler wir diesen Wert wéhlen, desto wichtiger wird der
Wert der Penaltyfunktion fiir den modifizierten Log-Likelihoodwert. Die Penaltyfunk-
tion wird betragsméfiig minimal, wenn wir eine gleichméfige Aufteilung der Gewichte
wahlen. Je grofler wir also C} wéhlen, desto vorteilhafter wird es fiir die modifizierte
Log-Likelihoodfunktion die Gewichte nahe 0.5 zu setzen. Wéhlen wir also C} gro83, so
schrinken wir praktisch den Alternativraum ein, denn wir konnen die Gewichte nicht
mehr optimal anpassen. Somit verkleinern wir durch eine grofle Wahl von C}, den Log-
Likelihoodwert unter der Alternative und machen somit den Test konservativer.

Mit Hilfe dieser Uberlegung konnen wir z.B. versuchen die Testlevels im Szenario N
und der Stichprobengréfie n = 500 besser einzuhalten (wir testeten hier anti konservativ
(vgl. Tabelle 2.4)), indem wir Cy von 1 auf 5 erhohen. Fithren wir nun diese Simulation
durch, so erhalten wir die Testlevels 0.08,0.039 und 0.02. Wir haben also unseren Test
durch die Wahl C), = 5 etwas zu konservativ gemacht und sehen, dass wir durch eine

entsprechende Wahl von C), unsere Levels bei Bedarf anpassen konnen.
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Insgesamt konnen wir nun aus der Simulation folgende Schliisse ziehen:

e In unseren betrachteten Fillen stimmen bereits ab n = 250 die Levels der Test-

statistiken mit denen der asymptotischen Verteilungen jeweils recht gut iiberein.

e Es kann vorkommen, dass man sich bei steigender Stichprobengrofle leicht in den
anti konservativen Bereich verschlechtert. Erhéht man jedoch n weiter, so ldsst

sich eine gute Ubereinstimmung erzielen.

e Durch Erhchen des Parameters (', kann man den Test konservativer machen und
gef. die Levels besser anpassen. Asymptotisch hat diese Wahl jedoch keinen Einfluss
(wir konnten auch z.B. bei Nj fiir C = 1 und n = 5000 eine Ubereinstimmung

der Levels feststellen).

Simulationen unter der Alternative

In diesem Teil moéchten wir auf die Giite des Tests eingehen. Dazu simulieren wir drei
Szenarien von Dreikomponentenmischungen mit support points wie in Tabelle 2.6 gege-

ben. Fiir die Gewichte benutzen wir in allen Szenarien (0.25,0.5,0.25).

oy 0y O3
A1 4 10
A, 2 4 8
A; 1 3 9

Tabelle 2.6: Parameter der Dreikomponentenmischungen

Generell benotigen wir fiir die iterative Optimierung der Zielfunktion Startwerte. Un-
ter der Hypothese miissen wir einen fiir das Gewicht und zwei fiir die support points
festlegen. Wir wahlen fiir das Gewicht den Wert 0.5 und fiir die support points jeweils
den Mittelwert der ersten beiden bzw. der letzten beiden wahren support points. Fiir
die Optimierung unter der Alternative setzen wir £* = 6 und benutzen als Startwerte
eine gleichméfige Aufteilung der Ergbnisse der Optimierung unter der Hypothese. Die
Tabellen 2.7 bis 2.9 zeigen die Ergebnisse unserer Simulationen.

Wir konnen erkennen, dass die Szenarien A; und As dhnlich gut funktionieren. Bei A,
liegen die support points enger zusammen als bei den anderen Szenarien und die Testgiite

ist fiir alle Stichprobengrofien deutlich geringer.
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Level 0.1 0.05 0.025
Ay 0773 0.667 0.558
A 0.198 0.109 0.059
As  0.806 0.695 0.576

Tabelle 2.7: Simulierte Verwerfungsraten bei n = 250 und Cy = 1

Level 0.1 0.05 0.025
A; 0948 0.909 0.855

Ay, 0356 0.231 0.148
As 0973 0.947 0.908

Tabelle 2.8: Simulierte Verwerfungsraten bei n = 500 und Cj =1

Level 0.1 0.05 0.025
A; 0961 0.913 0.860
Ay, 0.570 0.439 0.330
A 0.991 0.985 0.976

Tabelle 2.9: Simulierte Verwerfungsraten bei n = 1000 und Cj =1
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2.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

Der folgende Abschnitt beschéiftigt sich mit einer Abwandlung des MLRT von Dan-
nemann und Holzmann (vgl. [DHO8]). Grob zusammengefasst geben sie hier die Un-
abhéngigkeit zwischen den Zufallsvariablen X, ... X, auf und legen ein stationéres Hid-
den Markov Modell zu Grunde. Sie behalten so die identische Verteilung der X; nach
einem Mischungsmodell bei. Ziel dieses Tests ist es erneut zu iiberpriifen, ob das Mi-
schungsmodell héchstens zwei Komponenten besitzt.

Unsere Ausfithrungen gliedern sich nun in die folgenden Schritte: Zuerst betrachten wir
die hier nétigen Annahmen, welche im Wesentlichen mit denen des MLRT iibereinstimmen.
Im zweiten Teil zeigen wir, dass die asymptotische Verteilung der hier vorliegenden Test-
statistik mit der des MLRT iibereinstimmt. Abschliefend betrachten wir die Performance

des Tests bei verschiedenen Stichprobengrofien n.

2.2.1 Annahmen und Notation

Beim MLRT gingen wir davon aus, dass die Daten Xi,...X, unabhéngig identisch
verteilt einem Mischungsmodell mit my Komponenten folgen. Unter der Nullhypothe-
se my = 2 berechneten wir dann die asymptotische Verteilung der Teststatistik (vgl.
Abschnitte 2.1.2 bis 2.1.4). Hier gehen wir nun davon aus, dass Xj,..., X, die beob-
achtbaren Variablen eines Hidden Markov Modells (.S;, X;),. geméf Definition 1.2 sind.
Die Markov Kette (.5;),.y kann dabei unter der Nullhypothese my = 2 Zusténde anneh-
men und ist per Annahme ergodisch. Diese Annahme stellt die eindeutige Existenz einer
strikt positiven stationéren Verteilung der Markov Kette sicher (vgl. Abschnitt 1.3).

Fiir den beobachtbaren Prozess (X;);en hatte sich in Abschnitt 1.3 ergeben: Gegeben den
Zusténden der Markov Kette (5;);en sind die X; unabhéngig voneinander. Die Verteilung
von X; hingt nur von S; ab und wird iiber die Dichte f(-,0s,) beschrieben. Dabei ist
0s, € © ka R ein eindimensionaler reellwertiger Parameter und f wie bei Definition 1.1

eine Dichte bzgl. dem o-endlichen Mafl y. Das heifit fiir ¢ = 1,...,n gilt
(Xz ’SZ :j) ~ f(,Hj) Hlltj € {1,,771} und 03 € 6.

Da wir nun aber davon ausgehen, dass die Startverteilung der Markov Kette die stati-
onére Verteilung ist, ist nach Abschnitt 1.3 die Markov Kette ein stationérer Prozess.
Diese Annahme ist keine starke Einschrankung, denn fiir jede beliebige Startverteilung
konvergiert unter unseren Annahmen die Verteilung von S; gegen 7w(*) (vgl. [MS05, Theo-

rem 9.47]). Ferner sind die X; ebenfalls stationdr und gegeben durch das Mischungsmo-
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dell mit dem Parameter
(Wgs), e ,71'7(5),91, e ,Qm) ,

wobei (ﬂs), . ,m@) die stationédre Verteilung der Markov Kette ist. Wir bezeichnen
dieses Mischungsmodell im Folgenden als Marginalverteilung der beobachtbaren Varia-
blen. Der grundlegende Unterschied zu dem bisher betrachteten MLRT ist also, dass die
beobachtbaren Variablen X; zwar identisch verteilt, aber nicht unabhéngig sind.

Es soll nun wieder die Nullhypothese Hy : G € My gegen Hy : G € M\ M, getestet
werden. Dabei ist M, die Menge aller Mischungen mit £ Komponenten. Um die asym-
ptotische Verteilung der Teststatistik unter Hy bestimmen zu kénnen, gehen wir davon
aus, dass die Markov Kette zwei Zustdnde annehmen kann und die stationére Verteilung
(7o, 1 — mo) besitzt. Ferner bezeichnen wir mit g1, 0p2 die wahren support points. Die

Marginalverteilung wird nun gegeben durch die mixing distribution
GBIMM(Q) =T 1(901 S 9) + (1 — 7T0) ](902 S 0) mit 001 < 902 und o € (0, 1) .

Vollig analog zum MLRT gehen wir davon aus, dass die Annahmen 2.1 bis 2.4 erfiillt
sind. Die Groflen

Y;;(0),Y/(0),Y/(6),Y;"(0) firi,1,...,nund j = 1,2

definieren wir ebenfalls entsprechend.

2.2.2 Teststatistik

Die modifizierte Log-Likelihoodfunktion definieren wir wie bei dem MLRT in Definition
2.1 fiir G € M, iiber
I (G) :==1,(G) + pen(G),

wobel

1(G) = Zlog( f(X;;G)) und pen(G) := Cj, - Zlog(m).

Es ist hier zu beachten, dass es sich bei [,(GFMM) nicht um den tatséichlichen Log-
Likelihoodwert der beobachtbaren Variablen X; handelt, sondern die Log-Likelihoodfunk-
tion unabhéngiger Zufallsvariablen ist. Die Abhéngigkeitsstruktur der X; wird also an
dieser Stelle nicht beriicksichtigt (vgl. Abschnitt 2.2.3). Daher bezeichnen wir [,,(-) in
diesem Abschnitt als Log-Likelihoodfunktion unter Unabhéngigkeit. Wir kénnen nun die

Teststatistik R,, wie im vorherigen Test definieren gemaf

RN 9 (5, (GMM) — 1, (G
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2.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

wobei GIMM by, @(I){MM die modifizierten Maximum Likelihoodschétzer iiber My bzw.

M, sind und k¥ > max (Ll'E’J , L 1.5 J ,4) ist.

0 1—mo

2.2.3 Konsistenz und asymptotische Verteilung der Teststatistik

Wir verwenden in den folgenden Abschnitten die GroBlen aus Definition 2.6 des MLRT.
Bei der Herleitung der asymptotischen Verteilung des MLRT spielt die zuvor gezeigte
Konsistenz von G € M, (unter Hy) eine entscheidende Rolle. Zuerst folgerten wir nach
Leroux (vgl. [Ler92a)), dass G konsistent ist fiir G (in dem Sinne wie Leroux in [Ler92al
Konsistenz definiert). Unter Hy sind die Parameter einer Darstellung von Gy in My
nicht identifizierbar und wir konnten somit ohne die Penalisierung keine weitere Aussage
treffen. Da wir aber kleine Werte der Gewichte bestrafen, folgerten wir zusétzlich die
stochastische Konvergenz der Parameter von G gegen die der optimalen Darstellung Gék)
(vgl. die Abschnitte 2.1.2 und 2.1.3).
Hier haben wir zusétzlich das Problem, dass wir die Parameter nicht iiber die ech-
te Log-Likelihoodfunktion schétzen, sondern mittels der Log-Likelihoodfunktion unter
Unabhéngigkeit. Auf Parameterebene (also unter Annahme eines identifizierbaren Pa-
rameters der Marginalverteilung) zeigt Lindgren (vgl. [Lin78]) die Konsistenz der Pa-
rameter des Hidden Markov Modells, obwohl er iiber die Likelihoodfunktion unter Un-
abhéngigkeit optimiert. Diese Aussage konnen wir so erstmal nicht treffen, jedoch gilt
hier

GIMM gy Ly GEMM (0Y fiiy Gy £ 6 £ 6. (2.51)

Auf dieser Tatsache aufbauend folgern wir nun analog die Giiltigkeit aller Aussagen
des Satzes iiber die Konsistenz (vgl. Satz 2.5) in unserem hier betrachteten Kontext.

Insbesondere folgt wegen (2.51) und der Penalisierung, dass GHMM

gegen die optimale
Darstellung von GEMM konvergiert.
Ein wesentlicher Zwischenschritt zur Herleitung der asymptotischen Verteilung der Test-

statistik des MLRT waren die Lemmata 2.7 und 2.8, die zu

= op(1)

Rn — Sup <2§;t2 — tééggtz)

2
to ERZ

fithrten (vgl. Gleichung (2.43)). Da die Markov Kette (S;);en stationdr und ergodisch
ist, folgt nach Leroux (vgl. [Ler92b]), dass (X;);en ebenfalls ergodisch ist. Es gilt daher

nach dem Ergodensatz auch hier

n By 13 5, (2.52)
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wobei 222 in Gleichung (2.42) und EQQ in der Formulierung von Lemma 2.7 definiert
werden. Da in den Beweisen der Lemmata 2.7 und 2.8 die Unabhéngigkeit nur fiir die
Begriindung von B = Op(n) benutzt wurde, was wir hier durch Gleichung (2.52) erhal-

ten, konnen wir direkt

REMM = Sup <2§;t2 - téézgtg) -+ OP(l) (253)

tzER%
folgern. Im Beweis von Lemma 2.9, welcher die asymptotische Normalverteilung von
n~1/28, nachweist, ging entscheidend die Unabhéngigkeit der X; ein. Das folgende Lem-

ma zeigt, dass wir diese Aussage auch beim zu Grundelegen eines HMM treffen kénnen.

Lemma 2.11. Wie in Lemma 2.9 gilt unter den getroffenen Annahmen in Abschnitt
2.2.1 auch hier _
ﬂg V. g
— — N(0,2
\/ﬁ N( ) 22)
Beweis. Die X, sind die beobachtbaren Variablen eines Hidden Markov Modells und wie

wir bereits gesehen haben stationédr und ergodisch. Ferner ist jedes
bi = (A, Y] (001), Y/ (02), Y (001), V" (6o2))

die stetige Transformation des zuhorigen X; und somit iibertragt sich die Stationaritét

bzw. Ergodizitit auf die Folge dieser Zufallsvariablen bzw. auch auf die von
;= (Y (001), Y (002)) — (D, Y] (001), Y] (Bo2)) 21y B,

welche vollig identisch im Beweis zu Lemma 2.9 definiert wurden. Im Kontext von Lem-
ma 2.9 waren die «; iid und wir konnten direkt mit dem Zentralen Grenzwertsatz bei
unabhéngiger identischer Verteilung argumentieren. Stattdessen zeigen wir hier, dass
(a;)ien eine stationdre Martingaldifferenzenfolge (MDF) ist und argumentieren dann
iiber den hier giiltigen Zentralen Grenzwertsatz.

Wir bezeichnen fiir £ = 1,2 mit Ay den bedingten Erwartungswert von b; gegeben
S1 =k, d.h. Ay := E (by | S1 = k). Unter der Nullhypothese kann die Markov Kette zwei

Zustande annehmen. Somit erhalten wir
E(bl):P(Slzl))\1+P<Slz2>A2,

und da E (by) = 0 ist, folgt nun
AQ =C1 Al (254)
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i%gi;; = —. Als néchstes betrachten wir A1b;. Es gilt

f(thOl)_f(XheOQ) 5
E(Ab)=FE b, | eR.
(S0 (l f(30: GENY) 1
Wir berechnen die k-te Komponente (k= 1,...,5) dieses Vektors. Dabei bezeichnet by
die k-te Komponente von by und bei by (y) (fiir y € R) setzen wir in die Definition von

z.B. Y/(0) = % y statt X; ein. Wir erhalten
iGo

_ [y, 001) — [y, bo2)
B = [ (PRl

- / b (9)f (. Bon)dy — / bue () (4, B0z ) dy
— E(b |S1=1)— E (b | S1 = 2)

) bir(y) f (y; GEM™)dy

und somit gilt

2.54)

215:E(A1b1):E(b1|81:1)—E(b1|51:2):A1—A2(: (1—01>A1, (255)

wobei ¥ = E (bb}) und 15 := (1,0,0,0,0)". Schreiben wir A; = (A11,...,\15)" und
setzen 15 := (1,0,0)’, so folgt aus (2.55)

i 1y = (1—c1) (M, Aiz, Adiz)” bzw. Bo1 13 = (1 — ¢1) (Aigy Ais)’ (2.56)
und somit
(1 - Cl>7l ]_3 == Eﬂl ()\11, )\12, )\13), bzw. (1 — Cl>7l ]_3 == 2511 ()\14, )\15)/. (257)

Y11 und Yo stammen dabei aus der Zerlegung von ¥ in Blockmatrizen geméfl Gleichung
(2.41).
Wir betrachten nun die Filtration (F;);en gegeben durch

Fi=0(5;,b;; j<i) firieN.
Mit dieser Definition sind (b; | F;—1) und (b; | S;—1) gleich in Verteilung, da die Verteilung

von b; nur abhéngig ist vom vorherigen Zustand der Markov Kette. Da «; sich per

Definition direkt iiber b; ergibt, ist a; bzgl. F; messbar und es gilt ebenfalls (a; | F;_1) )

(o | Si—1) . Wir erhalten somit

E (bz |.;CZ'_1) =F (bz | Sz'—l) bzw. E (az |E_1) =F (az | Si—l) .
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Wir zeigen nun, dass (o;),.y eine MDF ist und weisen zuerst nach, dass

Zunéchst definieren wir py, := P(S; = [ |S;—1 = k) fiir [,k = 1,2 und beobachten fiir
k=1,2:

2.54
= P1k A1+ Par Az 220 (Pir + €1 par) A
Das zweite Gleichheitszeichen gilt dabei aufgrund der Stationaritdt von b;. Setzen wir

dy = p1x + ¢1 pak, so gilt also

Mit diesem Zwischenergebnis kénnen wir nun die folgende Aussage treffen (wir bezeich-

nen mit b;; dabei die j-te Komponente von b;):

E(a;|Sic1 = k) = E((bua, bis) | Si-1 = k) = E (b, big, biz) | Si1 = k) 211 Tz

(2.58

59 die (M4, Mis) — die (M1, A2, Miz) B o

(2.57

50 i (O Aas) — (1— )71 1550)

(2.56

) dy, ((/\14, Ais) — (T—=c) ™" (1= c1) (Mg, /\15)) =0

Wir erhalten also

Dao (ay,...,0;-1) C Fi_1, gilt nach der Iterationseigenschaft fir bedingte Erwartungen
E(O(l fa(al,...,ai,l)) :E1(E1((XZ |JT':L',1) ‘0'(041,...,061;1)) =0

und somit ist (o), eine ergodische, stationdre MDF.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzenfolgen (vgl. [Bil61]) gilt

n_l/QZai %N(O,igg),
=1

wobei f]m = COV(a1). Wie im Beweis zu Lemma 2.9 folgt nun hier die Behauptung
mit dem Satz von Slutzky. O
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Wir haben mit Lemma 2.11 und Gleichung (2.53) dieselben Vorarbeiten geleistet, die zur
Herleitung der asymptotischen Verteilung der Teststatistik R, des MLRT notig waren

und konnen daher den folgenden Satz formulieren:

Satz 2.12 (Asymptotische Verteilung der Teststatistik). Falls die Annahmen 2.1 bis 2.4
erfiullt sind, k > k* und X, die beobachtbaren Variablen des bisher betrachteten Hidden
Markov Modells sind, ist die asymptotische Verteilung der Teststatistik die x*-Mischung

1« o 1 5 a
Dabei ist x3 die Einpunktverteilung bei Null und x3 bzw. x3 sind x*-Verteilungen mit

einem bzw. zwei Freiheitsgraden. p ist der Korrelationskoeffizient der Kovarianzmatriz

S und o = cos™(p).

Beweis. Wir konnen hier vollig analog argumentieren wie im Beweis zu Satz 2.10 und

verweisen daher auf diesen. O

2.2.4 Simulationen

In diesem Abschnitt fithren wir im HMM-Fall zuerst Simulationen unter der Hypothese
durch und betrachten anschliefend Dreikomponentenmischungen um die Testgiite zu un-
tersuchen. Unter der Hypothese von zwei Komponenten betrachten wir wieder vier Sze-
narien. Fiir die support points wéhlen wir dieselben wie im MLRT unter Unabhéngigkeit
(vgl. Tabelle 2.1). Das Mischungsverhéltnis g ergibt sich hier durch die stationére Ver-
teilung, welche durch die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten festgelegt wird. Wir
betrachten hier fiir das Szenario N; die Ubergangsmarix I'; (fiir [ = 1,...,4) und defi-

nieren diese iiber

0.9 0.1 0.9 0.1 0.85 0.15 0.84 0.16
Fl = s FQ = s Fg = s P4 = .
0.2 0.8 0.1 0.9 0.2 0.8 0.19 0.81

Die stationdren Verteilungen dieser Ubergangsmatrizen lauten 7y g0t = (%, %), T stat =
(0.5,0.5),m3 stat ~ (0.57,0.43) und 74 stqr =~ (0.55,0.45). Somit stimmen also fiir jedes Sze-
nario die stationédren Verteilungen unserer Stichproben mit denen unter Unabhéngigkeit
tiberein (vgl. Tabelle 2.1). Wir kénnen also k* vollig analog wihlen, d.h. bei Ny ist k* =5
und sonst £* = 4. Auch hier verwenden wir bei der Schiatzung unter der Hypothese kei-
nen Penalty und unter der Alternative den Parameter C, = 1. Die Tabellen 2.10 bis 2.12

zeigen die Ergebnisse der Simulationen.
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2.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

Auch hier kénnen wir erkennen, dass sich mit steigender Stichprobengrofie die simulier-
ten Levels den theoretischen der asymptotischen Verteilung annédhern. Bei Ny und Ng
beobachten wir einen dhnlichen Effekt wie im iid Fall bei N3 (d.h. fiir n = 1000 testen
wir leicht anti-konservativ). Ebenfalls wie im iid Fall gilt fiir das Szenario N,, dass wir
fiir alle Stichprobengrofien konservativ testen, uns aber mit steigender Stichprobengrofie
den vorgegebenen Levels anndhern. Generell kénnen wir zwischen den Simulationen un-
ter der Hypothese im iid- und HMM-Fall keine strukturellen Unterschiede feststellen,

auller dass wir bei n = 1000 im iid Fall die Levels etwas besser einhalten.

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.087 0.045 0.024
Ny, 0.065 0.036 0.019
Ns  0.101 0.054 0.028
Ny 0.078 0.040 0.021

Tabelle 2.10: Simulierte Testlevels bei n = 250 und C}, = 1

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.095 0.051 0.029
Ny, 0.071 0.036 0.019
Ns  0.113 0.063 0.033
Ny 0.093 0.048 0.025

Tabelle 2.11: Simulierte Testlevels bei n = 500 und C}, = 1

Level 0.1 0.05 0.025

N,  0.112 0.061 0.031
Ny, 0.084 0.042 0.023
Ns  0.118 0.064 0.036
N, 0.104 0.056 0.028

Tabelle 2.12: Simulierte Testlevels bei n = 1000 und C), = 1
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2.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

Simulationen unter der Alternative

Wir betrachten nun die Testgiite fiir die Stichprobengrofien 250,500 und 1000. Dazu
simulieren wir drei Szenarien von Dreikomponentenmischungen mit den support points

wie im iid Fall (vgl. Tabelle 2.6). Fiir alle Szenarien legen wir die Ubergangsmatrix

0.8 0.1 0.1
I'o:=10.05 0.9 0.05
0.1 01 08

zugrunde und erhalten so die stationére Verteilung (0.25,0.5,0.25). Unter giiltiger Null-
hypothese konnten wir die Gewichte der asymptotischen Verteilung der Teststatistik
fiir jedes Szenario berechnen. Dies ist hier nicht moglich, da keine Zweikomponenten-
mischung vorliegt. Wir schéitzen diese Gewichte daher in Abhéngigkeit der geschétzten
Parameter unter der Hypothese. Die Tabellen 2.13 bis 2.15 zeigen die Ergebnisse unserer
Simulationen.

Abschliefend mochten wir kurz die Simulationsergebnisse der Testgiite zwischen dem
iid- und HMM-Fall vergleichen (fiir Ergebnisse iid-Fall sieche Tabellen 2.7 bis 2.9 ): Die
Ergebnisse im Szenario A; sind in beiden Fillen nahezu identisch (es kommt hochstens
zu einer Abweichung von 0.02). Fiir n = 1000 unterscheidet sich bei A; und Aj im iid-
und HMM-Fall die Testgiite kaum. Fiir geringere Stichprobengréfien ist die Testgiite
bei Unabhéngigkeit etwas grofler (Abweichung im Bereich 0.02 — 0.05). Der beobachtete
Unterschied wird jedoch von n = 250 zu n = 500 geringer. Insgesamt konnen wir also
festhalten, dass in zwei von drei betrachteten Fillen die Testgiite bei Unabhéngigkeit
fiir kleine Stichprobengréfien geringfiigig besser ist. Mit steigender Stichprobengréfie

verschwindet jedoch dieser Unterschied.

Level 0.1 0.05 0.025
Ay 0719 0.606 0.498
Ay, 0.186 0.109 0.062
Az 0.744 0.632 0.520

Tabelle 2.13: Simulierte Verwerfungsraten bei n = 250 und Cj, = 1
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2.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

Level 0.1 0.05 0.025
A; 0938 0.895 0.837

Ay 0.349 0.230 0.145
A 0.950 0.916 0.865

Tabelle 2.14: Simulierte Verwerfungsraten bei n = 500 und Cj =1

Level 0.1 0.05 0.025
A; 0962 0.924 0.875
A, 0571 0.433 0.318
As 0992 0.98 0.976

Tabelle 2.15: Simulierte Verwerfungsraten bei n = 1000 und Cy =1
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3 Test auf mehrere Komponenten

Bisher haben wir mit dem MLRT ein Verfahren vorgestellt, welches uns die M6glichkeit
gibt fiir ein Mischungsmodell zu testen, ob héchstens zwei Komponenten vorliegen. Die-
ses Testverfahren liel sich sowohl beim Vorliegen unabhéngiger Stichproben als auch
auf die beobachtbaren Variablen eines HMM anwenden. Speziell fiir den Fall, falls man
mit dem MLRT die Nullhypothese verwirft, ist man daran interessiert die Hypothese
von Mischungen hoherer Ordnung zu untersuchen. Chen und Li (Vgl. [CL09]) stellen ein
Verfahren namens EM-Test vor, welches genau zur Untersuchung solcher Fragestellun-
gen konzipiert wurde. Es kann hiermit nicht nur die Hypothese my = 3 getestet werden,
sondern es lésst sich fiir den Test einer beliebigen Ordnung m, anwenden. Daher wird
hier getestet
Hy: G € M,,, gegen Hy : G € M\M,,,.

Zwischen dem MLRT und dem EM-Test besteht ein enger Zusammenhang, so wird sich
beispielsweise herausstellen, dass der EM-Test fiir mg = 2 die gleiche asymptotische
Verteilung wie der MLRT besitzt. Ferner folgt die Teststatistik des EM-Tests fiir ein
beliebiges mg asymptotisch einer Mischung aus mg + 1 y2-verteilten Zufallsvariablen.
Das folgende Kapitel gliedert sich in zwei Abschnitte: Im ersten Teil werden wir fiir
unabhéngige Stichproben den EM-Test vorstellen. AnschlieBend untersuchen wir simu-

lationsbasiert, inwiefern sich dieser Test auf Hidden Markov Modelle iibertragen lésst.

3.1 EM-Test

3.1.1 Notation und Annahmen

Zunéchst legen wir die Verteilung der Stichprobe unter der Nullhypothese fest. Wir gehen
dabei in diesem Teil davon aus, dass wir die unabhéngigen Zufallsvariablen X;,..., X,

des folgenden Mischungsmodells vorliegen haben: Mit f(-,6) bezeichnen wir die Kom-
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3.1 EM-Test

ponentendichte und mit
mo
\I/()(@) = Zﬂ'()h ](QOh S 0)
h=1
die mixing distribution fiir 6 € © C R. Dabei sei 0y < --- < Oy, sowie mp, €
(0,1) fir h=1,...,momit > ", mop, = 1. Ferner fassen wir zur Abkiirzung der Schreib-
weise die Parameter zu den beiden Vektoren 7 := (701, .., Tomg) s @0 := (Bo1, - - -, Oomy)

zusammen. X; folgt also einem mg-Komponenten Mischungsmodell mit Dichte

flz, ) = /@ f(@,0) d¥o(0) = monf(x, Oon).
h=1

Die gewohnliche Log-Likelihoodfunktion ist hier gegeben durch
L(0) =) log (f(X;, 1)) fir U € My,
i=1

Wir benétigen spiter eine stetige Funktion, die kleine bzw. grofle Gewichte bestraft.
Diese bezeichnen wir mit p(v) fiir v € (0,1)™° und wihlen sie so, dass fiir v, — 0 oder

1 p(y) = —oo. Chen und Li wéhlen fiir p z.B. die Funktion

p(7):=CY plw) :==C> log(l—[1—2y)),

h=1
wobei C' > 0 eine beliebige positive Konstante ist.

Als néchstes geben wir nun die fiir diesen Test benétigten Annahmen an.Zunéchst
miissen wir wie beim MLRT in Gleichung (2.1) fordern, dass zwei mixing distributi-
ons (hier aus M,,,) identifizierbar sind. Aulerdem bendtigen wir eine Annahme, welche

die Konsistenz des Maximum Likelihoodschéatzers sicher stellt:

Annahme 3.1 (Integrierbarkeits- bzw. Konsistenzbedingungen). Véllig analog zum
MLRT fordern wir die Annahme 2.1.

Bei der Taylorentwicklung im Beweis der asymptotischen Verteilung der Teststatistik
miissen wir auch hier die Ableitungen nach den Parametern der Komponentendichte

bilden. Die folgende Annahme stellt deren Existenz sicher.

Annahme 3.2 (Glattheit). Der Tréger von f(z,6) ist unabhéngig von 6 und f(z, ) ist

viermal stetig differenzierbar nach 6.

Wir kénnen nun fiir =1,...,nund h = 1,..., my die Gréfien
J'(X;,0) f"(Xi,0) J (X, 00n) — f(Xi, Oomy)
Y;(0) = %, Z;(0) = —————, Ay = 0
) J(Xi; W) ®) 2 f( X %) " f(Xi; W)
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3.1 EM-Test

definieren. Ferner fassen wir diese Zufallsvariablen ausgewertet an den wahren support

points zu den Vektoren
bi; = (Aits oy Dimg—1, Yi(Oo1), - - -, Yi(Oom,)) s b2i := (Zi(Oo1); - - -, Zi(Oom,))

zusammen. Als néchstes treffen wir eine Annahme, die die gleichméflige Beschréinktheit
der soeben definierten Gréfien nicht fiir alle # € O, sondern nur in allen e-Umgebungen

um die wahren support points fordert.

Annahme 3.3 (Gleichméfige Beschréinktheit). Sei N(0,¢) := {6 € © : |0’ — 0| < €} fur
6 € © und € > 0. Es existiert eine integrierbare Funktion ¢(-) (d.h. E (|]g(X)]) < oo,
wobei der Erwartungswert bzgl. der wahren Dichte f(-, V) berechnet wird) und ein
€ > 0, s.d.

[Aaf* < g(X0), ViO) < g(X0), 1Z7(0) < g(Xo),

fir 6 € N (6o, €0) mit h € {1,...,mo} und k = 0, 1,2. Dabei beschreibt ZZ-(k)(Q) die k-te
Ableitung von Z;(0).

Die Annahme der gleichméfligen Beschréanktheit impliziert die Straffheit von z.B.
w2y Z00)
i=1

in einer e-Umgebung der wahren support points und ist somit eine stédrkere Annahme.
Da die X; unabhéngig identisch verteilt sind, gilt dies auch fiir den Zufallsvektor b; :=

(by;, by;). Die folgende Annahme richtet sich an die zugehorige Kovarianzmatrix.
Annahme 3.4 (Positive Definitheit der Kovarianzmatrix). ¥ := COV (b;) ist positiv
definit.

3.1.2 Iterative Berechnung der Teststatistik

Die Teststatistik des EM-Tests wird in mehreren Schritten berechnet. Wir geben nun
einen kurzen Uberblick, wie diese aussehen. AnschlieBend werden wir die einzelnen
Schritte im Detail betrachten.

1. Berechnung des Maximum Likelihoodschétzers unter der Hypothese (\/I}o € Myy,).

Fiir verschiedene 3 € (0,1)™ folgen dann die Schritte zwei und drei.
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3.1 EM-Test

2. Berechnung des Maximum Likelihoodschitzers W) (3) aus einer Teilmenge Qy,y,,(3)
des Alternativenraumes Moy, . Diese Einschrénkung ist, dass um jeden der geschétzten
support points von ‘TIO hier zwei support points liegen miissen, wobei die Aufteilung

von 3 abhéngt.

3. Durchfithrung mehrerer spezieller EM Iterationen von den Parametern von W) (3)
ausgehend. Der Zweck dieses Schrittes ist es, die Parameter speziell unter verletzter
Nullhypothese besser anpassen zu konnnen. Ergebnis dieses Schrittes ist die loga-
rithmierte Likelihoodratio M(3). Im ausfithrlichen Teil erhélt die logarithmierte
Likelihoodratio noch die Indizes n und k, die fiir die Groe der Stichprobe und die
Anzahl der EM Iterationen stehen.

4. Berechnung der Teststatistik als Maximum aller M (3).

Erster Schritt: Berechnung Schiatzer unter der Hypothese

Als erstes bestimmen wir den Maximum Likelihoodschétzer unter der Hypothese. Dieser
ergibt sich iiber
Uy := argmax [, (V).

VEMom,
Dabei bezeichnen wir mit (ém, o ,éoh) die zugehorigen geschétzten support points und
mit (71, ..., 7on) die entsprechenden Gewichte. Praktisch kénnen wir diese durch di-

rektes Maximieren der logarithmierten Likelihoodfunktion oder den EM Algorithmus
bestimmen (vgl. Abschnitt 1.2).

Es sei nun 8 € (0,1)™°. Wir werden die beiden folgenden Schritte in Abhéngigkeit von
B = (Bi,...,0m) erlautern. AnschlieBend gehen wir darauf ein, welche Werte wir fiir 3

wahlen.

Zweiter Schritt: Berechnung Startwerte fiir Schitzer unter der Alternative

Zunichst zerlegen wir den Parameterraum in mg Intervalle, welche von den support

points von \TJO abhéngen. Wir definieren

2 2

Bome—1 + Bom
, Imo = (%’n2> ,
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3.1 EM-Test

wobei n; := inf © und 7, := sup ©. Falls wir einen kompakten Parameterraum vorliegen
haben, wiirden wir die Intervalle I; bzw. I,,, links bzw. rechts abgeschlossen definieren.
Anschaulich bedeutet diese Definition, dass wir Intervalle bilden, die jeweils einen sup-
port point von \TJO enthalten und die Randpunkte gerade dem Mittelpunkt zwischen zwei
support points entsprechen. Von diesen Intervallen ausgehend definieren wir nun durch

Qome (B) = {Z ThBn 1(01n < 0) + 7 (1 — Bn) I(Oan < 60) : 01, 0on € In, > 7h = 1}

h=1 h=1
eine Teilmenge von Ma,,,. D.h. wir wéhlen spezielle 2my-Komponenten mixing distri-
butions aus. Bei dieser Definition ist zu beachten, dass 3 = (S, . .., Bm,) bereits vor der
Auswahl moglicher Gewichte 7, festgelegt wurde und somit nur spezielle Aufteilungen
der Gewichte erreicht werden konnen. Préziser kénnen wir nur fiir h = 1,...,mg das
gemeinsame Gewicht von 6y, und 6y, frei wahlen. Ihre Aufteilung wird bereits vorher
durch 8, gewéhlt.

Diese Einschrinkung hat einen entscheidenden Vorteil, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1. Wir betrachten die mo-Komponenten mixing distribution G(0) € M,,,
mit den support points <9§G), e ,97(7%)) und den Gewichten <7T§G), e ,7'(}(7%)). Weiterhin
seien alle 8, € (0,1). Mochten wir nun diese mixing distribution in Qs,,,(8) darstellen,
so miissen wir jeweils zwei support points der Darstellung gleich H,SG) und die Gewichte
gleich W}(IG) wéhlen. Wir vermeiden somit durch diese Einschridnkung die prinzipielle
Moéglichkeit einzelne Gewichte der Darstellung gleich Null und den zugehérigen support
point beliebig zu setzen. Diese Beobachtung wird fiir die Konsistenz des (modifizierten)
Maximum Likelihoodschétzers in Qa,,,(3), der nun definiert wird, eine entscheidende

Rolle spielen.

Wir definieren mittels
Pl (V) = 1,(¥) + p(B)

eine modifizierte Version der Log-Likelihoodfunktion und setzen {iber

TW(B) == argmax pl,(P)
VeQam, (8)
den modifizierten Maximum Likelihoodschéitzer unter der eingeschriankten Alternative.
Beziiglich der Optimierung sei nochmals angemerkt, dass hier (wegen Beschriankung
auf Qoo (B)) nur my Gewichte (7, ..., my,) und 2mg support points gewéhlt werden
konnen. Diese definieren dann zusammen mit 3 die eigentlichen Gewichte der mixing

distribution. @ kann in diesem Schritt nicht verdndert werden. (98), 0&), NN 9&10, 051,)10>
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3.1 EM-Test

sind die durch die Optimierung gew#hlten support points von ¥ (3), wobei 8§ h), 0;2)
I,. Die gewihlten Gewichte der Optimierung bezeichnen wir mit w1 := <7r§ ), e ,m(&())).

Somit sind die eigentlichen Gewichte von ¥ (3) gegeben durch
(ng)ﬁlaﬂ'%l)(l _ﬁ1)7'~~77T7(7}L()) mo > 7%3( 5m0)> :

. . . : 1 1 1
Wir fassen die 2m, support points zu den zwei Vektoren 0§) = (051), o ,6’&,)10) und
051) = (9511), . ,9520) zusammen. Diese Wahl hat den Hintergrund, dass von beiden

Vektoren die h-te Komponente in I, dem Intervall um den wahren support point gy,
liegt und somit im Falle von Konsistenz beide Vektoren gegen den wahren support point
Vektor 8y konvergieren.

Die eigentlichen Gewichte der mixing distribution konnten nicht frei gewéhlt werden
(lediglich der Vektor der ). Diese Tatsache konnte unter der Alternative zu schlechten
Anpassungen fithren und so die Teststédrke verschlechtern. Der folgende Schritt dient

dazu diesen Effekt abzumildern.

Dritter Schritt: EM Ilteration

In diesem Schritt mochten wir die Schétzung unter der Alternative weiter verbessern.

Speziell lassen wir nun auch eine Optimierung nach 3 zu. Dafiir fiihren wir EM-Iterationen
aus, die die penalisierten Log-Likelihoodfunktion weiter verbessern.

Die Mischungen in €s,,,(8) haben my Zustande, die sich jeweils wieder in zwei auftei-

len (insgesamt also 2mg Zustdnde). Fiir h € {1,...,mg} bezeichnen wir diese beiden

Zustande mit 1h und 2h. Insgesamt ergeben sich somit (passend zur Indizierung der

support points) die Zusténde 11,21, ..., 1mg,2my. Fiir die Berechnung der Iterations-

vorschrift benttigen wir die penalisierte Log-Likelihoodfunktion der kompletten Daten.

Diese lautet

n  mo

(T |, s) => ) I(s h) log(mn B f (i, 01n))+

i=1 h=1
I(s; = 2h) log(mn(1 — Br) f (x4, 021)) + p(Br),

wobei  bzw. s die Vektoren der Beobachtungen bzw. der realisierten Zusténde bezeich-
nen. Wie im normalen EM-Algorithmus (vgl. Abschnitt 1.2) bendtigen wir Startwerte
fiir die Iteration. Fiir diese wihlen wir die Parameter von W™ (3). Die mixing distribu-
tion resultierend aus dem k-ten Schritt bezeichnen wir mit U*)(3) und ihre Parameter
entsprechend mit 3%, 7w®), ng) und Oék). Dabei ist insbesondere BV := 3.

Wir geben nun den k-ten Schritt (k > 2) der Iteration an und berechnen zunichst

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zustandsvariable im Zeitpunkt ¢ gegeben der
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Stichprobe und den aktuellen Parametern einen gewissen Zustand angenommen hat.
Wir definieren daher fiir h =1,...,mq

W}(Lk_l)ﬁigk_l)f(X“ 9 (k— 1))

wiiy == P (S = 10| X, 047V (8)) = PO Uk 1)(5))

und

(k-1 k-1 (k—1)
wlf = P (s =2n | X wi(p) = LT )
Wie in Abschnitt 1.2 setzen wir in die penalisierte Log-Likelihoodfunktion der komplet-
ten Daten fiir die nicht beobachtbaren I(s; = 1h) bzw. I(s; = 2h) die Werte wl(f})l bzw.
wz(g”,)l ein. Wir erhalten den Erwartungswert der penalisierten Log-Likelihoodfunktion ge-

geben unserer Stichprobe und den aktuellen Parametern damit iiber

PO =3y [0t Tog(muBf (X, 0u)) + 1wl log(ma(1 = Ba) (s, Oan)) + p(B)|

i=1 h=1

Die Updates fiir die support points und die Gewichte erhalten wir aus der Maximierung
dieser Funktion nach der mixing distribution bzw. nach den Parametern, d.h.

¥*)(8) := argmax (plﬁlc’k)) .
VeQam, (8)

Fiir die Berechnung zerlegen wir diese Funktion in 2mg Teile, die jeweils von den support
points 6y, bzw. 0, abhidngen, einen Teil der von den Gewichten (7, ..., Tyo) bestimmt
wird und weitere my Teile, die jeweils von ;, abhéngen. Zur Abkiirzung der Schreibweise

definieren wir zunachst

) :iwg@% unda : sz2h
i=1

Es gilt
PER () = 375 " uld) log(FX, 0) + 30 Sl og(F(X..6m)
i=1 h=1 i=1 h=1
n  mo n - mo
+ D wl) log(my) + Y Y wi log(m)
i=1 h=1 i=1 h=1
n n mo
0wl o) + 0> ulh) los(1 - 5)+ > (A
i=1 h=1 i=1 h=1 h=1
mo n
3wl oY) + 3 3wl los(F(X, 620)
h=1 i=1 h=1 =1
mo mo
+ Zlog (7 (alh + a2h> Z (log Br)asy + log(1 — ﬁh)%h) + Zp(ﬁh)
h=1 h=1

66



3.1 EM-Test

Wir kénnen somit zunéchst jeden support point einzeln fiir Ao =1, ..., mg iiber

05’,? = argmax (Z wz(ff)L log(f (X, 6))>

00 P

bzw.

) = g (32 a1

90 —

ermitteln. Ferner berechnen sich die Gewichte w®*) {iber

mo o
7_‘_(k) = argmax <Z log(ﬂ'h) (aglz) + Clg;;))) , .t >0, Zﬂ'h =1

— h=1
und damit gilt
= () =1

Abschlieflend ist nur noch fiir h = 1, ..., my das Gewicht Bi(lk) zu ermitteln. Dieses ergibt

sich wegen obiger Darstellung von pl'""* (¥) iiber
By = argmax (10g(5)a§'2) +log(1 — B)ay, + p(@)) :
€(0,1

Zu Beginn des Algorithmus geben wir K € N vor und fithren obige Iteration K mal
durch. Somit erhalten wir am Ende die Schiitzung unter der Alternative W(5+1)(3). Als
Abschluss dieses Schrittes definieren wir die Log-Likelihoodratio

M (B) =2 (ply (W0(8)) =1, () ).

Vierter Schritt: Berechnung der Teststatistik

Da wir in den Schritten zwei und drei von einem bel. 3 € (0,1)™°

ist MY (B) (wie die Notation schon andeutet) abhéngig von dieser Wahl. Um diesen

Effekt abzuschwéchen und unter der Alternative eine moglichst gute Anpassung an die

ausgegangen sind,

vorliegende mixing distribution zu gewihrleisten, starten wir die Schritte zwei und drei
von mehereren 3 aus. Genauer definieren wir die Menge B := {0.1,0.3,0.5} und starten
obige Schritte fiir jedes B € B™°. Insgesamt fiihrt dies zu 3™ Durchldufen. AbschlieSend
definieren wir die Teststatistik des EM-Tests iiber

(K) . (K+1)
EM," := max {MV(B)} .
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3.1.3 Asymptotische Eigenschaften

In diesem Abschnitt halten wir die beiden Hauptresultate beziiglich der Asymptotik fest.
Einerseits sind die Schétzer von obiger Iteration konsistent und andererseits konvergiert
die Teststatistik gegen eine Verteilung, welche stark an den MLRT erinnert. Im Fall my =

2 konvergieren EMY) und die Teststatistik des MLRT sogar gegen dieselbe Verteilung.

Zunéchst gehen wir auf die Konsistenz ein:

Satz 3.1 (Konsistenz). Unter der Nullhypothese und unseren getroffenen Annahmen
gilt fir jedes B € B™ und k € {1,..., K 4+ 1}: Die Schitzer w<k>,9§’“) und 0§k) sind
konsistent und beziiglich der Ordnung gilt

)~y = Op(n™"/%), 6] —8) = Op(n™""") und 05 — 0y = Op(n™"/*).

Beweisidee. Zunéchst begriindet man unter der Nullhypothese, dass die geschétzte mi-
xing distribution WM (3) konsistent ist an allen Stetigkeitsstellen 6. Da die Menge B die
Null nicht enthalt, ist dieses Resultat nur moglich, falls die beiden support points 91 g GSL
aus I, gegen den wahren support point 6y, konvergieren. Somit muss nun auch ihr ge-
meinsames Gewicht gegen das des wahren support points konvergieren. Wir erhalten
also die Konsistenz der Parameter fiir k£ = 1, d.h. diese gilt bereits ohne EM-Iteration.

Als néchstes definieren wir die Momente fiir h = 1,...,mg

mi§) = B (08 — 6on) + (1= 8) (655 — 00n)
miy) = g () - QOh) (1-6") (65 00h)2.

Hiermit definieren wir den Vektor

und

/
t(k) = (ﬂ-gk) — To1, - - - 77T7(7§3 1 = Tomo—1> ng)mgl)7 cey glggmgnzm gk)mgi)7 ceey gfgmg’rr)w) '

Mit b; bezeichnen wir den Vektor (by;, by;) fiir i = 1,...,n. Diese Vektoren sind un-
abhéngig identisch verteilt und mit 3 bezeichnen wir die zugehorige Kovarianzmatrix.
Mit Hilfe dieser Groflen konnen wir (wie im MLRT) mit einer Taylorentwicklung die
folgende obere Schranke fiir Ry, (Y1 (8)) := 2 (pl,, (¥M(8)) — 1, (¥g)) herleiten:

n

Ry, (¥0(8)) < 2603 by = nt®'5t®) (1 + 0,(1)) + 0,(1). (3.1)
i=1

Diese Schranke ist selber durch Op(1) beschrinkt und somit kann ¢*) héchstens von

der Ordnung Op(n~'/2) sein, da wir sonst einen Widerspruch erhalten wiirden. Aus
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3.1 EM-Test

dieser Tatsache konnen wir direkt die Aussage des Satzes fiir £ = 1 folgern. Die Ver-
allgemeinerung fiir bel. k, d.h. dass der EM Schritt nichts an der Ordnung bzw. Kon-
sistenz verdndert, zeigen Chen und Li in einem weiteren Lemma, auf welches wir an
dieser Stelle nicht niher eingehen. Hier beobachtet man dann auch zusétzlich, dass
B® —3 = Op(n=1/%), was fiir k = 1 klar ist, denn wir starten die Iteration mit 8V = 3.

U

Neben der Aussage des vorherigen Satzes spielt die dort gezeigte obere Schranke eine
entscheidende Rolle fiir den nun folgenden Satz iiber die asymptotische Verteilung der
Teststatistik. Wie beim MLRT teilen wir die Kovarianzmatrix 3 in Blockmatrizen auf,

so dass

Y, =
Y= 128 ) S = E(bjbl,) fir j k=1,2.
221 222

Wir definieren ebenfalls wie beim MLRT ggl‘ = by, — EglEilbli. Dieser Zufallsvektor

besitzt die Kovarianzmatrix §~]22 = Doy — 22121_11212.

Satz 3.2. Unter den getroffenen Annahmen und der Forderung % € B gilt

mo
EM,(LK) (ZQ sup (2’vlw — ’0/222’U> ) ZahX%n
mg

'UERZ h=0

wobei w multivariat normalverteilt ist mit Erwartungswert Null und Kovarianzmatrix
igg, die Gewichte aj, nicht negativ sind, sich zu Fins aufsummieren und abhdngig von
der Verteilung von w sind, x3 firh =1,...,mqg eine x* Verteilung mit h Freiheitsgraden

beschreibt und x3 die Punktverteilung in Null darstellt.

Beweisidee. Der Beweis funktioniert sehr &hnlich wie beim MLRT, zunéchst zeigt man
mit Hilfe von (3.1), dass

sup (21}’ ZEQZ — nv’f]mv) +op(1) (3.2)

mo
UERZ i=1

eine obere Schranke fiir EM\™ darstellt. AnschlieBend folgert man wieder, dass diese

asymptotisch angenommen wird, d.h.

= Op(l).

EM®E) — sup (211’ Zggl — nv’fbw)

mo
UGRZ i=1
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3.1 EM-Test

1
2
dass bereits ohne EM Iteration der Penalty asymptotisch vernachléssigbar ist. Eben-

Hierfiir benttigen wir unter anderem, dass = € B ist, denn somit wissen wir sicher,
falls wie beim MLRT konvergiert die angenommene obere Schranke in Verteilung gegen
SUP,, 70 <2'v’ w—v igg’U) und wir erhalten mit dem Satz von Slutzky die Verteilungs-
konvergenz des Satzes. Die Gleichheit in Verteilung mit der x2 Mischung ist im Vergleich

zum MLRT eine Verallgemeinerung und wird in [CLO09] ausfiihrlich bewiesen.

3.1.4 Praktische Umsetzung des Tests

Wie in Satz 3.2 erwithnt, hiingen die Gewichte der y? Mischung von der Kovarianzma-
trix 5322 ab. Diese Matrix miissen wir also berechnen bzw. bei unbekannten Parametern
schitzen. In Abschnitt 2.1.5 erkldren wir dies fiir den MLRT. An diesem Vorgehen dndert
sich fast nichts, bis auf dass wir b hier entsprechend obiger Definition berechnen bzw.
schétzen miissen. Bei bekannten wahren Parametern kénnen wir natiirlich die Kovari-
anzen einfach {iber die jeweiligen Integrale (numerisch) berechnen.

Beim EM-Test gestaltet sich nun die Berechnung der Gewichte a;, in Abhéngigkeit von
EQZ i.A. anders als beim MLRT. Es gilt der Zusammenhang

mo
ap = P (Z I(d; >0) = h) , mit © = argsup (212’10 - 0/222U> : (3.3)
= vGR;O

Fiir mg = 2 kénnen wir nun genau wie beim MLRT die Gewichte a; berechnen. Diese
ergeben sich iiber den Korrelationskoefizienten von §322. Fiir mg = 3 leiten Chen und Li

ebenfalls eine Berechnungsvorschrift her. Es gilt a9 + as = a; + a3 = 0.5 und
ag = (2T — arccos wis — arccos wiz — arccos wyg) /4m,

wobei (w;;). ._ die zu Xy, gehorige Korrelationsmatrix ist, sowie
/4,5=1,....,mo ’

a; = (3T — arccos wig.3 — arccos wig.p — arccos wog.1 ) /4m,

mit .
wij — wipwik

RN AT R

Mochten wir fiir ein mgy > 3 testen, so liegen keine direkten Berechnungsformeln fiir die

Gewichte vor. Wir konnen aber in einer Simulation bei berechnetem bzw. geschéitztem
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3.1 EM-Test

igg die Werte aj, aufgrund von Gleichung (3.3) schitzen. Dazu simulieren wir N mal
den Zufallsvektor WW; aus einer N (0, 222) Verteilung, berechnen den Wert

Vj = argsup (2’0’VVj — v’imv)

mq
vERZ

und schétzen hiermit die benétigten Wahrscheinlichkeiten.

3.1.5 Modifikation der Teststatistik

Wie wir bisher gesehen haben, besitzt die Teststatistik die obere Schranke aus dem Be-
weis zu Satz 3.2 und nimmt diese asymptotisch an. Fiir eine Anwendung wiinschen wir
uns natiirlich, dass die Teststatistik in Verteilung diese Schranke mdoglichst schnell an-
nimmt, um nicht fiir kleine Stichprobengréfien deutlich konservativ zu testen. Betrachten
wir die Teststatistik ohne EM Iteration

EMY = max (MO(B)} = max {2 (ol (¥00(8)) — 1. (o) )}
= oo {2 (1 (¥(8) +p(8) ~1. (W0)) }

so sehen wir, dass diese durch den nicht positiven Penaltyterm eher verkleinert wird
(aufler bei § = (0.5,...,0.5), denn hier ist der Penalty Null). Fithren wir den Test
durch, so wéhlt die Optimierung meistens den Schétzer mit 5 = (0.5,...,0.5), da hier
der Penalty gleich Null ist und die Verbesserung des Maximums durch eine andere Wahl
von 3 meist geringer ausfillt, als der Vorteil den Penalty gleich Null zu wéhlen. Somit
verkleinern wir den Alternativraum deutlich, was den Test konservativer macht. Wir
konnten diesem Effekt entgegensteuern, indem wir den Parameter der Penaltyfunktion
anpassen bzw. sehr klein wéhlen.

Wir sehen zusétzlich eine andere Moglichkeit, um die Testlevels fiir kleinere Stichproben
unter der Nullhypothese besser einzuhalten. Analog zum zweiten Schritt schitzen wir im
eingeschriankten Alternativraum Qo (3) fir 8 € B™ = {0.1,0.3,0.5}"° den Maximum
Likelihoodschétzer ohne Penaltyfunktion. Wir berechnen also

w!),(8) = argmax 1,(¥),
VEQom, (B)

wobei wP fiir without penalty steht. Das Resultat der Konsistenz der Parameter l&sst
sich natiirlich auch auf diesen Schétzer iibertragen, da wir die Null aus B ausschlieflen
und so der Fall der Konvergenz eines Gewichtes gegen Null nicht mdglich ist. Ferner

ist das wesentliche Argument fiir die Giiltigkeit der oberen Schranke von Mél)(ﬁ) =
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3.1 EM-Test

2 (pl (TW(B)) — L, ((1\10>> die Konsistenz von ¥)(3) und somit erhalten wir auch,

dass
ME(8) =2 (1 (204(8)) — 1 (T0))
durch (3.2) nach oben beschrénkt wird. Da nun

Pla (V(8)) = 1, (¥9(8)) +p(8) < ln (¥ (B)) < 1, (V01(B)) .

ist bel)(,B) < MW () und somit gilt auch

n,wP
(1) _ or ) }: M
EM{Y = max {M( }<ig£§50{ﬂ4@wp(ﬁ) = EM) . (3.4)
MSZJ p(B) ist fiir ein beliebiges § € B™° durch (3.2) nach oben beschrénkt und daher

EM! BU p natiirlich auch. Wie wir bereits gesehen haben, nimmt EM! (3 2) asymptotisch
an und deshalb muss dies wegen (3.4) auch fiir EM,S »p gelten.
Zusammenfassend erhalten wir also mit EM,S Bup eine Teststatistik, die grofler gleich
der urspriinglichen Teststatistik ohne EM Iteration ist und gleichzeitig die Asymptotik
erfiillt. In vielen Féllen verédndert die EM Iteration sehr wenig an den Parametern, so dass
wir uns durch Betrachten von EM, (1) »p eistens auch hier besser stellen. Wiirden wir
nun KM, (1 »p alleine benutzen, so wurden wir mogliche Vorteile der EM Iteration (unter
nicht erfullter Nullhypothese) verlieren. Daher betrachten wir nun als Teststatistik
EMym%:mw{EM”

n,wP>

EM?@.

Hiermit vereinen wir die Vorteile der EM Iteration und verbessern die Anpassung der

Testlevels fiir kleine Stichproben.
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3.1.6 Simulationen bei zwei Komponenten

Generell testen wir wieder die Anzahl der Komponenten bei Mischungen aus Normal-
verteilungen mit festem Erwartungswert und variablen Standardabweichungen. Zunéchst
untersuchen wir das Verhalten der simulierten Testlevels bei zwei und anschliefend bei

drei Komponenten. Ferner betrachten wir hier nur EM (1)

»wpe da wir uns unter der Null-

hypothese keine Vorteile von der EM Iteration erhoffen. Wir simulieren stets die Stich-
probengréfien 250, 500 und 1000. Zur Berechnung der Testlevels fithren wir jeweils 10000
Wiederholungen durch.

Um neben der isolierten Analyse des Verhaltens die Ergebnisse mit denen des MLRT
vergleichen zu koénnen, wihlen wir hier die gleichen Szenarien aus. Diese werden in

Tabelle 3.1 noch einmal festgehalten.

01 02 o

N, 1 4 0.67
Ny, 2 6 0.50
Ns 1 6 0.57
N, 2 8 0.55

Tabelle 3.1: Parameter der iid normalverteilten Zweikomponentenmischungen

Die Tabellen 3.2 bis 3.4 zeigen die Ergebnisse. Wir kénnen unsere Beobachtungen wie
folgt zusammenfassen: Fiir steigende Stichprobengrofle beobachten wir fiir alle Szenari-
en aufler N3 einzeln Konvergenz gegen die theoretischen asymptotischen Testlevels. Im
dritten Szenario testen wir wie im MLRT fiir n = 500 und n = 1000 etwas anti konser-
vativ. Insgesamt kénnen wir fiir Stichprobengréfien ab 250 bis 500, je nach Szenario im
hier betrachteten Fall mq = 2, gute Ergebnisse erzielen.

Vergleichen wir unsere Simulationsergebnisse des EM-Tests mit denen des MLRT, so
sehen wir bei n = 250 und n = 500 keine strukturellen Unterschiede. Im Fall n = 1000
testen wir beim MLRT etwas konservativer und somit ndher an den vorgegebenen Le-
vels. Dabei ist zu beachten, dass wir bei der Simulation des EM-Tests keine Penalisie-
rung der Gewichte vorgenommen haben. Der Grund dafiir ist, dass wir beim EM-Test
mit Penalisierung der Gewichte deutlich zu konservative Ergebnisse erhielten und eine
Penalisierung hier nicht nétig ist, um die Gewichte von Null wegzubeschrénken. Falls
wir allerdings EM-Iterationen durchfithren wollten, so miissten wir die penalisierte Li-
kelihoodfunktion direkt unter der Alternative benutzen, da in den EM Iterationen diese

weiter verbessert wird.
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Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.087 0.042 0.019
Ny 0.068 0.032 0.014
Ns  0.101 0.050 0.026
N, 0.081 0.040 0.021

Tabelle 3.2: Simulierte Testlevels bei n = 250 (EM-Test, zwei Komponenten, iid)

Level 0.1  0.05 0.025

Ny 0.092 0.047 0.024
Ny 0.080 0.040 0.020
Ns  0.108 0.058 0.030
Ny 0.096 0.044 0.022

Tabelle 3.3: Simulierte Testlevels bei n = 500 (EM-Test, zwei Komponenten, iid)

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.108 0.054 0.025
N, 0.088 0.042 0.021
Ns  0.118 0.065 0.034
N, 0.104 0.0563 0.027

Tabelle 3.4: Simulierte Testlevels bei n = 1000 (EM-Test, zwei Komponenten, iid)
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3.1.7 Simulationen bei drei Komponenten

Wir betrachten nun den EM-Test bei Dreikomponentenmischungen. Die support points

der hier betrachteten vier Szenarien sind in Tabelle 3.5 aufgelistet. Fiir die Gewichte

01 02 03
Ns 1 5 20
Ne 1 10 30
N; 05 3 9
Ng 0.7 4 12

Tabelle 3.5: Support points der normalverteilten Driekomponentenmischungen

legen wir fir N5, Ng (0.37,0.25,0.38) und fiir N, Ng (0.47,0.29,0.24) zu Grunde. Die
Ergebnisse finden sich in den Tabellen 3.6 bis 3.8.

Wir sehen, dass wir bei n = 250 in allen vier Szenarien deutlich konservativ testen.

Anscheinend ist die Stichprobengrofie von 250 bei drei Komponenten nicht grof§ genug,

um mit der asymptotischen Verteilung zu testen. Bei n = 500 sehen die Ergebnisse

bereits deutlich besser aus. Wir testen zwar auch hier noch konservativ, jedoch wird

die Abweichung geringer. Schliellich bei n = 1000 haben sich die Levels weiter denen

der asymptotischen Verteilung angenédhert, so dass wir insgesamt von Konvergenz der

betrachteten Quantile ausgehen kénnen.

Level 0.1 0.05 0.025
N5 0.059 0.026 0.012
Ng 0.074 0.033 0.014
N7 0.052 0.023 0.010
Ng  0.058 0.024 0.011

Tabelle 3.6: Simulierte Testlevels bei n = 250 (EM-Test, drei Komponenten, iid)
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Level 0.1 0.05 0.025

N5 0.080 0.035 0.015
Neg  0.097 0.046 0.020
N7 0.085 0.039 0.018
Ng  0.080 0.038 0.016

Tabelle 3.7: Simulierte Testlevels bei n = 500 (EM-Test, drei Komponenten, iid)

Level 0.1 0.05 0.025

Tabelle 3.8: Simulierte Testlevels bei n = 1000 (EM-Test, drei Komponenten, iid)

3.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

Wir méchten nun den EM-Test auf Hidden Markov Modelle iibertragen. Dazu gehen wir
davon aus, dass Xi,..., X, die beobachtbaren Variablen eines HMM mit ergodischer
Markov Kette sind. Unter der Nullhypothese nehmen wir weiter an, dass die Markov
Kette my Zustdnde besitzt und somit die Marginalverteilung der beobachtbaren Varia-
blen einem Mischungsmodell mit my Komponenten folgt.

Als Komponentendichten betrachten wir nur solche, die den Annahmen des EM-Tests
geniigen. Moglich wéren z.B. Poisson-, Binomial- (mit fester Versuchsanzahl) oder Nor-
malverteilungen (mit entweder festem Erwartungswert oder fester Standardabweichung).
Konkret betrachten wir unter der Nullhypothese von zwei und drei Komponenten Nor-

malverteilungen mit festem Erwartungswert.

3.2.1 Simulationen bei zwei Komponenten

Um eine Vergleichbarkeit zum iid Fall und MLRT zu gewéhrleisten, simulieren wir geméaf3
derselben Szenarien wie im vorherigen Abschnitt (vgl. Tabelle 3.1). Fir die Ubergangs-
matrizen wahlen wir I'y bis Ty, die bei den Simulationen vom MLRT (vgl. Abschnitt
2.2.4) definiert wurden. Die Ergebnisse finden sich in den Tabellen 3.9 bis 3.11.

Wie schon beim EM-Test im iid-Fall, konnen wir auch hier bereits ab 250 bis 500 gute

Ergebnisse erzielen und in allen Szenarien aufler N3 konvergieren die Levels. Es ist nicht
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Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.083 0.041 0.020
Ny 0.070 0.035 0.017
Ns  0.104 0.056 0.029
N, 0.086 0.040 0.020

Tabelle 3.9: Simulierte Testlevels bei n = 250 (EM-Test, zwei Komponenten, HMM)

Level 0.1  0.05 0.025

Ny 0.097 0.050 0.024
Ny, 0.074 0.038 0.020
Ns  0.110 0.055 0.029
N, 0.102 0.051 0.024

Tabelle 3.10: Simulierte Testlevels bei n = 500 (EM-Test, zwei Komponenten, HMM)

Level 0.1 0.05 0.025

Ny 0.103 0.053 0.026
Ny, 0.085 0.041 0.020
Ns  0.120 0.065 0.034
N, 0.102 0.051 0.024

Tabelle 3.11: Simulierte Testlevels bei n = 1000 (EM-Test, zwei Komponenten, HMM)
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verwunderlich, dass bei Nj fiir n = 1000 noch keine deutliche Ubereinstimmung zwischen
den Levels vorliegt, da wir dies im iid-Fall beim EM-Test und beim MLRT (sowohl im
iid- als auch beim HMM-Fall) ebenfalls beobachteten.

Vergleichen wir unsere Simulation des EM-Tests und des MLRTs im HMM-Fall bei
mgo = 2, so beobachten wir keine Unterschiede. Die Simulation spricht also dafiir, dass
der EM-Test bei zwei Komponenten auch im HMM-Fall funktioniert.

3.2.2 Simulationen bei drei Komponenten

Wir betrachten nun wie sich der EM-Test beim Zugrundelegen eines HMM im Fall von
drei Komponenten verhélt. Die support points der hier betrachteten vier Szenarien sind
dieselben wie im iid-Fall und in Tabelle 3.5 aufgelistet.

Als Ubergangsmatrizen benutzen wir fiir Ny, Ny die Matrix I's und bei N7, Ny wihlen

wir I'g, wobei

0.9 0.05 0.05 0.80 0.10 0.10
I's:=1 0 0.85 0.15 und I's:= 1 0.2 0.8 0
0.1 0.05 0.85 0.15 0.05 0.8

Die Tabellen 3.12 bis 3.14 zeigen die Ergebnisse unserer Simulation.

Auch hier erhalten wir mit steigender Stichprobengrofie eine immer besser werdende
Ubereinstimmung zwischen simulierten und vorgegebenen Levels. Vergleichen wir die
Ergebnisse mit dem EM-Test im iid-Fall, so sehen wir keine Unterschiede. Unsere Simu-
lationen sprechen also dafiir, dass sich der EM-Test auch fiir my = 3 anwenden lésst.
Insgesamt deuten unsere Simulationen darauf hin, dass sich der EM-Test wie der MLRT
ebenfalls auf die von uns betrachteten Hidden Markov Modelle anwenden ldsst. Im
néachsten Abschnitt betrachten wir als Anwendung des HMM-Falls Renditen der Sie-
mens AG.
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Level 0.1 0.05 0.025

Ns  0.062 0.026 0.011
Ng 0.064 0.031 0.013
N; 0.061 0.025 0.011
Ng  0.058 0.026 0.013

Tabelle 3.12: Simulierte Testlevels bei n = 250 (EM-Test, drei Komponenten, HMM)

Level 0.1  0.05 0.025

N5 0.080 0.035 0.016
N5 0.095 0.043 0.020
Ns 0.081 0.037 0.018
Ns  0.077 0.036 0.017

Tabelle 3.13: Simulierte Testlevels bei n = 500 (EM-Test, drei Komponenten, HMM)

Level 0.1 0.05 0.025

Ns  0.108 0.051 0.024
N5  0.110 0.052 0.024
N5 0.096 0.046 0.024
Ns  0.095 0.044 0.021

Tabelle 3.14: Simulierte Testlevels bei n = 1000 (EM-Test, drei Komponenten, HMM)
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3.2.3 Anwendung des EM-Tests auf Siemensrenditen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Tagesrenditen der Siemens AG der letzten vier

Jahre in Prozent. Abbildung 3.1 veranschaulicht diesen Datensatz.

Renditen der Siemens AG vom 14.07.2006 bis 14.07.2010

Renndite in Prozent

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Zeitverlauf

Abbildung 3.1: Renditen der Siemens AG

Zu Beginn standardisieren wir die Daten durch Subtraktion des Erwartungswertes. Ab-
bildung 3.2 zeigt die empirisch geschétzte Dichte der Daten und die empirische Auto-
korrelationsfunktion (ACF) vom Betrag der Renditen. Da wir eine unimodale Dichte
beobachten, liegt es nahe sie iiber eine Mischung aus Normalverteilungen mit festem

Erwartungswert und variabler Standardabweichung zu modellieren.

Dichteschatzung der Siemensrenditen ACF der Siemensrenditen
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L
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(a) Dichteschétzung (b) empirische ACF

Abbildung 3.2: Dichteschédtzung und empirische ACF der Siemensrenditen

Stellt man sich die Frage, ob einzelne Renditen unabhéngig voneinander sind, so kann

80



3.2 Erweiterung fiir Hidden Markov Modelle

man die ACF vom Betrag der Aktienrenditen betrachten, denn wéren sie unabhéngig
voneinander, so diirften wir hier keine Autokorrelationen beobachten. In Abbildung 3.2
(b) konnen wir allerdings starke Autokorrelationen erkennen und somit kann keine Un-
abhéangigkeit vorliegen. Eine direkte Anwendung des EM-Tests wire also nicht sinnvoll.
Legen wir nun ein Hidden Markov Modell zu Grunde, so kénnen wir eine Abhéngigkeit
des Umweltzustandes, unter der die Rendite entstanden ist, modellieren.

Wir fiithren zuerst den EM-Test fiir mg = 1 durch, d.h wir testen, ob die Daten bereits
durch eine Normalverteilung mit Erwartungswert Null und bel. Standardabweichung
beschrieben werden kénnen. Unter der Hypothese schitzen wir hier eine Standardabwei-
chung von 2.59. Im Gegensatz dazu ergibt sich unter der Alternative eine Mischung mit
den Parametern o; = 1.77,09 = 6.25 und p = 0.9. Der Wert der Teststatistik betrégt in
diesem Fall 285.82, was einen P-Wert von ca. Null zur Folge hat. Wir kénnen also ein-
deutig Hy : mg = 1 verwerfen und bestéitigen die visuelle Intuition, dass die vorliegende
Dichte zu spitz fiir eine einfache Normalverteilung ist.

Als néchstes betrachten wir die Nullhypothese von zwei Komponenten. Unter der Hypo-
these schétzen wir hier ein Mischungsmodell mit den Parametern oy = 1.77,09 = 6.30
und p = 0.902. Die Tatsache, dass die Schéitzung unter der Alternative im ersten Test
und die Schitzung unter der Hypothese im zweiten Test (beides mal passen wir eine
Zweikomponentenmischung an) nicht genau iibereinstimmen, ist kein numerischer Feh-
ler. Es liegt daran, dass wir im ersten Test nur die Werte 0.1, 0.3 und 0.5 fiir das Gewicht
des kleineren support points zulassen und im zweiten Test das Gewicht unter der Hypo-
these komplett mit anpassen. Die Alternative im zweiten Test ist eine Vierkomponen-
tenmischung. Wir schétzen hier die support points oy = 1.32, 09 = 2.33, 03 = 4.90 und
o4 = 9.42. Fiir die Gewichte ergibt sich nach Beriicksichtigung, dass die optimale Auf-
teilung durch 8 = (0.5,0.3) gegeben ist: p; = 0.46,ps = 0.46,p3 = 0.06 und p, = 0.02.
Die Teststatistik nimmt ferner den Wert 12.27 an. Um hierfiir einen P-Wert angeben zu
kénnen, schiitzen wir zunéchst die Gewichte der y2-Mischung der asymptotischen Vertei-
lung der Teststatistik. Diese ergeben sich mittels den geschéitzten Parametern unter der
Hypothese zu (0.32,0.5,0.18). Wir kénnen nun den P-Wert als die Wahrscheinlichkeit
dieser Verteilung fiir eine groferen Wert als 12.27 berechnen und erhalten als Ergebnis
6.28 - 10~%. Somit kénnen wir auch die Hypothese von Hy : my = 2 bei einem Signifi-
kanzniveau von 5% deutlich verwerfen.

Bis an diese Stelle hitten wir auch mit dem MLRT testen konnen. Um nun aber auch
den Test fiir Hy : mg = 3 durchfithren zu kénnen, benétigen wir zwingend den EM-Test.

Unter der Hypothese schétzen wir hier eine Dreikomponentenmischung mit Parametern
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o1 = 143,09 = 2.74 und o3 = 8.28 sowie Gewichten p; = 0.61,p, = 0.35 und p3 =
0.04. Die Schétzung unter der Alternative ist gegeben durch die support points o =
(0.53,1.50,1.83,2.62,4.32,8.62) und Gewichte p = (0.05,0.46,0.13,0.29,0.035,0.035).
Der Wert der Teststatistik lautet 0.8717 und liefert (nach Berechnung der Gewichte der
x>-Mischung gemif der Schiitzung unter der Hypothese) einen P-Wert von 0.28. Wir
konnen also bei einem 5%-Signifikanzniveau die Hypothese von drei Komponenten nicht
verwerfen und behalten sie daher bei.

Als letzten Schritt mochten wir nun noch das angepasste Dreikomponenten Modell in-
terpretieren. Den grofiten Anteil machen die ersten beiden Zusténde mit einer Gesamt-
wahrscheinlichkeit von 0.96 (einzelne Wahrscheinlichkeiten sind 0.61 und 0.35) und den
Tagesstandardabweichungen von 1.43% und 2.74% aus. Den wesentlichen Anteil machen
also die beiden Zustédnde mit niedriger (1.43%) und hoherer (2.74%) Varianz aus. Eine
gesonderte Rolle hat der dritte Zustand, der mit nur 4% Wahrscheinlichkeit eintritt und
mit 8.28% eine ungleich grofere Standardabweichung aufweist. Es liegt die Uberlegung
nahe, dass dieser Zustand extrem hoher Schwankung gerade die Finanzkrise im vierten
Quartal 2008 widerspiegelt. Um dieser Vermutung nachzugehen, schéitzen wir im HMM
Modell den MLE, d.h. wir schétzen hier mit Hilfe der HMM Log-Likelihoodfunktion.
Fiir diese Schiatzungen benutzen wir das R-Paket SwitchingVolatility. Dieses Paket wur-
de am Lehrstuhl von Prof. Holzmann mit Hilfe von Funktionen aus [ZM09] entwickelt.

Die Schitzung fiir die Ubergangsmatrix lautet:

0.97  0.03 0
T=1004 095 001
0 0.09 091

Wir kénnen nun mit Hilfe des Viterbi Algorithmus schétzen welcher Zustand jeweils
am wahrscheinlichsten ist. Abbildung 3.3 bestétigt, dass die Renditen der Siemensak-
tien in der Zeit der Finanzkrise (in diesem Datensatz lauft das vierte Quartal 2008
von i = 550, ...,610) im Vergleich zum restlichen betrachteten Intervall eine wesentlich
hohere Standardabweichung aufweisen. Aufierdem sehen wir, dass (laut Schitzung) der
dritte Zustand (bis auf zwei Ausnahmen) nur in der Finanzkrise aufgetreten ist. Wir
konnen diesem Zustand somit als die Finanzkrise interpretieren. Ein weiterer interessan-
ter Aspekt ist die Tatsache, dass sich die Renditen der Siemensaktie nach der Finanzkrise

ca. ein Jahr im Zustand hoher Varianz befanden.
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Abbildung 3.3: Renditen der Siemens AG und Schétzung der Zusténde des HMM
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Ausblick

Mit dem MLRT und dem EM-Test haben wir in dieser Arbeit zwei Verfahren untersucht,
die fiir unabhéngig identisch verteilte Stichproben die Anzahl der Komponenten einer
Mischung testen. Weiterhin haben wir in Kapitel 2.2 eine Erweiterung des MLRT be-
trachtet, bei der die Stichproben die beobachtbaren Variablen eines stationdren Hidden
Markov Modells sind. Fiir diese Testsituation wurde in [DHO8| nachgewiesen, dass unter
der Nullhypothese die asymptotische Verteilung der Teststatistik mit der des MLRT bei
unabhéngigen Stichproben iibereinstimmt.

Fiir den EM-Test wurde eine solche Verallgemeinerung bisher nicht durchgefiithrt. Wir
haben daher fiir diese Arbeit den EM-Test mit normalverteilten Komponenten (fester Er-
wartungswert) implementiert und Simulationen durchgefiihrt, bei denen wir als Stichpro-
ben ebenfalls die beobachtbaren Variablen eines Hidden Markov Modells benutzten. Die
Ergebnisse deuten daraufthin, dass sich auch der EM-Test auf diese Abhéngigkeitsstruktur
erweitern lasst.

Einen Beweis dafiir haben wir bisher nicht gefiihrt, jedoch sollten wir die Konsistenzaus-
sagen analog zum MLRT verallgemeinern kénnen. Der néchste Schritt wére nun eine
entsprechenden Aussage wie in Gleichung (2.43) in Kapitel 2.1.4 zu folgern, so dass der
eigentliche Beweis darin bestiinde zu zeigen, dass n~'/2 Yoy ggi asymptotisch normal-
verteilt ist mit Kovarianzmatrix COV (byy).

Bei der Verallgemeinerung des MLRT zeigten wir die Konvergenz in Verteilung gegen die
Normalverteilung mit entsprechender Kovarianzmatrix iiber den Zentralen Grenzwert-
satz fiir stationdre Martingaldifferenzenfolgen. Wir werden versuchen einen &hnlichen
Beweis fiir den EM-Test zu fithren, um so die vermutete Asymptotik der Teststatistik
Zu zeigen.

Wir fithrten die Simulationen mit einer modifizierten Teststatistik durch (unter der Al-
ternative keine Penalisierung und kein EM Schritt, vgl. Kapitel 3.1.5). Die Begriindung
fiir diese Wahl ist einerseits, dass die Penalisierung den Test bei kleinen Stichproben zu
konservativ macht und andererseits haben wir so keinen Parameter fiir den Penaltyterm,

der anzupassen ist. Diese Aspekte sind im Beweis natiirlich ebenfalls zu beriicksichtigen
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und sollten die Herleitung eher erleichtern.

Mit dieser Teststatistik wiirden natiirlich jegliche Vorteile einer EM Iteration verloren
gehen und so die Giite des Tests evtl. verschlechtern, da wir bei nicht giiltiger Null-
hypothese den Maximum Likelihoodschétzer gegebenenfalls nicht exakt genug anpas-
sen konnen. Die Penalisierung wird grundsétzlich eingefiithrt, um bei der EM Iterati-
on (Schétzung unter der Alternative) zu verhindern, dass einzelne Gewichte der 2my-
Komponentenmischung gegen Null konvergieren. Um diese Tatsache zu gewéhrleisten,
konnten wir auch direkt iiber alle 2mg Gewichte optimieren, anstatt erst iiber mg und
dann iiber alle in der EM Iteration, wenn wir als Restriktion 8, > ¢ mit € > 0 vorgeben.
Wir kénnten so in einer Optimierung direkt den Maximumlikelihood Schétzer unter der
Alternative berechnen und miissten nicht mj Optimierungen mit anschliefender EM
Iteration durchfiihren. Eine andere Moglichkeit wire die in Kapitel 3.1.5 angesprochene
Berechnung des Maximums aus der original Teststatistik mit EM Iteration und der ohne

Penalisierung und ohne EM Iteration.
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