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1 Einleitung 1

1 Einleitung

Der Einfluss des Menschen auf die Umwelt ist nicht zu iibersehen. Seine Kontrolle iiber
einen Grofiteil des verflighbaren Stifiwassers sowie der Wald- und Nutzflachen hat direk-
te evolutionare Auswirkungen auf viele Spezies. Beispielsweise ist zu beobachten, dass
Fische in stark befischten Gebieten mit der Zeit einen schmaleren Korperbau entwi-
ckeln, um Fangnetzen besser entgehen zu kénnen. Solche Verdnderungen entsprechend
der natirlichen Selektion sind jedoch nicht nur bei Tieren zu beobachten, sondern
vor allem auch bei Bakterien und Viren. Sobald Bakterien und Viren resistent gegen
Medikamente werden, stellt dies eine ernstzunehmende Gefahr fiir die menschliche Ge-
sundheit dar.

Resistenzen entwickeln sich unter anderem durch die ineffiziente und grofiflichige Nut-
zung von Antibiotika und Pestiziden auf Ackerflichen sowie die oftmals unnétige
arztliche Verschreibung von Antibiotika und den vorzeitigen Behandlungsabbruch durch
die Patienten. Im Falle einer nicht vollendeten Behandlung tiberleben einige Erreger
und kénnen durch Mutationen resistent gegen das verwendete Medikament werden und
sich so ungehindert vermehren.

Seit der zufilligen Entdeckung des Penicillin im Jahre 1928 durch Sir Alexander Fle-
mingE] ist ein Grofiteil der Krankheiten, die durch das Bakterium Staphylococcus aureus
verursacht werden, Penicillin-resistent geworden. Erkrankungen, die einst mit geringen
Dosen dieses Medikaments behandelt werden konnten, bendtigen nun eine sehr viel
héhere Dosis oder ein stérkeres Mittel. Diese Alternativen helfen jedoch nur fiir eine
begrenzte Dauer, da bereits im Jahr 2001 bis zu 50 % der gegen Penicillin resisten-
ten Bakterien auch gegen das starkere Mittel Methicillin Resistenzen entwickelt haben
(Beispiel: MRSA: Methicillin-resistenter Staphylococcus aureus).

Diese Entwicklung verursacht so hohe Kosten fiir Entwicklung, Tests und Anwendung
neuer Medikamente, dass eine effektive Therapie eigentlich behandelbarer Krankheiten
in naher Zukunft fiir viele Menschen 6konomisch gesehen nicht mehr erreichbar sein
wird [

Zur Untersuchung von Antibiotika-Resistenzen wird die Minimale Hemm-Konzentration
(basierend auf dem englischsprachigen Begriff Minimum Inhibitory Concentration, im
Folgenden als MIC abgekiirzt) angegeben, die als die geringste Konzentration eines An-
tibiotikums definiert ist, welche das sichtbare Wachstum eines Mikroorganismus tiber
Nacht einddmmt. Die Messung der MIC wird bei neuen Medikamenten auflerdem zur
Untersuchung der in vitro Aktivitit verwendet

Es ist von besonderer Wichtigkeit, die Verteilung der Bakterien zu bestimmen, da un-

1vgl. Chemie.de [online].
2vgl. Palumbi, S. R. (2001), S. 1786 ff.
3vgl. Andrews, J. M. (2001), S. 5.



1 Einleitung 2

erkannte Resistenzen grofie Gefahren fiir die menschliche Gesundheit bergen. Deshalb
miissen Erkenntnisse iiber den resistenten Anteil gewonnen werden, die zur Entwick-

lung neuer Therapien genutzt werden konnen.

1.1 Motivation der Arbeit

MICs werden zur Messung der Reaktion von Bakterien auf Antibiotika verwendet. Die-
se Informationen sind in Hinblick auf die Behandlung von Krankheiten sehr wichtig,
um die richtige Therapie wéahlen zu konnen. Mithilfe der ermittelten Kennzahlen kann
die Verteilung der Bakterien bestimmt werden sowie die Bakterienkultur in die An-
teile Wild-Type und Non- Wild-Type kategorisiert werden. Wild bezeichnet in diesem
Fall denjenigen Teil der Bakterienpopulation, der keine Resistenzen entwickelt hat und
somit in seiner ,wilden“ bzw. urspriinglichen Form vorliegt. Non-wild beschreibt ent-
sprechend den Teil, der resistent gegen das untersuchte Medikament ist.

Das Vorgehen zur Messung der MIC ist standardisiert: Zunéchst wird definiert, welchen
Umfang das Dilution- Experiment haben soll. Es werden dann beispielsweise 13 gleiche
Behélter verwendet, in die jeweils eine festgelegte Menge des Isolats (Bakterium in sei-
ner reinen Form) gegeben wird. Ein Behélter bleibt dabei frei von Antibiotika, um das
Wachstum ohne Behandlung beobachten zu kénnen. Die anderen Behéalter werden mit
Antibiotikum-Konzentrationen von 1/8 mg/1, 1/4 mg/1, 1/2 mg/1 bis 512 mg/1 behandelt,
wobei die Konzentration jeweils verdoppelt wird.

Nach einer definierten Inkubationszeit wird das Experiment ausgewertet: Die MIC ist
definiert als geringste Konzentration, bei der kein sichtbares Wachstum stattgefunden
hat [ Wenn beispielsweise ein Wachstum in den Proben unterhalb einer Konzentration
von 2 mg/l beobachtet werden kann und in allen Proben ab dieser kein Wachstum
aufgetreten ist, wird 2 mg/1 als MIC-Wert festgelegt. Die wahre Konzentration, ab der
kein Wachstum mehr stattfindet, wird jedoch im Bereich zwischen 1 mg/1 und 2 mg/1
liegen. Die wahren MIC-Werte liegen also in Intervallen vor und sind somit Intervall-
zensiert.

Die in dieser Arbeit verwendeten Daten stammen von dem Furopean Committee on
Antimicrobial Susceptibility Testing (EUCAST), das sich seit dem Jahr 1997 mit Break-
points von MICs befasst und dafiir die Ergebnisse von Experimenten aus weltweiten
Quellen vereinheitlicht und aufbereitet

In der vorliegenden Arbeit wird die Kombination Ampicillin gegen Escherichia coli

(E. coli) betrachtet. ,Escherichia coli ist ein natiirlich vorkommender Keim |[...] im Darm

4vgl. Andrews, J. M. (2001), S. 10.
5vgl. EUCAST (2016) [online].
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von Vogeln und warmbliitigen Sédugetieren. Ebenso ist er Bestandteil der Darmflora des
Menschen. Bestimmte Stdmme von Escherichia coli kénnen bei Tieren und Menschen
schwerwiegende Erkrankungen hervorrufen.“ﬁ

E. coli-Bakterien gelten als die haufigsten Verursacher von bakteriellen Harnwegsinfek-
tionen sowie Blutvergiftungen und Krankenhausinfektionen. In Lindern warmer Kli-
mazonen mit geringem Hygienestandard sind E. coli-Bakterien auflerdem fiir viele Er-
krankungen des Magen-Darm-Traktes des Menschen verantwortlich. Der E. coli-Stamm
EHEC beispielsweise kommt in der Natur im Darm von Rindern, Schafen und Ziegen
vor und hat im Jahr 2011 in Deutschland zu einem groflen EHEC-Ausbruch gefiihrt,
,der von mit EHEC-Keimen verunreinigten Bockshornkleesamen, die in der Sprossen-

produktion eingesetzt wurden“[, verursacht wurde.

Die folgende Abbildung zeigt die verwendeten Daten.

A pICIIIIn gegen E. coli (Que”e: EUCAS )
©
T -

0.5

Density
0.2 0.3 0.4
1

0.1

0.0

T T T
0.125 05 2 4 8 16 64 256
MIC

Abbildung 1.1: Ampicillin gegen E. coli

Der Wild-Type-Anteil der Population ist hier, wie in den meisten Fallen, im linken
Bereich der MIC-Verteilung zu finden, wobei man davon ausgeht, dass dieser keine
Resistenzen gegen das Medikament aufweist. Dieser Teil kann durch eine parametri-
sche unimodale Verteilung, wie beispielsweise eine Lognormal- oder Gammaverteilung,
modelliert werden ] Der Non-Wild-Teil ist auf der rechten Seite angesiedelt und ist
oft multimodal, wobei angenommen wird, dass dieser Teil wiederum aus zwei oder
mehr verschiedenen Non-Wild-Populationen besteht, deren entwickelte Resistenz un-

terschiedlich ausgepragt istF_U] Fiir die Schéitzung des Non-Wild-Anteils wird haufig ein

SBfR (2016) [online].

"Ebenda [online].

8eigene Darstellung in Anlehnung an MIC-EUCAST (2017).
9vgl. Turnidge, J. et al. (2006), S. 419 ff.

10vgl. Jaspers, S. et al. (2014a), S. 290.
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nicht-parametrischer Ansatz gewahlt.

Ein Isolat wird der Klasse Wild bzw. Non-Wild auf Basis des sogenannten epidemio-
logical cut-off value (ECOFF) zugeordnet. Dieser cut-off-Wert ist die obere Schranke
der Wild-Type-Verteilung und wird in den meisten Féllen durch visuelle Betrachtung
des Histogramms des Dilution-Experimentes abgelesen. Fiir eine modellbasierte Ein-
ordnung des Isolats jedoch wird dieses dem Wild-Type-Anteil mithilfe des

99,9 %-Quantils der parametrischen Verteilung zugeordnet. Deshalb ist es wichtig, einen

semi-parametrischen Ansatz der Dichteschéitzung zu wéahlen.

1.2 Zielsetzung und Aufbau

Jaspers, S. et al. (2016) stellt in ,A Bayesian approach to the semi-parametric estima-
tion of a MIC distribution” eine Methode zur Schitzung einer MIC-Verteilung vor[]
Dazu wird ein Ansatz verfolgt, der in Lambert, P., Eilers, P. H. C. (2009) beschrie-
ben wird und Bayes-Methoden zur Schéitzung der Verteilung Verwendet.m Der Bayes-
Ansatz zur Schatzung gruppierter stetiger Daten wird erweitert, indem ein Strafterm
zur Glattung der geschatzten Verteilung eingefithrt wird.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die in Jaspers, S. et al. (2016) beschriebene Methode nach-
zuvollziehen und an den von EUCAST vorliegenden Daten anzuwenden. Dazu werden
im ersten Schritt benotigte mathematische Grundlagen wie B-Splines, das Composite
Link Model und nicht-lineare Regression bzw. insbesondere das Verfahren von Tur-
nidge, J. et al. (2006) erklart. In Kapitel |3| wird das Vorgehen von Jaspers, S. et al.
(2016) erldutert und die Erweiterung des Modells dargelegt. Kapitel |4] befasst sich mit
Markov-Chain-Monte-Carlo-Methoden, die zur Stichprobenerzeugung von Verteilun-
gen verwendet werden konnen. Dafiir werden zunéchst allgemein Markov-Ketten sowie
die Acceptance-Rejection-Methode eingefithrt und darauf aufbauend der Metropolis-
Hastings- und der Langevin-Hastings-Algorithmus detailliert betrachtet, welche dann
in Kapitel [5 angewendet werden. Dort werden die vorliegenden Daten beschrieben und
beide Bestandteile der Verteilung geschétzt. In Kapitel wird aulerdem eine alter-
native Berechnung der Gesamtdichte aus den zwei einzelnen Teilen vorgestellt. In Ka-
pitel [6] wird schliefllich die entwickelte Methode auf simulierte Daten angewendet, um
die Performance zu bewerten. Eine Zusammenfassung inklusive Ausblick sind in Ka-
pitel [7] zu finden. Alle Berechnungen wurden mit der Statistiksoftware R durchgefiihrt

und sind im Anhang in Kapitel [8| mit kurzen Erklarungen zusammengefasst.

Mygl. Jaspers, S. et al. (2016).
12ygl. Lambert, P., Eilers, P. H. C. (2009).
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2 Mathematische Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden die fiir diese Arbeit relevanten mathematischen Grundla-
gen eingefiihrt. Der erste Teil widmet sich der Theorie von Splines sowie den sogenann-
ten B-Splines. Im zweiten Teil werden die Grundlagen der nicht-linearen Regression wie
auch das Verfahren von Turnidge, J. et al. (2006) vorgestellt, welches im praktischen
Teil dieser Arbeit angewendet wird. Das Composite Link Model, mit dem Verteilungen
aus gruppierten Daten geschétzt werden konnen, wird im abschlieBenden Teil dieses

Kapitels erlautert.

2.1 B-Splines als Hilfsmittel zur Dichteschatzung

Im Folgenden werden Splines als Moglichkeit zur Schatzung stetiger Kurven aus dis-
kretisierten Daten erldautert. Dazu wird zundchst die allgemeine Theorie der Spline-
Approximation eingefiihrt. AnschlieBend folgt die Beschreibung von B-Splines, die
einen Spezialfall von Splines darstellen. Zuletzt wird das sogenannte Bias-Varianz-

Dilemma veranschaulicht, das bei Dichteschatzungen vorliegt.

Alligemeines Konzept von Splines

Es seien n Paare (z;,y;) gegeben, die durch eine glatte Kurve verbunden werden sollen.

Gesucht ist also eine interpolierende Kurve, die an allen Knoten x; die Werte y; an-
n—1

nimmt. Ein Ansatz dafiir ist, ein Polynom mit der Form p,, (z Z a;z' zu definieren,
=0

das Interpolationspolynom von Grad n, fiir welches an allen Stutzstellen pul(Ti) = Y
gilt. Man erwartet, dass das Interpolationspolynom die zugrundeliegende Funktion,
durch die sich die Stiitzstellen mit f(z;) = y; ergeben, auch an allen Zwischenpunkten
gut approximiert. Eine weitere Vermutung in diesem Zusammenhang ist, dass die Ap-
proximation desto besser ist, je mehr Stiitzstellen es gibt. Diese Erwartungen werden
jedoch im Allgemeinen nicht erfiillt, wie das sogenannte Runge-Phdnomen zeigt: Fiir
die Interpolation der Runge-Funktion f(z) = 75 im Bereich z € [=5,5] mit n + 1
dquidistanten Stiitzpunkten kann gezeigt werden, dasq"|

li () — = 0.

lim max|pn(a) = f(a)] = o0
Die Interpolation der glatten Runge-Funktion oszilliert extrem, besonders am Rand des
Intervalls. Dieses Gegenbeispiel zeigt, dass eine Interpolation mit hohem Grad n und
sehr vielen Stiitzstellen im Allgemeinen keine gute Approximation an die zugrundelie-

gende Funktion darstellt. Um dieses Problem zu umgehen, soll die zu approximierende

13vgl. Runge, C. (1901), S. 243.
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Funktion f global interpoliert werden. Dazu kann eine Interpolation mit lokalen und
stiickweisen Polynomen vorgenommen werden, die als Spline-Funktionen oder kurz
Splines bezeichnet werden. Ein Spline S(z) ist somit eine Funktion aus einzelnen Po-
lynomen, die zu einer glatten Kurve zusammengesetzt sind und alle Knotenpunkte
enthalten. Ein Spline von Grad 1 ist eine stiickweise lineare Funktion und ist in Ab-
bildung mit einer griinen Linie dargestellt. Aulerdem zeigt die Abbildung einen
Spline von Grad 3 (blaue Kurve), der aus kubischen Polynomen zusammengesetzt ist.
Man kann erkennen, dass die Richtungsdnderungen der Funktion von Grad 1 an den
Knoten sehr abrupt sind und keine glatte Kurve vorliegt. Fiir Splines ab Grad 3 ist der
Kurvenverlauf glatt, weshalb kubische Splines fiir die meisten Anwendungen verwendet
werden 1]

Beispiel: lineare und kubische Spline—Interpolation

Spline Grad 1
—— Spline Grad 3

Abbildung 2.1: Lineare und kubische Spline-Interpolation

B-Splines als effiziente Moglichkeit zur Dichteschdatzung

Mithilfe numerischer Methoden Splines zu bestimmen, ist sehr aufwendig. Aus diesem
Grund wurden verschiedene Spline-Funktionen entwickelt, um die Berechnung effizi-
enter zu gestalten. Eine Moglichkeit sind die sogenannten Basis-Splines bzw. kurz
B-Splines, welche eine Basis der Menge der Splines darstellen, die zur Interpolation
verwendet werden [

Sei dazu (t;)i—o,..» eine Menge von Knoten mit ¢y < ¢; < --- < t,. Der i-te B-Spline

von Grad 0 ist definiert als

BO(I') _ +1

0 sonst.

Mygl. Efromovich, S. (1999), S. 343 ff.
15eigene Darstellung.
16ygl. Efromovich, S. (1999), S. 346.
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Mit BY(x) als Startfunktion erhdlt man B-Splines hoheren Grades ¢ > 1 rekursiv mit
folgender Formel{"|

t; — _
BI Y (a) + et =T pa-l(y), (2.1)
Livgr1 — tit1

BY =
(x) tiJrq - ti

Daraus folgt, dass ein Basis-Spline von Grad ¢ aus ¢ + 1 Polynomen von jeweils Grad
q besteht und iiber ¢ + 2 Knoten verbunden ist. Somit enthélt ein B-Spline von Grad
q exakt q Knotenﬁ In Abbildung sind B-Splines der Grade 1 bis 4 dargestellt. Es
ist zu erkennen, dass die Basis-Funktionen nur auf ihrem Tréager positiv sind und sonst

auf der Nulllinie verlaufen.

In der vorliegenden Arbeit werden B-Splines von Grad 3 verwendet, daher setze

B3(x) := By(z).

Basis—Splines verschiedenen Grades

Si B — Grad 1
© | Grad 2
o
Grad 3
©
c 7] — Grad 4
<
o
o
o |
o [ I T T 1
0 2 4 6 8

Abbildung 2.2: B-Splines von Grad 1 bis Grad 4[]

Sei nun also B;(x) der Wert des i-ten B-Splines an der Stelle z auf einem Raster von
aquidistanten Knoten. Die an die Werte (x;,y;) angepasste Kurve ergibt sich aus der

Linearkombination von B-Splines
flz) =" ¢:Bi(x)

=1

mit Koeffizienten-Vektor ¢ = (¢1, ..., ¢n).

Die Berechnung der B-Splines zeigt Quellcode 2.1} Dort wird zunéchst die Schrittweite

der Stiitzstellen berechnet, wobei dieser Vektor um ¢ + 1 Stellen verlangert wird, um

17yvgl. Boor, C. de (1993), S. 2.
18ygl. Eilers, P. H. C., Marx, B. D. (1996), S. 90.
9eigene Darstellung.
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auch am Rand des Intervalls die Berechnung durchfithren zu kénnen. Danach werden
entsprechend Formel (2.1)) die B-Splines bestimmt.

B <— function(x, i, q, t)

{ delta <— t[2]—t[1]
t <— c(t, max(t)+deltaxl:(q+1))
if (q == 0)
(1) = (x>=t[i] & x < t[i+1]) + (0) * (x>= t[i+1] & x < t[i])
else

(x=t[i]) /(t[ita] — t[i])*B(x, i, q=1, t) +
(t[i+q+1] — x)/(t[itq+1]—t[i+1]) * B(x, i+1, q—1, t)

Quellcode 2.1: Berechnung der B—Spline—Basis.

A

Die Funktion f(z) soll eine Dichte repriisentieren. Deshalb muss / f(z) dx = 1 gelten,
wodurch sich fiir die Spline-Koeffizienten folgende Bedingung ergibt:

1 :/ f(z)dz = /;Z;@Bl(:c) dz
= ZZ:;/@Bl(x) dx
= iz:;gbi /Bl(:v) dx

=1, Bi(x)normiert@
=30 (2.2)

Bias-Varianz-Dilemma

Bei der Dichteschatzung herrscht das sogenannte Bias- Varianz-Dilemma. Bei einer An-
niherung f an f sollen sowohl die Verzerrung bzw. der Bias ( f (xl)) = E[ fla)—f (xl)}

A

als auch die Varianz Var ( f (a:l)) = E[ ( flz) — f (xl))z} moglichst klein sein.

Dabei ist es leicht, Kurven als Schéatzung anzunehmen, die jeweils eines dieser Kri-
terien erfiillen. Einerseits hat beispielsweise eine Kurve, die jeden gegebenen Punkt
durchlduft, einen Bias von 0, aber im Allgemeinen eine sehr hohe Varianz. Anderer-
seits hat eine horizontale Kurve durch die Daten eine sehr geringe Varianz, dafiir eine
sehr grofie Verzerrung. Das Bias-Varianz-Dilemma ist in Abbildung schematisch
dargestellt.

20¢igene Darstellung.
2lygl. Boor, C. de (1993), S. 2.
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Geringe Varianz Hohe Varianz

Geringer Bias

Hoher Bias

Abbildung 2.3: Bias-Varianz-Dilemma?Z

Der Trade-off zwischen Bias und Varianz kann mit einem Strafterm (Penalty) gesteuert
werden. Die folgende Abbildung soll eine Idee geben, welchen Einfluss der Penalty-Term

auf die Schétzung haben kann.

(a) Underfitting. (b) Gute Schitzung. (c) Overfitting.

Abbildung 2.4: Dichteschitzung mit verschiedenen Penalty—Werten

Dargestellt ist dafiir eine Stichprobe von 1.000 normalverteilten Zufallsvariablen, die in
50 Bins zusammengefasst und somit zensiert wurde. Die blaue Linie ist eine Schiatzung
der Dichte mittels Splines, wobei verschiedene Werte als Penalty eingesetzt wurden.
Dabei ist in Abbildung [2.4](a) eine zu groBe Penalty verwendet worden (underfitting),
wodurch die Daten nicht geeignet beschrieben werden sowie ein sehr grofler Bias und
eine kleine Varianz vorliegen. Im Plot (c) ist dagegen ein zu kleiner Strafwert einge-
setzt worden (owverfitting). Es handelt sich dann um eine komplexe Funktion mit hoher
Varianz und geringem Bias, die fast jeden Punkt trifft. Die mittlere Grafik (b) stellt

einen guten Kompromiss zwischen Bias und Varianz dar.

22¢igene Darstellung in Anlehnung an Fortmann-Roe, S. (2012) [online].

23cigene Darstellungen.
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Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Wert der Penalty optimal zu wéahlen, welche
im Zusammenhang mit der Parameterschiatzung im Composite Link Model beschrieben

werden.

2.2 Nicht-lineare Regression

In diesem Kapitel werden die Theorie der linearen und insbesondere der nicht-linearen
Regression erlautert. Zusatzlich wird die Methode beschrieben, die im spateren Ver-
lauf der Arbeit zur Berechnung der Startwerte fiir die bayesianischen Schétzmethoden
verwendet wird. Diese beruht auf dem Verfahren, das Turnidge, J. et al. (2006) zur
Charakterisierung des ECOFF vorstellt.

Regressionsanalyse

In der Regressionsanalyse soll der Einfluss mehrerer erkliarender Variablen xq, ..., z,,
sogenannte Kovariablen, auf eine abhéngige Variable y, die Zielvariable, modelliert
bzw. geschétzt werden. Dieser Zusammenhang driickt sich in Form einer Funktion
y = f(z1,...,x,) aus, wobei jedoch nicht angenommen wird, dass diese Beziehung exakt

gilt. Vielmehr ist sie durch zufillige Stérgréfien iiberlagert, also es gilt?]

y = f(z1,....,x.) + €

Bei der linearen Regressionsanalyse nimmt man einen linearen Einfluss der Kovariablen
an, wobei gegebenenfalls vorher geeignet transformiert werden muss. Das lineare Modell
hat somit die Form

y = fo+ Brxy + ... + B, €

mit unbekannten Parametern g, 5i,..., ., die geschéitzt werden miissen. Fiir jede

Beobachtung soll also an die Werte y; und den (r + 1)-dimensionalen Vektor

x=(1,2,...,25)7, i =1,...,n ein Modell der Form
Yi=Bo+ TP+ ..+ aub e =x"B+e (2.3)
Y
mit unbekanntem B = (fy,...,5,) angepasst werden. Mit den Vektoren y =
Yn
€1 1 r11 T12 ... Tip
und € = | ! | sowie der Designmatriz X = [ : : : kénnen die n
€n 1 21 xp2 ... Tpr

24ygl. Fahrmeir, L. et al. (2009), S. 59 fF.
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Gleichungen aus Formel ([2.3)) kompakt in Matrixnotation geschrieben werden:
y=Xp+e

Als Standardmethode zur Ermittlung des Parametervektors 8 wird die Kleinste-Quadrate-

Schdtzung verwendet, bei der die quadratische Abweichung

n

S= [y~ f@a, i) (2.4)

i=1
in B minimiert wird. Im Falle der linearen Regression unter der Annahme normalver-
teilter Fehler € ergibt sich?]

B=(XTX)'XxTy.

Bei Daten, die keinem linearen Zusammenhang folgen, wird dementsprechend keine
lineare Funktion f bei der Minimierung in Formel verwendet. Im vorliegenden
Fall werden die MIC-Kategorien als Kovariablen und die kumulierten Beobachtungen
in den einzelnen Kategorien als Zielvariable angenommen. Abbildung zeigt die
Daten, die augenscheinlich nicht durch eine lineare, sondern eher durch eine S-férmige

Funktion dargestellt werden konnen.

kumulierte Beobachtungen

.\ .\ .\ T T T T T T T T T I
0125 05 1 2 4 8 16 32 64 128 512

MIC

Abbildung 2.5: Kumulierte Beobachtungen der EUCAST—Daten

Verfahren von Turnidge et al. (2006)

Turnidge, J. et al. (2006)@ stellt eine Moglichkeit zur Schatzung des Wild-Type-Anteils
von MIC-Verteilungen mittels nicht-linearer Regression vor. Es wird davon ausgegan-
gen, dass der Wild-Type-Anteil lognormalverteilt ist. Entsprechend kann auf der log,-

Skala eine Normalverteilung angenommen werden, um den Zusammenhang zwischen

25vgl. Fahrmeir, L. et al. (2009), S. 92.
26gigene Darstellung.
27ygl. Turnidge, J. et al. (2006).
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den kumulierten Beobachtungen und der MIC-Kategorie zu modellieren. Da neben dem
Wild-Type-Teil immer auch noch der Non-Wild-Type-Anteil vorliegt, werden Regres-
sionen sukzessive mit immer groffer werdenden Teilmengen der Daten vorgenommen.
So wird verhindert, dass im Vorfeld Annahmen tiber die Lage der Grenze zwischen den
beiden Teilen getroffen werden miissen. Das Vorgehen wird in Abbildung [2.6] veran-

schaulicht, wobei dort die Beobachtungen der Einfachheit halber nicht kumuliert sind.

Ampicillin gegen E. coli (Quelle: EUCAST)

o
S
(D_ -
&
Teilmenge <16 mg
o
8 Teilmenge < 8 mg
U 15 )
=z 2 | Teilmenge<4 mg
]
[ ) —
= o
=N
=}
N
e —
<
o
S
8 -
T}
1 T ; I I I

I
0,125 051 2 4 8 16 64 256
MIC

Abbildung 2.6: Sukzessives Verfahren nach Turnidge, J. et al. (2006).

Gestartet wird in dem Verfahren mit derjenigen Teilmenge, die alle MIC-Kategorien
beinhaltet, die entweder auf der Hohe des ersten Modalwertes oder eine Kategorie
weiter liegen (hellgraue Balken). In den néchsten Schritten wird je eine weitere MIC-
Kategorie eingefiigt, wie die dunkler werdenden grauen Balken zeigen. So wird die
Datenmenge Schritt fiir Schritt vergroflert.

Fiir die Daten werden dann jeweils drei Parameter geschatzt: der Mittelwert p und die
Standardabweichung ¢ der kumulativen Normalverteilung sowie die Gesamtsumme N
der Beobachtungen. Der Wert N wird hier geschétzt statt als Konstante angenommen,

damit nicht festgelegt ist, dass N nur Wild-Type-Isolate enthélt. Das Regressionsmodell

hat also die Form

wobei y; die beobachtete kumulierte Anzahl der Isolate bis zur logarithmierten MIC-

Kategorie x; und ® die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist. Die in den Para-

28¢igene Darstellung in Anlehnung an Turnidge, J. et al. (2006), S. 420.



2 Mathematische Grundlagen 13

metern N, © und o zu minimierende Funktion lautet somit

hN,p,0) = [y ~-N-O (”3;“)}2

Nun wird mit der ersten Teilmenge der Daten die Regression durchgefiihrt und anschlie-
Bend sukzessive je eine MIC-Kategorie erganzt, bis entweder eine optimale Schétzung
gefunden oder alle Kategorien betrachtet wurden. Welche der Teilmengen nun die bes-
te Schatzung liefert, kann mithilfe verschiedener Giitekriterien bestimmt werden. Fi-
ne Moglichkeit ist die Betrachtung des Akaike Informationskriterium (AIC), das als
AIC = 2k — 2l definiert ist. Die Anzahl der zu schitzenden Parameter wird als k
bezeichnet und [ ist die Loglikelihood des geschatzten ModellsF_g] Das AIC bewertet
die Giite der Anpassung eines Modells relativ zu dessen Komplexitit Y] Beim Vergleich
zweier Regressionsmodelle wird das mit dem kleineren AIC als das Bessere angesehen,
wobei die absoluten Werte des AIC keine Bedeutung haben, sondern nur relativ zum
Vergleich verschiedener Modelle verwendet werden.

Eine zweite Moglichkeit, die Turnidge, J. et al. (2006) verwendet, ist der Vergleich
zwischen wahrem n und geschatztem Wert N. In der Teilmenge, bei der die Differenz
zwischen diesen beiden Werten am kleinsten ist, sind die geschitzten Parameter des
Wild-Type-Anteils den wahren Beobachtungen am néchsten.

Mithilfe der Parameterschatzung kann anschlieBend der ECOFF bestimmt werden.
Dieser ist derjenige MIC-Wert, bei dem die Wild-Type-Verteilung endet und welcher
mithilfe des 99,9 %-Quantils ermittelt wird. Dazu wird das Quantil der geschatzten

Verteilung berechnet und zur néchsten MIC-Kategorie hin gerundet.

2.3 Composite Link Model und indirekte Beobachtungen

Das Ziel bei der Anwendung des Composite Link Model (CLM) ist, die zugrundelie-
gende Verteilung gruppierter Daten zu schétzen, wie sie beispielsweise bei einem Histo-
gramm vorliegen. Wenn die zur Erzeugung eines Histogrammes verwendeten Rohdaten
bekannt sind, kann aus diesen direkten Beobachtungen die Verteilung hergeleitet wer-
den. In vielen Féllen stehen diese Daten, wie im vorliegenden Fall, jedoch nicht zur
Verfiigung, wenn zum Beispiel Daten wegen zu geringer Auflosung eines Messgeréts
nur in Intervallen gemessen werden konnen. Dann handelt es sich um indirekte Be-
obachtungen, da die beobachteten Werte als lineare Kompositionen wie Teilsummen
oder gewichtete Summen vorliegen. Eine elegante Moglichkeit, aus indirekten Beob-

achtungen Verteilungen zu schéitzen, ist das CLM, welches in Thompson, R., Baker,

29vgl. Snipes, M., Taylor, D. C. (2014), S. 4
30ygl. Burnham, K., Anderson, D. (2002), S. 62.
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R. J. (1981) als eine Erweiterung von verallgemeinerten linearen Modellen vorgestellt
wird Pl

In diesem Kapitel erfolgt zunédchst eine allgemeine Beschreibung sowohl des verallge-
meinerten linearen Modells als auch des Composite Link Models. Anschlieend werden

die Methodik sowie Losungsmoglichkeiten des CLM erlautert.

Verallgemeinerte lineare Modelle

Verallgemeinerte lineare Modelle (basierend auf dem englischsprachigen Begriff Gene-
ralized Linear Model, im Folgenden als GLM abgektirzt) sind eine von McCullagh P.,
Nelder J. A. (1989)@ eingefithrte Verallgemeinerung der klassischen linearen Regressi-
on. Bei dieser werden unabhangige normalverteilte Fehler € angenommen, wohingegen
beim GLM die Fehlerterme einer Verteilung aus der Klasse der exponentiellen Fami-
lie folgen konnen. Ein GLM besteht nach McCullagh P., Nelder J. A. (1989) aus den
folgenden drei Komponenten:@

1. Zufallskomponente: y = (y1,...,y,) € R" sei eine Realisierung einer Zufalls-
variablen Y = (Y3,...,Y,), deren Komponenten unabhéngig entsprechend der

Exponentialfamilie mit der Form

fy(y,v,p) = exp (W + c(y, V))

verteilt sind.

2. Systematische Komponente: Sei x; = (xg;, 14, . . ., ;) der (r + 1)-dimensionale
Vektor der unabhéngigen Variablen mit zo; = 1 und 8 = (5o, ..., 5,) der unbe-

kannte Parametervektor. Dann heifit
T
i = Zl’jzﬂj = wiTﬁ
=0

der lineare Prddiktor.

3. Link-Funktion: Sei E(Y;) = p;. Dann wird eine Funktion ¢ : R — R mit der
Eigenschaft

vi = g(1i)

Link-Funktion genannt. Oft werden dabei Modelle mit kanonischen Link-Funktionen

31ygl. Thompson, R., Baker, R. J. (1981).
32ygl. McCullagh P., Nelder J. A. (1989).
33vgl. ebenda, S. 27.
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verwendet. Darunter versteht man solche Links, bei denen

Vi =1; = Q(Mz‘)

gilt. Die Link-Funktion bildet in diesem Fall also den natiirlichen Parameter v

der Exponentialfamilie ab.

Allgemeines Konzept vom Composite Link Model

Daten, die nur gruppiert vorliegen, machen eine detaillierte Analyse schwierig bis
unmoglich. In vielen Fallen ist es deshalb notwendig, die Gruppierung wieder auf-
zuheben, um die Verteilung der urspriinglichen Daten modellieren zu koénnen. Dabei
handelt es sich um sogenannte inverse Probleme, die schlecht konditioniert sind, da sie
zu viele Freiheitsgrade haben, um exakt gelost werden zu koénnen.

Ein Beispiel: Es liegt ein Histogramm mit zehn Klassen und somit zehn beobachte-
ten Werten vor. Die Verteilung soll aber nun auf einem viel feineren Raster geschétzt
werden, zum Beispiel soll jede Klasse in fiinf kleinere Klassen aufgegliedert werden. Es
gibt jedoch keine eindeutige, sondern sehr viele Moglichkeiten, die Werte des groben
Rasters auf das feine aufzuteilen.

Wenn es nicht moglich ist, eine eindeutige Losung zu finden, miissen Beschrdnkungen,
Annahmen und Vorkenntnisse tiber die zugrundeliegenden Daten bei der Schétzung
eingebracht werden. So bietet es sich beispielsweise an, eine gewisse Glattheit der Ver-
teilung zu fordern, da Kurven mit einem glatten Verlauf einen geringen Detailgrad
aufweisen und es nicht moglich ist, aus wenigen gruppierten Daten feine Details her-

auszulesen. Diese Annahme kann durch Penalisierung umgesetzt werden.

Methodik des Composite Link Models

Es sei 1, ..., x; eine Folge von Werten (hier beispielsweise I MIC-Werte) und

v (i = 1,...,1) die zugehorigen erwarteten Anzahlen, welche die Verteilung der x;
bilden. Bei einer Stichprobengrofie von n sei p; die Wahrscheinlichkeit des Wertes z;
und damit 1; = np;. Lagen die Daten nicht gruppiert vor, so folgte die Anzahl der
Beobachtungen der z; Poisson-Verteilungen mit Erwartungswerten ;.

Es soll jedoch die Verteilung ¢ = (¢4, ...,1;) geschétzt werden, wobei die tatséchlich
beobachteten Anzahlen m = (my,...,my) Realisationen von unabhingigen Poisson-
Variablen D;,j = 1,...,J mit Erwartungswerten p; = E(D;) seien, die sich durch
Gruppierung der originalen Verteilung in J < I Klassen ergibt. Dieser Zusammenhang
ist in Abbildung [2.7] dargestellt.



2 Mathematische Grundlagen

16

_ ¢ Unbeobachtbare Verteilung

'-'-':(L'-'l: e l'l"l)

|:||:|III|:||:||:||:| dotgoogd |:||:||:||:|IZI=.=.|:| Gruppierte Verteilung

W M

v v
my my

n=Cyp

Beobachtete Anzahlen

< Dj~ Poisson(y;)

vorliegende Daten

Abbildung 2.7: Methode des Composite Link Model ]

Jedes 1 ergibt sich aus der Summe aller 1);, welche in der j-ten Klasse des Histogram-

mes liegen, wobei die beobachteten Anzahlen die Wahrscheinlichkeit

P(D; =m;) = by e M
J J mJ'
haben. ;
Die Werte fiir ;v ergeben sich also aus p; = Z c;ivi bzw. in Matrixschreibweise
i=1
n=Cv

mit der Kompositionsmatrix C

34eigene Darstellung in Anlehnung an Rizzi, S. et al. (2015). S. 139.
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1 ... 10 .
0O ... 01 . 1 0
C = )
: 0 - 0 0 -
0 ... 00 . o 1 ... 1

Dabei entspricht die Anzahl der Zeilen der Anzahl der Histogrammklassen J und die
Anzahl der Spalten ist die Gréfe I der unbeobachtbaren Verteilung 1. Es gilt ¢;; = 1
fir die zu Klasse 7 aggregierten Werte.

Um nicht-negative Werte von ¢ zu garantieren, wird die kanonische Link-Funktion mit
1 = exp(B¢) verwendet und der Koeffizientenvektor ¢ = (¢1,...,¢;) geschitzt. Das
CLM erweitert nun das GLM insofern, als dass die kanonische Link-Funktion zuséatzlich
mit der Kompositionsmatrix C' multipliziert wird und so ein Datenpunkt fiur Z/; Klas-
sen steht.

Ist die Zahl I der Elemente in der zugrundeliegenden Verteilung klein, kann als De-
signmatrix B die Einheitsmatrix verwendet werden, um so I kategoriale Variablen zu
erhalten. Ist jedoch der Wert I grof3, so sollte eine B-Spline-Basis mit Dimension k x I

gewdhlt werden, da in diesem Fall nur k < I Parameter geschitzt werden miissen”’]

Parameterschatzung im Composite Link Model

Die I Elemente der zugrundeliegenden Verteilung 1 sollen aus den J < [ beobach-
teten Anzahlen geschéitzt werden. Da es sich dabei um ein inverses Problem handelt,
miissen zusatzliche Annahmen getroffen werden. Es wird deshalb angenommen, dass
die Verteilung glatt ist, also dass sich benachbarte Elemente von v nicht drastisch un-
terscheiden. Diese Annahme der Glattheit wird mithilfe eines Strafterms beziiglich der
Koeffizienten ¢ implementiert, da Glattheit von ¢ Glattheit von 1) = exp(B¢) indu-
ziert. Der Strafterm wird im Folgenden auch Roughness-Penalty genannt. Die Rauheit
(roughness) wird durch die benachbarten Elemente von ¢ gesteuert. Dafiir bezeichne
A¢; die Differenz ¢; — ¢;_; und analog Differenzen hoherer Ordnung A2?¢p; = A(Ag;) =
¢i — 21 + Pi_2. Setze Dy, als Matrix mit Elementen (d;;..), welche die Differenzen der
Ordnung r berechnet, also D, ¢ = A"¢. Beispielhaft D; und Dy mit n = 5:@]

1 -1 0 0 O
001 -1 0 0 1 -2 1 0 0
D, = ) D,=10 1 -2 1 0

0 0 1 -1 0
0o 0 1 =21

o 0 0 1 -1

35vgl. Rizzi, S. et al. (2015), S. 139 ff.
36ygl. Eilers, P. H. C. (2007), S. 246.
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Dabei gilt Z(AT¢Z)2 - Z(Di;r¢i)2 - ||Dr¢||2 = (Dr¢)T(DT¢) - ng DZDTQS = ¢TP¢
——

=1 i=1

mit Penalty P = DI'D,.

=P

Die Likelihood

fithrt zur Loglikelihood

L= 1(p;m Z (myIn(p) — p5) -

Die penalisierte Loglikelihood wird nun als

) oY A
F=1-5P=> (mjn(y) - ) - 5P

j=1

definiert. Diese Funktion kann mithilfe einer modifizierten Version des iteratively re-

weighted least-squares Algorithmus maximiert werden, wobei der optimale Wert fiir

den Penalty-Parameter A mithilfe des AIC bestimmt wird. Eine alternative Losung des

CLM kann mit Bayes-Methoden vorgenommen werden, die im weiteren Verlauf der

vorliegenden Arbeit angewendet werden.
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3 Bayes-Schatzung fiir eine MIC-Verteilung

Lambert, P., Eilers, P. H. C. (QOOQ)E] stellt eine Moglichkeit vor, mit einem bayesia-
nischen Ansatz die Verteilung aus gruppierten Daten zu schitzen | Dazu wird eine
Kombination aus dem Composite Link Model und einer Roughness-Penalty verwen-
det, um eine glatte Verteilung zu erhalten. Dieser Ansatz wird im Folgenden erlautert.
Anders als beim CLM werden hier jedoch nicht die Anzahlen, sondern direkt die Dichte
geschatzt, weshalb sich die Bezeichnungen zwischen dem nachfolgenden Kapitel und
dem Grundlagenkapitel unterscheiden.

Der besseren Lesbarkeit halber werden im Folgenden Zufallsvariable und Realisierung

in der Notation nicht unterschieden, wenn eindeutig ist, was gemeint ist.

3.1 Bayesian Composite Link Model

Es sei X eine stetige Zufallsvariable auf einem feinen Raster (ag,a;), deren zugehorige
Dichtefunktion fy anhand einer Diskretisierung 7 auf einem groben Raster geschétzt
werden soll. Das feine Raster besteht aus einer hohen Anzahl (> 100) von Zwischen-
punkten, welche das Intervall (ag,ay) in I Intervalle [; = (x;_1, x;) mit Mittelpunkten

u;, 1 = 1,..., I und gleicher Intervallbreite A teilen. Die zu schatzende Grofle fiir jedes

Intervall ist

I
wobei 7; € [0,1) und Y m; = 1 gelten.
i=1

Visualisierung der T

Ug

~
WWW\UZ
4
D Ug
n:%u
o Ug
AN
Us
A T
0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.1: Visualisierung der zu schétzenden Grofle 7T.

37vgl. Lambert, P., Eilers, P. H. C. (2009).
38vgl. Jaspers, S. et al. (2016).
39¢igene Darstellung.
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Auerdem sei m = (my,...,m;) € R’ die Anzahl der Beobachtungen der Zufallsvariable
D = (D, ...,Dy) in jeder der Klassen J; = (aj_1,a;), welche das Intervall (ao, a;) un-
terteilen. Es wird der Einfachheit halber angenommen, dass die Klassengrenzen aus der
Menge {xo, - - ., X1} bestehen, sodass J < I und /7 € N gelten. Die Wahrscheinlichkeit

J
der Beobachtungen sei multinomialverteilt und es folgt mit n = Z m; die zugehorige
j=1
Dichte
n! IJ " ! "
P(D;y =mq,..., Dy =my|r) = 7 Zm Z e
=1 (mi) \i= i=1-1/J+1
———
K1 KJ
J .
o [I#"
j=1

In der folgenden Tabelle ist die Notation der gegebenen Daten zusammengefasst.

Beobachtete MIC  Intervall ~Anzahl Anzahl (kumuliert)

T [ag, a1] my (7
Ty lay, as] ma Y2
x g laj_1,a] m;y Yy

Tabelle 3.1: Struktur der Ergebnisse eines Dilution-Experiments.

Der Zusammenhang zwischen den Klassen J; und dem feinen Raster / wird in der
Kompositionsmatrix C' € R7*! kodiert. Es gilt C' = (¢ji) mit ¢;; = 1, falls [; C Jj.

Abbildung 3.2: Visualisierung zur Kompositionsmatrix C

Die zu Abbildung gehorende Kompositionsmatrix C ist

110000
C=(001100
00 0O0T11

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Beobachtung in der j-ten Klasse liegt, ist

40¢jgene Darstellung.
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I
R; = chi/]ri bzw.
i=1
k=Cm

in Matrixschreibweise. Die Schétzung der m; ist ein schlecht-konditioniertes Problem,
weshalb als zuséatzliche Restriktion gefordert wird, dass 7 glatt ist.

Dazu sei B eine B-Spline-Basis auf dquidistanten Knoten auf dem Raster (a1, a;) mit
(B)ix = bir, = bg(u;), welche die k& Funktionswerte der Basis-Funktionen auf den Zwi-

schenpunkten u; (i = 1,...,I) enthélt. Die Diskretisierung 7 der Verteilung wird durch

eni

ﬂ-i:ﬂi(gb):enl_i_..._}_enl

mit 7 = B¢ und Spline-Koeffizienten ¢ = (¢1,. .., ¢;) modelliert. Auch hier gilt die
k
Identifizierbarkeitsbedingung Zgzﬁi = 1 (siehe Formel (2.2)). Es ergibt sich also, dass

das Modell fir m ein GLM una:has fir k ein CLM ist.

Die Roughness-Penalty ergibt sich wie in Kapitel erlautert aus der Differenz der
Ordnung r der Spline-Koeffizienten A"¢, wobei in der vorliegenden Arbeit r = 2
gewahlt wurde. Als a-priori-Verteilung der Spline-Koeffizienten-Differenz folgt

A¢ ~ N(0,A71). (3.1)

Daraus resultiert eine Annahme zur a-priori-Verteilung der Spline-Koeffizienten mit

zugehoriger Dichtefunktion

. - 1 ox _1 r \NT ia —1\—1AT
B = T p (=5 (A70) diag( ") a%)
1 IRV “1\—1 AT
o (oo )

A
x NP2 exp (—2¢TP¢>
mit R(P) = k — r. Damit ergibt sich
R(P)/2 A
P(p|\) o< A exp —5925 Po|.

Jaspers, S. et al. (2016) wahlt als a-priori-Verteilung von A eine Gammaverteilung

G(a,b) mit P(\) = Flz(;) X Lexp(—b)), da es sich dabei um die konjugierte Verteilung

zu ([3.1) handelt.
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Eine konjugierte Verteilung ist formal wie folgt deﬁniert:@
Sei F die Klasse der Verteilungen P(y|f) und G die der a-priori-Verteilungen von 6,
dann ist die Klasse G konjugiert zu F, falls

P(A|y) € G fir alle P(-|#) € F und P(-) € G.

Fir die natiirliche konjugierte Verteilung wéhlt man G als Klasse der Verteilungen, die
aus derselben Familie wie die Likelihood stammt. Das bedeutet, dass P(¢) die natiirliche
konjugierte Verteilung von P(y|0) ist, wenn P(f|y) und P(€) dieselbe Form haben.

Der Vorteil konjugierter a-priori-Verteilungen ist, dass die a—posteriori—\/erteilunﬂ

_ B|f)P)
/ P(z|6') P(¢') 6’

P(0]x)

welche sich aus Likelihood 6 +— P(z|f) und a-priori-Verteilung P(0) zusammensetzt,
eine geschlossene Form hat@ Ansonsten muss zur Berechnung eine numerische Inte-

gration angewendet werden.

Mithilfe des Bayes-Theorems ergibt sich die gemeinsame a-posteriori-Verteilung von

(9, A):
P(Dlg, N P(e, A)

P(¢, A|D) P(D) x P(D|p,)P(¢,A) = P(D|¢, \)P($[A)P(A)
— ( ﬂg”f) ARP)/2 oxpy (—;quszﬁ) Flzaa)v—l exp(—bA)

—< T~

m(j

Die bedingten a-posteriori-Verteilungen fiir A und ¢ sind damit

ﬁ;‘nj) NHOSR(P)=1 oy (_)‘(b + 0'5¢TP¢)> :

1

POIO.D) = "GP o PX6.D) = BoNDIP(D) x P(6.AD)

o (ﬁ l{;nj) AGFOSRIP)I~L oy (—)\(b + O.5¢TP¢)) (3.2)
j=1

4lygl. Gelman, A. et al. (2014), S. 35 f.
42ygl. ebenda, S. 6.
43ygl. ebenda, S. 322.
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und
A
PeInD) = S0 o P 6.D) = B ADIBD) x P(6,AD)

o (ﬁ /f;nj) NFOSRP)=L ey (—\b) exp (—ngPgb)
j=1
J . A

x (H H?”) exp (—2¢TP¢)
j=1

Aus Formel 1; folgt (A|¢, D) ~ G (a + 0.5R(P),b+ 056 P).

3.2 Erweiterung des Ansatzes

Mithilfe des beschriebenen Ansatzes kann eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung
aus gruppierten Daten geschétzt werden. In der vorliegenden Arbeit soll die MIC-
Verteilung derart geschétzt werden, dass Wild- und Non-Wild-Type-Anteil separat
berechnet werden, sodass der Ansatz erweitert werden muss. Dabei wird nur die Ver-
teilung des Non-Wild-Type-Anteils des Bakterium mit dem Bayesian Composite Link
Model geschétzt, da der Wild-Type-Teil als unimodal-parametrisch verteilt angenom-

men werden kann. Das Modell muss deshalb wie folgt erweitert werden:

m=P(Xel)=x (fl(ul-; Ol)A) +(1—7) (fg(’di)A) :

7r7El) 71_1(2)

Die Wild-Type-Komponente ﬁfl) wird dabei als lognormalverteilt mit Parameter
01 = (p1, 01) angesehen. Nach der Logarithmierung der Daten wird der erste Anteil des
Mischmodells mit der Verteilungsfunktion der Normalverteilung ®(x) = \/% / e 2 dt

wie folgt modelliert:

1
ﬂ'z( ) = (I)u1701 (XZ) - ®/‘«1,Ul (Xifl)'

Dabei sind y; und x;_; wie oben beschrieben die Grenzen der Klassen [;. Die Para-
meter (1, 01 bezeichnen Mittelwert und Varianz der Lognormalverteilung, wobei p; als

normalverteilt und oy als invers gammaverteilt angenommen werden mit

H1 NN(MH,MM) und 01 N]g(0117012)-

Die Berechnung des Non-Wild-Type-Anteils wird wie oben beschrieben vorgenommen.
Auch hier lautet das Modell fiir WEQ)
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k
mit n = B¢ und Zgzﬁi: 1.

=1

Im weiteren Verfahren miissen deshalb nicht nur die B-Spline-Koeffizienten ¢ und der

Penalty-Parameter A geschétzt werden, sondern zusatzlich auch das Gewicht v der

Mischung sowie die Parameter p; und o; der Lognormalverteilung. Die jeweiligen a-

priori-Verteilungen sind auch hier entsprechend den konjugierten Verteilungen gewahlt

und in der nachstehenden Tabelle zusammengefasst.

Parameter | Verteilung Dichtefunktion
1 7%(#*”11)2
Ha N(Mll:ﬂﬂ) P(p1) = a2l e
Ule —o11—1 _%
g1 Ig(O’H,O'lQ) P(O’l) = F(Uu)al e 1

fy

Beta(a, [3)

Tabelle 3.2: Zusammenfassung der gewahlten a-priori-Verteilungen.

Als gemeinsame a-posteriori-Verteilung ergibt sich insgesamt:

P(77 H1,071, ¢7 )\’D)

IP)(,-}/’ M1,071, (ba )\7 D)

P(D)

P(v, p1, 01) P(¢, A|D)
P(y) P(u1) P(o1) P(¢, AID)

;o
(H Kj ]) v
j=1

exp (—"12> XHOTR() ey (—A(b+ 056" Pg) )

01

_ Lop—p
H(1=7)” 1exp<—2( =

H12

2
) >O_1011 1

(3.3)

Zur Stichprobenerzeugung dieser Verteilung verwendet Jaspers, S. et al. (2016) Markov-
Chain-Monte-Carlo-Methoden (MCMC-Methoden), wobei eine Metropolis-within-Gibbs-

Strategie vorgeschlagen wird. Dabei werden Stichproben fiir jeden einzelnen Parameter

aus allen bedingten Verteilungen, den sogenannten Full-Conditionals, gezogen. Diese
erhdlt man aus Formel (3.3). Beispielsweise gilt

P()\"}/, M1,071, ¢7 D)

]P)<)\a Yy H1,01, gbu D)

P(V? H1,071, ¢7 D)

08 ]P)()\a s M1,01, ¢7 m)

= ]P)<)‘a7a,ula0—17¢‘p) ]P)(D) X P(Aa%/h,@la@z})
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= P()\777M1701a¢‘p) ]P(D) X ]P()Vﬁ)/?ﬂbabqsﬂ))

J

m; | _a— - Lop—pinN2\ 5, -

o (H/ij )’Y H1=7)f lexp(—z( ))01 '
j=1

H12

exp (—”12) XTHOTRII ey (A (b+ 056" Pg) )

01

A
x )\a+0.5R(P)*1 eXp(—Ab) exp (—2¢TP¢> . (34)

Daraus folgt (A7, i1, 01,6, D) ~ G(a+0.5R(P); b+ 0.5¢* Pg). Durch dhnliche Umfor-

mungen folgen bis auf Normierung

J

P(¢ly, 1,01, A, D) o< [ 15 exp (—0.5)\¢TP¢) : (3.5)
j=1
J .
]P(f}/‘u:l? 01, )\7 D) X H H;'njryail(l - 7)5717 (36)
j=1
J . 2
P(ialon, . 6, 0, D) o [ ] exp (Y1~ 4un)” (3.7)
i=1 217y
J
und ;
]P)(O-lyula v (ba )‘7 D) X H H;'njo-lianil exp <_O-12> : (38)
j=1 71

Im ersten Schritt werden Startwerte fiir alle Parameter beim Algorithmus zur Stich-
probenerzeugung verwendet und sobald die ersten erzeugte Werte vorliegen, werden in
den néchsten Schritten immer die aktuellsten Werte der Parameter benutzt. Fir A,
und o7 wird jeweils ein Gibbs-Step im Metropolis-Hastings-Algorithmus angewendet
und fiir ¢ eine modifizierte Version des Langevin-Hastings-Algorithmus. Die Details

dieser Algorithmen werden im néchsten Kapitel beschrieben.
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4 Markov-Chain-Monte-Carlo-Methoden

MCMC-Methoden werden verwendet, um Stichproben aus Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen zu ziehen. Dafiir wird eine Markov-Kette erzeugt, deren stationdre Verteilung
die gesuchte Verteilung ist. Als einfaches einfithrendes Beispiel bietet sich die Inversi-
onsmethode an. Dabei wird ausgenutzt, dass jede Zufallsvariable in eine gleichverteilte
Zufallsvariable und insbesondere daher auch jede gleichverteilte in eine beliebige Zu-
fallsvariable transformiert werden kann.

Dazu sei U eine U[0, 1]-verteilte Zufallsvariable und F~! die Quantilsfunktion

F7l(q) := inf{z € R| F(z) > ¢}. Dann ist X := F~!(U) eine reelle Zufallsvariable
mit Verteilungsfunktion F'.

Es gilt somit P(X < z) = P(F}(U)<z) = P(U< F(z)) = F(x) und damit
X ~FH

Diese Methode zur Erzeugung von Zufallsvariablen kann jedoch nur fiir Verteilun-
gen angewendet werden, fiir welche die Quantilsfunktion effizient und ohne grofien
Aufwand berechnet werden kann[®| In allen anderen Fillen kénnen sogenannte indi-
rekte Methoden benutzt werden, die im Folgenden beschrieben werden. Dazu werden
zunéchst kurz die Eigenschaften von Markov-Ketten sowie die Schritte der Acceptance-
Rejection-Methode erlautert. Mithilfe dieser Grundlagen werden dann der Metropolis-
Hastings-Algorithmus und dessen Modifizierung, der Langevin-Hastings-Algorithmus,

beschrieben.

4.1 Markov-Ketten

Eine Markov-Kette (X,,),>1 ist ein stochastischer Prozess in diskreter Zeit, bei dem
ein zukiinftiger Zustand nur vom aktuellen und nicht von den Zusténden der Vergan-
genheit abhéngt. Der Prozess ist also geddchtnislos und nur der aktuelle Status hat
Einfluss auf den néchsten. Das Ziel bei der Anwendung von Markov-Ketten ist, Wahr-

scheinlichkeiten anzugeben, mit denen zukiinftige Ereignisse eintreten.

Eine solche Kette besteht dabei aus einer Zustandsmenge S, einem Wahrscheinlich-
keitsvektor (p;)ics, einer Matrix P = (p;;)i jes sowie einer Folge von Zufallsvariablen
(X3)n>1. Dabei ist die Zustandsmenge S = {ig, i1, i2, ...} endlich oder abzéhlbar unend-
lich mit Zustdanden ij. Der Wahrscheinlichkeitsvektor (p;)ics mit p; > 0 fiir alle ¢ und
Z p; = 1 beinhaltet die Wahrscheinlichkeiten p;, dass der Prozess bei Zustand ¢ startet.

Die Matrix P enthilt die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij- Wenn die Markov-Kette

44ygl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 44.
45ygl. Kolonko, M. (2008), S. 88.
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aktuell in Zustand ¢ ist, dann befindet sie sich mit Wahrscheinlichkeit p;; im nachsten

Schritt in Zustand j. Dabei gilt fir die Zeilensummen Z pi; = 1, also ist P eine

stochastische Matrix.
Sei (X, )n>1 ein stochastischer Prozess mit Werten in S und Ubergangsmatrix P. Der

Prozess heifit Markov-Kette, wenn gilt:
P(Xpy1 = J| Xk =4, Xpm1 = dp—r, .., Xy = i1, Xo = dp) = P(Xpq = j| X = 4) = pyj.

Genau dann ist der aktuelle Zustand nur vom vorherigen Zustand abhz’ingig@ Diese
bedingte Verteilung heiit Markov-Kern K mit

Xpr1|Xo, X1, .o, Xip ~ K (X, Xpg1)-
Es gilt beispielsweise fiir eine einfache Random-Walk-Markov-Kette
X1 = Xp + €

mit Fehlern ¢, ~ N(0,1). Daraus folgt, dass der Markov-Kern K (X}, X;,1) der Ver-
teilung N(X, 1) entspricht.

Eine Markov-Kette heifit geschlossen oder invariant, wenn fiir eine nicht-leere Teilmen-
ge C C Sgilt: pj; =0firie Cund j ¢ C’@ Ist die Kette also einmal in einem der
Zusténde aus C' angekommen, dann werden nur noch Zusténde dieser Teilmenge ange-
nommen. Eine Markov-Kette heifit irreduzibel, wenn S die einzige geschlossene Teilmen-
ge ist. Das bedeutet, dass jeder Zustand des Zustandsraumes angenommen und somit
jeder Zustand z von jedem Zustand y aus erreicht werden kann. Eine Markov-Kette
heifit stationdr, wenn gilt: Hat die Markov-Kette zu einem Zeitpunkt die Verteilung ¢,

dann auch zu jedem nachfolgenden Zeitpunkt, alsoﬁ
X ~ q, dann auch X1 ~ q.

Eine stationdre Markov-Kette ist auflerdem rekurrent, was bedeutet, dass jeder Zu-
stand fast sicher unendlich oft angenommen Wird@ Liegt eine rekurrente Markov-Kette
mit stationdrer Verteilung vor, so ist diese die Grenzverteilung. Die Verteilung von X,
ist dann unabhéngig vom Startwert Xy immer ¢. Diese Eigenschaft wird Ergodizitdit
genannt und ist fiir das Ziehen von Zufallsvariablen von grofiler Bedeutung: Erzeugt

namlich ein Markov-Kern eine ergodische Markov-Kette mit stationérer Verteilung ¢,

46ygl. Behrends, E. (2000), S. 4 ff.

47vgl. ebenda S. 23.

48ygl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 168 ff.
49ygl. ebenda, S. 169.
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dann wird mithilfe der Methode zur Stichprobenerzeugung im Endeffekt von der Ver-
teilung ¢ eine Stichprobe gezogen ]

4.2 Acceptance-Rejection-Methoden

Die zu Beginn des Kapitels erlauterte Inversionsmethode ist wegen mangelnder analy-
tischer Losbarkeit nicht fiir alle Verteilungen anwendbar. In solchen Féllen werden oft
indirekte Methoden angewendet, die auf dem Konzept von Acceptance-Rejection ba-
sieren. Dabei wird eine erzeugte Zufallszahl nur dann als Beobachtung angenommen,

wenn sie gewisse Voraussetzungen erfiillt.

Fiir die Acceptance-Rejection-Methode muss die Form der zu simulierenden Dichte-
funktion f bis auf eine multiplikative Konstante bekannt sein ( Target-Density). Zum
Erzeugen von Zufallsvariablen wird eine Dichte g verwendet, die einfach zu simulieren

ist (Proposal-Density). Die Dichte g muss folgende Eigenschaften erfiillen{]

(i) Die Dichten f und g haben denselben Tréger.

(ii) Es existiert eine Konstante ¢ mit % < c fiir alle z.

Dann kann X ~ f simuliert werden, indem zunéchst Y ~ g und U ~ U]0, 1] erzeugt
werden. Wenn die Ungleichung

fY)
cg(Y)
erfiilllt ist, dann wird X = Y gesetzt. Ansonsten werden Y und U neu erzeugt und
wiederum Ungleichung gepriift. In Pseudocode sieht der Acceptance-Rejection-

Algorithmus wie folgt aus:

U<

(4.1)

Algorithmus 1: Acceptance-Rejection

1 Erzeuge Y ~ g und U ~ U]0, 1]

2 if U < IY) then

cg(Y)
3 ‘ Akzeptiere X =Y
4 else
5 ‘ Gehe zu Schritt 1.
6 end

Wenn X =Y akzeptiert wird, entspricht die Verteilung der akzeptierten Zufallsvariable

50ygl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 169.
5lygl. ebenda, S. 51 f.
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der Verteilung von X, wie nachfolgende Berechnung zeigt:

Fv) / ' / aty (y) dud
P <Y <a|U < f(Y)> - 2 Ufi;gm) = —
cg(Y) P(U < cg(Y)) /jo /0“’(” g(y) du dy
/_ ; Cfg ((g;))g(y) dy / ’ f(y) dy z
- = = L= = /_ fly) dy
[t [Lww =

4.3 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Das Funktionsprinzip von MCMC-Methoden beruht darauf, dass fiir eine gegebene
Target-Density f ein Markov-Kern K mit stationdrer Verteilung f generiert wird,
mithilfe dessen eine Markov-Kette (X,,),>1 erzeugt werden kann (Ergodizitét). Die
Schwierigkeit liegt nur darin, ein passendes K zu finden, das mit beliebigem f verbun-
den werden kann. Dafiir existieren aber Methoden, die solche Markov-Kerne bilden,
welche theoretisch fiir alle Dichten f verwendet werden kénnen[? Eine dieser Metho-
den ist der Metropolis-Hastings-Algorithmus, der eine Markov-Kette (X, ),>1 durch die
nachfolgenden Schritte erzeugt{”]

Algorithmus 2: Metropolis-Hastings
Input: X; = x,
Output: Markov-Kette (X;)

1 Generiere Y; ~ g(y, z¢)

Y; mit Wahrscheinlichkeit a(x, Y;)

x; mit Wahrscheinlichkeit 1 — a(xy, Y;)
min{1, {& 9zlv) x x) >0

wobei a(x,y) = { F(z) g(y|x)} f(@)g(y|z)

1 f(x)g(ylz) =0

2 Setze Xy =

Bei der Anwendung des Algorithmus wird dafir U; ~ U[0, 1] erzeugt und X;,; = Y;
gesetzt, falls Uy < a(zy,Y;) gilt, ansonsten X;,; = X;. Fir symmetrische Proposal-
Densities gilt g(y|x) = g(x|y), wodurch sich die Berechnung von «a zu o(z,y) =

min{1, %} vereinfacht. Der beschriebene Algorithmus erfiillt die sogenannte detai-

52ygl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 170.
53vgl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 170 f. und Dellaportas, P., Roberts, G. O. (2003), S. 5.
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led balance Bedingung
f@)K(ylz) = f(y)K(z|y)

mit Markov-Kern K. Daraus kann man folgern, dass die Markov-Kette irreduzibel und
f die Dichte der stationdren Verteilung ist [

Als einfaches Beispiel wird der Metropolis-Hastings-Algorithmus mit f ~ A/(0,1) und
g(y|z) ~ N(z,1) implementiert.

Metropolis -Hastings <— function(n, x0)
{
x <— vector (mode = ”"numeric”)
x[1] <= x0
for (i in 1:(n-1))
{
u <— runif(1)
y <— rnorm (1, x[i], 1)
if (u<= exp(—0.5% (y"2 — x[i]"2)))
x[i+1] <— ¥y
else
x[i+1] <— x[i]
}

return (x)

Quellcode 4.1: Beispiel zum Metropolis—Hastings—Algorithmus

Die Funktion Metropolis Hastings benotigt als Eingabeparameter die gewiinschte
Stichprobengréfle n sowie einen Startwert x0. AnschlieBend wird, wie beschrieben,
zunachst eine gleichverteilte Zufallsvariable erzeugt und mit einer Zufallsvariable aus
der Proposal verglichen. Das Ergebnis des Random Walks ist in Abbildung darge-
stellt.

Metropolis—Hastings—Algorithmus am Beispiel N(0,1)

T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Iterationsindex

Abbildung 4.1: Random Walk des Metropolis—Hastings—Algorithmus.

Bei dieser Art Zufallszahlen zu erzeugen, wird eine sogenannte Burn-in-Phase benotigt.

Das bedeutet, dass die produzierten Zufallsvariablen erst nach einer gewissen Anzahl

54ygl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 172.
55¢igene Darstellung.
56¢igene Darstellung.
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erzeugter Werte ihre stationare Verteilung erreichen und deshalb die ersten Werte ver-
nachléssigt werden miissen. Wie viele Werte das sind, héngt von verschiedenen Fak-
toren ab, zum Beispiel ist die Konvergenz fiir univariate Verteilungen mit endlichem
Tréger schneller als fiir andere Verteilungen’| Je nach Stichprobenumfang werden oft
pauschal die ersten 1.000 erzeugten Werte nicht beachtet.

Ein Histogramm des obigen Beispiels mit der geschatzten Dichte zeigt folgende Abbil-
dung. In griin ist die Dichte einer standardnormalverteilten Zufallsvariable dargestellt.
Das Histogramm sowie die blaue Kurve gehoren zu der mit dem Metropolis-Hastings-

Algorithmus erzeugten Stichprobe.

N(0,1)-verteilte ZV mit Metropolis—Hastings

n
o
Original
< iy «
o ] —— Geschatzt
« |
o
N
o
|
o
. |
o T T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 4.2: Verteilung erzeugt mit Metropolis—Hastings—Algorithmus.

4.4 Metropolis-within-Gibbs-Strategie

Das Ziel der Metropolis-within-Gibbs-Strategie ist, eine Folge von Stichproben einer
unbekannten gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung mehrerer Zufallsvariablen zu
erzeugen. Sei dazu X = (Xj,...,X,) ein Zufallsvektor. Es wird angenommen, dass von
den dazugehorigen bedingten Dichten f1,..., f, Stichproben generiert werden koénnen,

also dass
Xill'l,l‘g, ey L1, L1y - ooy Tp fi(l'z‘|l'1,l'2, ey Li1, Ljt 1y - - - ,Ip) fir ¢ = 1,2, N Y

simuliert werden kann. Das Problem, von der gemeinsamen Verteilung zu samplen,
kann auf diese Art in kleinere Blocke geteilt werden, die einzeln simuliert werden
und immer von den anderen aktuell erzeugten Werten abhéngen (Full-Conditionals).
Das Ergebnis ist wiederum eine Markov-Kette, da Gibbs-Sampling ein Spezialfall des
Metropolis-Hastings-Algorithmus istF_g]

57vgl. Gentle, J. (1996), S. 140 f.
58¢igene Darstellung.
59vgl. Casella, G., Robert, C. P. (2010), S. 206.
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Algorithmus 3: Metropolis-within-Gibbs
Input: X® = (Xl(t), . ,ngt)) = (:c?), e ,xz(f))
Output: Markov-Kette (X;)

1 Generiere X' ~ fy(z1]2$, .. ,zl))
2 Generiere XS ~ fo (2|2 2. L))
p Generiere X () ~ fp(xp|x§t+1), AR ,xgll)

Der Metropolis-within-Gibbs-Algorithmus ist also eine Zusammensetzung von p
Metropolis-Hastings-Algorithmen mit Acceptance-Wahrscheinlichkeit 1/% Die erzeug-
te Stichprobe (X1(t+1),X2(t+l), e ,X]gtﬂ)) des Zufallsvektors ist eine Realisierung der

gemeinsamen Verteilung f(xy,xa, ..., 2p).

4.5 Langevin-Hastings-Algorithmus

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus wird mit einem beliebigen Startwert angewendet,
der haufig ohne genauere Informationen tiber die Zielverteilung gewahlt wird. Man
verlasst sich so nur auf den Acceptance-Rejection-Schritt, welcher das Ergebnis des
Algorithmus in die richtige Richtung leiten soll. Liegen jedoch mehr Informationen tiber
die Zielverteilung vor, beispielsweise der Gradient, dann kénnen effizientere Methoden
zur Stichprobenerzeugung angewendet werden. Der Gradient ist der Vektor, welcher

die ersten partiellen Ableitungen aller Komponenten enthélt, also

of
ox1
0 0
0, Oy
of
oxyg
mit den Einheitsvektoren ey, ..., eys. Mithilfe der partiellen Ableitungen kénnen Aus-

sagen tiber die Anderungen des Funktionswertes von einem Punkt aus in Richtung der
Koordinatenachsen gemacht werden. Dabei zeigt der Gradient immer in die Richtung

des groften Zuwachses von f ]

Eine effizientere Methode zur Stichprobenerzeugung als der Metropolis-Hastings-
Algorithmus ist der sogenannte Langevin-Hastings-Algorithmus. Bei diesem wird im

Allgemeinen eine Proposal-Density der Form

60ygl. Gilks, W. R., S. 12.
6lygl. Papula, L. (2011), S. 61 f.
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ot [=lly =2 = G Viog(f@)IP?
Q<x7y) - )d exp

(2mo 20°

Verwendet. Damit wird angenommen, dass X ~ N(z + %Vlog( f(x)),0%1,), also
dass die Markov-Kette nicht entsprechend des vorherigen Zustandes zentriert ist, son-
dern der Information angepasst ist, an welcher Stelle die Target-Density eine hohere
Wahrscheinlichkeit hat.

Jaspers, S. et al. (2016) verwendet zur Dichteschédtzung eine modifizierte Version des
Metropolis-adjusted Langevm—Algom'thmuﬁ (MALA). Der Basis-Algorithmus benutzt

dabei als Proposal-Density eine k-variate Normalverteilung
N (6D +0.5 6V log P(¢ VD), 61y

mit Parameter § > 0 und der Kurzschreibweise P(¢|D) = P(¢|\¢~Y, D). Mithilfe von
0 wird die Akzeptanzrate zum optimalen Wert 57,4 % hinbewegt, wobei Werte von
40 - 80 % ebenfalls akzeptabel sindﬁ Die Proposal wird mit Wahrscheinlichkeit

o(6", ) = min (1, _POID)_u(o ¢<f-1>>>

(¢=DID) q(¢t~ Vo)

angenommen, wobei jetzt

1

q(z,y) = WGXP )

gilt. In der modifizierten Variante des Algorithmus wird die Proposal aus

<_215Hy — 2 — 0.56V log P(|D)

N (8179 + 0.5 5TV log (¢ |D), 6%)

gezogen und so die Mischung der Markov-Kette verbessert. Die Matrix X spiegelt dabei
die Abhéangigkeitsstruktur der a-posteriori-Verteilung wider und wird im Folgenden
gleich der bereits eingefiihrten Matrix P = DT D, gesetzt. Mit diesen Anpassungen
und

G :=Vlog P(¢|D)  sowie G V.= Vlog P(¢""V|D) (4.3)

folgt

(t=1) 1 0%
) = o (= 5G4 G (6 60 4 2 (G- 60 ))

62vgl. Dellaportas, P., Roberts, G. O. (2003), S. 7 ff.
63vgl. Roberts, G. O., Tweedie, R. L. (1996), S. 345 f.
64ygl. Roberts, G. O., Rosenthal, J. S. (1998), S. 256.
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Ein automatisches Tuning von ¢ in Richtung der optimalen Akzeptanzrate von 57,4 %
kann mit dem Verfahren aus Atchadé, Y. F., Rosenthal, J. S. (2005)@ erreicht werden.

Dazu wird am Ende jedes Iterationsschritts der Wert § auf §¢+1) gesetzt, wobei

3D — h(\/ﬁ & (a6, ) -0, 574))

gelte mit

e Lfalls z<e
h(z) =qx falls € (e, A)
A Jfalls > A
sowie € = 1074 und A = 10*. AuBerdem muss &, eine fallende Folge von positiven reellen

Zahlen sein, sodass |& —&;_1| < t7! gilt. Eine mégliche Wahl ist & = ¢t~1. Als Startwert
fiir § hat sich in der Praxis 61 = 1,65%/k'/3 etabliert ]

65ygl. Atchadé, Y. F., Rosenthal, J. S. (2005), S. 822 f.
66vgl. Roberts, G. O., Rosenthal, J. S. (1998), S. 258 ff.
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5 Anwendung der Methoden zur Dichteschatzung

In diesem Kapitel werden die beschriebenen Methoden an den realen Daten von EU-
CAST angewendet, die zu Beginn nochmals genauer beschrieben werden. Bei der Dich-
teschédtzung werden Wild-Type- und Non-Wild-Type-Anteil der Verteilung nacheinan-
der bestimmt. Fiir den linken Teil der Verteilung werden zunéchst Startwerte mit dem
in Kapitel beschriebenen Verfahren berechnet, mithilfe derer man anschliefend
Stichproben und damit Schétzer fiir die a-posteriori-Verteilungen erhélt.

Der rechte Teil der Verteilung wird mit dem Bayesian Composite Link Model geschétzt.
Bei der Verkniipfung beider Ergebnisse wird zusétzlich zu der von Jaspers, S. et al.
(2016) vorgeschlagenen Modellierung von 7 eine alternative Definition vorgestellt. Alle
Berechnungen wurden mit der Statistiksoftware R durchgefiihrt*’| Die wichtigsten Im-
plementierungsschritte sind hier vorgestellt, der komplette Quellcode ist im Anhang zu
finden.

5.1 MIC-Verteilung von EUCAST

Die vorliegenden Daten umfassen 39.270 Datenpunkte im Bereich zwischen 1/ und
512 mg/l Antibiotikum, die in die beschriebenen 13 Kategorien eingeteilt sind. Der
Wild-Type der Verteilung liegt augenscheinlich im Bereich bis 16 mg/1 und der Non-
Wild-Type, der Resistenzen gegen das Antibiotikum entwickelt hat, im Bereich von
16 mg/1 bis 512 mg/1. Die gegebenen Datenpunkte stammen direkt von der EUCAST-
Homepage und entsprechen dem Stand vom 29.03.2017. In der Implementierung werden
die MIC-Kategorien als log, betrachtet, sodass der Bereich das Intervall [—3; 9] umfasst.
Abbildung[I.1]zeigt nochmals die bereits in der Einleitung visualisierte Datengrundlage.

Ampicillin gegen E. coli (Quelle: EUCAST)

0.6
|

Density
0.2 0.3 0.4
Il

0.1

0.0

Abbildung [1.1} Ampicillin gegen E. coli.

67vgl. R Core Team (2015).
68¢igene Darstellung in Anlehnung an MIC-EUCAST (2017).
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5.2 Wild-Type-Anteil

Das Verfahren von Turnidge, J. et al. (2006) wird verwendet, um Startwerte fiir den
Bayes-Ansatz zu bestimmen. Es werden Werte fiir Mittelwert p; und Standardabwei-
chung o, der Lognormalverteilung sowie das Mischungsverhéltnis v zwischen Wild-
Type und Non-Wild-Type benotigt.

Der erste Modalwert der vorliegenden Daten liegt bei der Kategorie 2 mg/l Antibio-
tikum, deshalb wird dort mit der Regression gestartet. Die nachfolgende Abbildung
zeigt die Ergebnisse der Regression fiir die MIC-Kategorien 4 bis 256, die in Tabelle
zusammengefasst sind.

MIC <2 MIC<4 MIC<8 MIC <16
o o o o
S S S S
S S S =]
[=} =) =} S
%] @ @ @
29 29 29 29
z8] ERcp s8] s 8/
I o I o I o I o
o N o N o N o N
] g 5 5
3 S 3 S
8 8 8 8
< S < O 4 < S 4 < S
=) <) =) =]
— — I —
0.125 1 4 16 64 256 0.125 1 4 16 64 256 0.125 1 4 16 64 256 0.125 1 4 16 64 256
MIC (mg/L) MIC (mg/L) MIC (mg/L) MIC (mg/L)
MIC <32 MIC < 64 MIC <128
o o o
o S o
o o 4 o
o =1 o
132 o™ o

20.000

20.000

20.000
L

Kumulierte Haufigkeit

10.000
.
Kumulierte Haufigkeit

10.000
|
Kumulierte Haufigkeit

10.000
L

0425 1 4 16 64 256 0125 1 4 16 64 256 0125 1 4 16 64 256
MIC (mg/L) MIC (mg/L) MIC (mg/L)

Abbildung 5.1: Sukzessive nicht-lineare Regressionsanalyse

Die Ergebnisse in der zweiten Zeile in Tabelle|5.1|weisen die geringste Differenz zwischen
beobachteter und geschétzter Anzahl der Isolate auf und werden deshalb als Startwerte
fiir den Bayes-Ansatz genutzt. Dabei werden die geschétzten Werte i = 1,04 ,6 = 0,71

w = 0,66 so verwendet, dass sie jeweils der Mittelwert der entsprechen-

Z}Izl Yj
den a-priori-Verteilung sind mit Varianzen /0, 05 fiir 1, 0,05 fiir o und 0,0005 fir ~.

Damit gllt M1 ~ ./\/(,uu = 1,04 , 12 = 0,47)7 g1 ~ IG(O'H = 12, 18 , 012 = 7, 97) und
v ~ Beta(a = 295,61 , 3 = 149, 83).

und v =

69cigene Darstellung.
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Anzahl Beobachtungen 1 o
Endpunkt n N Diff. i Std.Err. o Std.Err.
4 23.880  26.297 2.417 1,04 0,003 0,72 0,004
8 26.061 26.157 96 1,04 0,003 0,71 0,004
16 26.485  26.323 162 1,04 0,008 0,72 0,011
32 27.055  26.574 481 1,06 0,018 0,74 0,025
64 30.851  27.720 3.131 1,12 0,095 0,82 0,132
128 32.400  28.795 3.605 1,18 0,133 0,91 0,183
256 39.083  31.225 7.858 1,38 0,265 1,24 0,362

Tabelle 5.1: Ergebnisse der nicht-linearen Regressionen.

Die Werte fiir die Hyperparameter der a-priori-Verteilungen ergeben sich aus den fol-

genden Zusammenhangen:

2

012 0712

E(oy) = — 0,71, v - = 0,05
(01) 011 — 1 ar(al) (011 — 1)2<011 — 2)
und
E(y) = —~ = 0,66 Var(y) = ap = 0,0005
Va0 V@ pRlar sy

Anhand dieser Startwerte konnen nun Stichproben fir die a-posteriori-Verteilungen
(3.6), (3.7) und (3.8) und erzeugt werden. Dazu wurde der Metropolis-Hastings-

Algorithmus mit den oben beschriebenen a-priori-Verteilungen und einer Iterationslange
von 20.000 verwendet und 20-mal wiederholt. Quellcode[5.1]zeigt die wichtigsten Schrit-

te der Implementierung.

o {
3
3

MIC.wild -type <— function (...)

o]
for (i in 1:it.length)
{

— Mu ———

mu. hyper <— mu_hyperparameters(mul[i], mu_variance)

proposalmul <— rnorm (1, mu.hyper[1], mu.hyper[2])
u <— runif(1)

if (f_mul(mul[i], mull, mul2) = 0) accept <— T

else accept <— u < f_mul(proposalmul, mull, mul2)/f _ mul(mul[i], mull, mul2)

if (accept){
mul [i+1] <— proposalmul

}
else{
mul [i+1] <— mul[i]
}
H— Sigma ————
sigma . hyper <— sigma_hyperparameters(sigmal[i], sigma_variance)
proposalsigmal <— rinvgamma (1, shape = sigma.hyper[1l], scale = sigma.hyper[2])

u <— runif (1)
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if (f_sigmal(sigmal[i], sigmall, sigmal2) = 0) accept <— TRUE
else accept <— u < f_sigmal (proposalsigmal , sigmall, sigmal2)/
f_sigmal (sigmal[i], sigmall, sigmal2)

if (accept){

sigmal [i+1] <— proposalsigmal
}
else{

sigmal [i+1] <— sigmal[i]

}
# ——— Gamma ———
gamma. hyper  <— gamma_hyperparameters(gamma[l], gamma_variance)

proposalgamma <— rbeta (1, gamma.hyper[l], gamma.hyper[2])
u <— runif (1)

if (f_gamma(gamma[i], alpha, beta) = 0) accept <— TRUE
else accept <— u < f_gamma(proposalgamma, alpha, beta)/

f _gamma(gamma[i], alpha, beta)

if (accept){

gamma|i+1] <— proposalgamma
}
else{

gamma|i+1] <— gammali ]

Quellcode 5.1: Metropolis—Hastings—Algorithmus.

In den Zeilen 8-20 findet die Berechnung fiir p; statt, zwischen den Zeilen 23 und 36
wird eine Stichprobe fiir o; erzeugt und anschlieSend folgt ab Zeile 39 der Teil fiir . In
jedem der drei Abschnitte werden zunéchst die Hyperparameter der a-priori-Verteilung
der einzelnen Parameter mit den Funktionen mul_hyperparameters, sigmal_
hyperparameters bzw. gamma hyperparameters bestimmt. Als Proposal wird jeweils
eine Zufallsvariable aus der gewéhlten a-priori-Verteilung mit den aktuellsten Hyperpa-
rametern verwendet. Nach diesen Vorbereitungen wird dann der Acceptance-Rejection-
Schritt mit den entsprechenden Targets f mul, f_sigmal bzw. f_gamma durchgefiihrt.
Die endgiiltigen Ergebnisse der Schatzung der einzelnen Parameter werden durch den
Mittelwert der Stichproben bestimmt.

Die Ergebnisse des Random Walks sowie Histogramme der Parameter mit der zu-
gehorigen a-priori-Verteilung sind in Abbildung[5.2] dargestellt. Aus diesen Stichproben
ergeben sich die Bayes-Schéatzer fi; = 1,04 ,67 = 0,63 und 4 = 0,66 durch Berechnung
des Mittelwertes ohne Berticksichtigung der ersten 10.000 Werte (burn-in). Als ECOFF
erhalt man die MIC-Kategorie 8 mg/1 Antibiotikum.

"0¢igene Darstellung.




5 Anwendung der Methoden zur Dichteschéatzung
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Abbildung 5.2: Ergebnisse des Bayesian Composite Link Model fiir den Wild—Type.

5.3 Non-Wild-Type-Anteil

Zur Schéitzung des Non-Wild-Type-Anteils der vorliegenden Daten wird eine modifi-

zierte Version des Langevin-Hastings-Algorithmus verwendet. Die Datenpunkte liegen

in 13 Klassen vor, also gilt J = 13. Das feine Raster, auf dem die Dichte geschatzt

wird, sollte laut Jaspers, S. et al. (2016) iiber 100 Zwischenpunkte enthalten, sodass

§ = 15 und damit I = 195 gewahlt wurde. Damit ergibt sich die Kompositionsmatrix

"leigene Darstellungen.
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C € R¥*19  die mithilfe des folgenden Codes erzeugt wird.

CompositionMatrix <— function(J, I)
21 {
: C <— matrix (0, nrow = J, ncol = I)
count <— 0
for(j in 1:J)
{
Cl[j, (I/J % count + 1) : (I/J % (count + 1))] <— rep(l, I/J)
count <— count + 1

}

return (C)

Quellcode 5.2: Berechnung der Kompositionsmatrix C.

Die Berechnung der Intervallgrenzen y; sowie der Mittelpunkte u; zeigt Quellcode [5.3]
Der Vektor x soll das Intervall [—3,9] in I Intervalle unterteilen und hat damit die
Lange I + 1. Der Vektor u; der Mittelpunkte folgt aus Vektor x und die Intervalllinge

: . Lj— I

A ergibt sich aus A = —7
set .chi <— function(x, I, Delta)
chi <— vector (mode = ”numeric”)

2| {

# divide interval (min(x), max(x)) in I intervals => vector has length I+1
chi[1] <— min(x)
chi[I4+1] <— max(x)
for (i in 2:1)
{
chi[i] <— chi[i—1] + Delta
}

return (chi)

}

set .u <— function(x, I, chi)
5| €
# midpoints:
u <— vector (mode= "numeric”)
for (i in 2:(I+1))
{

u[i—1] <= chi[i—1]4+(chi[i]—chi[i—=1])/2

}

return (u)

Quellcode 5.3: Hilfsfunktionen fiir die Vektoren y und u.
Anschlielend kann der in Kapitel beschriebene Langevin-Hastings-Algorithmus

angewendet werden. Dazu wird zuerst die Berechnung des Gradienten vereinfacht.

"2¢igene Darstellung.
"3eigene Darstellung.
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Zunéchst gilt

pu ... Dik ¢1
¢'Py = (d1...0k) | : : :
Prk1 ---  Dkk o
¢1p11 + -+ kP
= (¢1..- ) :

O1pk1 + -+ DDk
= ¢1(o1p11 + -+ Grprx) + -+ G P1Prr + -+ OrDr)- (5.1)

Mit Formel (5.1)) und G aus Formel (4.3) ergibt sich dann

(t-1)
G = Vlog P(¢|D) = Vlog P(s|A\V D) = Vlog <c-exp (A 5 : ¢TP¢>>

A1) A1)

2

- v(log<c>— ¢TP¢) T

A1)
= V(0 (0 ) + o+ (G + o+ Gu) )
\(t-D) 201p11 + Zi-c:g o (Pu + pu)
pumng 2 k :
20kPkk + 2121 GilDri + Dir)
\(t-1) >y 6i(pri + pir)
>t i(Pri + pik)

und damit die Ableitung an Stelle j:

A1) k
5 > 0i(psi + pij)-

i=1

V=

Fir GV wird analog der vorherige Zustand des Koeffizientenvektors ¢ verwendet.
Als Lange von ¢ wurde k = J = 13 gewahlt. Quellcode zeigt die Berechnung
des Gradienten in R. Die Eingabewerte chain und lambda sind dabei die Werte der

Markov-Kette bzw. A im benétigten Zustand.

Gradient <— function (length = k, chain, lambda)

{
gradient <— vector (mode = ”"numeric”)
for (i in 1l:length)
{

tmp <— 0
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for(j in 1l:length)

{
a <= chain[j]*(P[i, j] + P[j, i])
tmp <— tmp + a

}

gradient [i] <— —tmp % lambda / 2

}

return (gradient)

Quellcode 5.4: Berechnung des Gradienten.

Nun kann der Langevin-Hastings-Algorithmus angewendet werden. Dieser wurde eben-

falls 20-mal mit einer Iterationslange von 20.000 und Burn-in-Phase von 10.000 durch-

gefithrt. Die wichtigsten Schritte der Implementierung in R zeigt nachstehender Code.

MIC_non_wild _type _LH <— function (...)

{
..
data <— rep(normalize (m),rep(factorl, length(m))) # percentage
phi <— ginv(basis) %% log (data)
phi <— normalize (phi) # identifiability constraint

chain <— matrix(data = NA, ncol = k, nrow = it.length + 1)
chain[1l, ] <— phi

for (i in 1:it.length)
{
G.prev <— Gradient(k, chain[i,], lambda[i], P)
proposal <— mvrnorm (1, chain[i,] + 0.5 % delta[i] * P %% G.prev ,
delta[i] * P)
G.cur <— Gradient(k, proposal, lambda[i], P)

rand <— runif (1)

alpha <— min(1, (exp(f_phi(lambda[i], proposal, P, basis, C)—
f_phi(lambda[i], chain[i,], P, basis, C))) =
exp(—1/2 * t(G.cur + G.prev) %%
((proposal — chain[i,]) +
delta[i]/4 = P %% (G.cur — G.prev))))
accept <— rand < alpha

if (accept){
chain[i+1,] <— proposal

[
}

else{
chain[i+1,] <— chain[i,]

[--]
}

lambda[i+1] <— rgamma(1l, shape = a + 0.5 x Rp,
rate = b + 0.5 % t(chain[i+1,]) %% P %% chain[i+1,])

"eigene Darstellung.
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delta.next.root <— h(sqrt(delta[i]) + gamma.tuning(i)=*(alpha — 0.574))
delta [i+1] <— delta.next.root "2
}
[
}

Quellcode 5.5: Metropolis—Hastings—Algorithmus.

Zu Beginn miissen Startwerte fiir den Koeffizientenvektor ¢ erzeugt werden (Zeilen
4-6). Dazu werden die relativen Haufigkeiten der Daten in den Klassen jeweils I-mal

wiederholt und anschlieBend wird ein Startvektor ¢Mmit
n= qu)(l) o gb(l) = B*yp

erzeugt, wobei als Bt die Moore-Penrose-Inverse verwendet wird, da die Matrix B nicht
quadratisch und somit nicht invertierbar ist. Nach einigen weiteren Vorbereitungen wie
der Initialisierung von A und 6 kann der Algorithmus wie beschrieben durchgefiihrt wer-
den. Die Ergebnisse von chain sind die Spaltenmittelwerte der Markov-Kette. Nach
wiederholter Durchfithrung des Langevin-Hastings-Algorithmus ergab sich eine durch-
schnittliche Akzeptanzrate von 57,3849 %, die nahe an der optimalen Akzeptanzrate
von 57,4 % liegt, sowie eine Schéitzung fir die Dichte unter der Verwendung von B-

Splines.

5.4 MIC-Density Gesamtergebnis

Im Folgenden werden Wild- und Non-Wild-Type der Verteilung gemeinsam betrachtet.
Jaspers, S. et al. (2016) definiert = wie in Kapitel beschrieben als

ﬂ_1(1) 71_1(2)

Das Ergebnis dieser Definition von 7 ist in Abbildung [5.3] dargestellt. Mit der in dieser
Arbeit verwendeten Umsetzung der vorgestellten Methode liegt die Kurve im Bereich
des Wild-Types sehr weit tiber den gegebenen Daten und im Bereich des Non-Wild-
Types darunter. Der Dichtewerte im linken Bereich liegt deshalb so hoch, weil die bei-
den einzelnen Schétzungen jeweils ungleich null zwischen den MIC-Kategorien 1/2 und 8
mg /1 Antibiotikum-Konzentration sind. Die Ergebnisse beider Schéitzungen werden ad-
diert, sodass sich zu hohe Werte ergeben. Im rechten Bereich wird die Non-Wild-Type
Schatzung durch den Faktor (1 — ) aulerdem zu stark geglattet.

"eigene Darstellung.
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E. coli — Ampicillin (EUCAST)
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Abbildung 5.3: Dichteschatzung nach urspriinglicher Definition von 7T.

Aus diesen Griinden wurde in der vorliegenden Arbeit eine alternative Definition von 7
verwendet: Bis zum berechneten ECOFF wird die fiir den Wild-Type geschéatzte Dichte
verwendet und ab dort die fiir den Non-Wild-Type, wodurch eine strikte Klassifizierung

der beiden Teile stattfindet. Das Ergebnis zeigt folgende Abbildung.

E. coli — Ampicillin (EUCAST)

Density
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
1

0.1

0.0

Abbildung 5.4: Dichteschatzung nach alternativer Definition von 7r

Bei der Simulationsstudie im weiteren Verlauf wird ebenfalls die alternative Definition

von 7w verwendet.

"6eigene Darstellung.
"eigene Darstellung.
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6 Simulationsstudie

Zum Testen der vorgestellten Methode wird eine Simulationsstudie durchgefiihrt. Dazu
wird eine Mischverteilung aus drei Lognormalverteilungen verwendet, die nach Tur-
nidge, J. et al. (2006) die MIC-Verteilung gut beschreibt[™| AnschlieBend wird das

verwendete Verfahren anhand des mittleren quadratischen Fehlers beurteilt.

6.1 Dichteschatzung

Als Mischverteilung fiir die Simulationsstudie wurde
X ~0,6log N (2;0,8) +0,2log N (5,5 ;0,7) + 0,21og N (7,5 ;0,6) (6.1)

verwendet, wobei log A/ eine Lognormalverteilung mit Parametern 6 = (uy,07) be-
zeichne. Der Wild-Type-Anteil wird durch die erste Komponente repriasentiert und der
Non-Wild-Type durch die Mischung zweier Lognormalverteilungen.

Die Berechnungen wurden analog zu denen der echten Daten durchgefiihrt. Das Ergeb-
nis ist in der nachfolgenden Abbildung dargestellt, wobei die einzelnen Ergebnisse der
Dichteschétzung in grau gezeichnet sind, das Gesamtergebnis der Schétzung in schwarz

und die tatséchlich simulierte Dichte in griin.

Simulationsstudie

0.6

—— Dichteschéatzung
einzelne Schatzungen
Simulierte Dichte

Density

Abbildung 6.1: Ergebnis der Simulationsstudie.

Zur Erzeugung der simulierten zensierten Daten wurde aus Formel (6.1]) eine Stichpro-
be der GroBe 5.000 gezogen und diese in Klassen zwischen [—2, 9] der Lange 1 eingeteilt.

"8vgl. Turnidge, J. et al. (2006), S. 420.
eigene Darstellung.



6 Simulationsstudie 46

Anschlielend wurden Wild- und Non-Wild-Type mit den beschriebenen Verfahren mit
einer Iterationslange von 20.000, Burn-in-Phase von 10.000 und 100-maliger Wieder-
holung geschatzt.

6.2 Analyse des verwendeten Verfahrens

Die Giite des im Zuge dieser Arbeit implementierten Verfahrens kann anhand des Mean
Squared Error (MSE) bewertet werden. Dabei wird fiir jede Monte-Carlo-Iteration m
fir jeden Zwischenpunkt u; die quadratische Abweichung zwischen wahrer Dichte f
und geschatzter Dichte f ermittelt und anschliefend iiber alle Iterationen punktweise
der Mittelwert berechnet. In Tabelle ist das Vorgehen kurz skizziert.

Iteration 1=1 e 1=1
m=1 () = D)) (f(ur) = O ()
m = 100 (f(w) = OO uy))* (F(ur) = FO (up))”
Monte-Carlo-MSE: ;i (Flwr) = 7 () 1 fj (F(ur) = 7 (ur))”

Tabelle 6.1: Berechnung des Monte-Carlo-MSE.

Der Monte-Carlo-MSE kann nun punktweise gezeichnet werden.

Monte—-Carlo-MSE

[ce]
Q -
e Eigentliche Definition von 1t
—— Alternative Definition von 1t
© Nicht-parametrischer Ansatz
Q -
o
W <
0n o -
= o
N
C)_ -
o
o /
o J —_——
o

\ \ \ \ \
0.25 1 2 4 8 16 32 64 256
MIC

Abbildung 6.2: Monte-Carlo-MSE der verschiedenen Ergebnisse
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Die Grafik zeigt in griin den punktweisen Monte-Carlo-MSE fiir die eigentliche Defini-
tion von 7, welche in Jaspers, S. et al. (2016) angewendet wird. In blauer Farbe ist der
MSE fiir die in dieser Arbeit verwendete Definition von 7 dargestellt und die orangefar-
bene Kurve zeigt den mittleren quadratischen Fehler, wenn nur die nicht-parametrische
Schétzmethode mit B-Splines verwendet wird. Es ist erkennbar, dass die alternative

m-Definition iiberall einen kleineren MSE aufweist als die der Jaspers, S. et al. (2016)
nachempfundene. Die zum nicht-parametrischen Ansatz gehorende Kurve verlauft je-
doch hauptséichlich unter den anderen beiden Kurven und sollte somit vorzuziehen
sein. Trotzdem ist es fiir die Dichteschitzung wahrer MIC-Daten wichtig, beide Teile
der Verteilung separat zu schatzen, damit der ECOFF sowie das Mischungsverhéltnis

zwischen resistenten und nicht-resistenten Keimen bestimmt werden kénnen Bl

8lygl. Jaspers, S. et al. (2014b), S. 40.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das von Jaspers, S. et al. (2016) vorgestellte Pa-
per A Bayesian approach to the semi-parametric estimation of a MIC distributi-
on“ thematisch behandelt. Es wurden zunédchst mathematische Grundlagen erldutert
und anschliefend die verwendete Methodik beschrieben, nachvollzogen sowie ange-
wendet. Dazu wurde die Dichte von realen MICs von EUCAST in zwei Schritten
geschatzt: Erst wurden Startwerte fiir die Hyperparameter des parametrischen An-
teil der Verteilung geschétzt und damit die Bayes-Schétzung mit dem Metropolis-
Hastings-Algorithmus vorgenommen. Im zweiten Schritt wurde mit B-Splines der nicht-
parametrische Bestandteil der Verteilung in einer modifizierten Version des Langevin-
Hastings-Algorithmus ermittelt. Fiir die Gesamtbetrachtung der Dichteschatzung wur-
de eine alternative Moglichkeit zu der aus Jaspers, S. et al. (2016) vorgestellt.

Die entwickelte Methode wurde anschlieSend anhand einer Simulationsstudie getes-
tet. Dazu wurde eine Mischverteilung aus drei Lognormalverteilungen gewahlt und das
Verfahren angewendet. Ausgewertet wurde es anschliefend mithilfe des MSE, wobei
die Methode mit der in Jaspers, S. et al. (2016) beschriebenen Definition der Dich-
te mit der in dieser Arbeit verwendeten alternativen Definition sowie der komplett
nicht-parametrischen Schatzung verglichen wurde. Dabei wurde der Vorteil der semi-
parametrischen Schéitzung deutlich: Es kann der ECOFF als 99,9 %-Quantil der pa-
rametrischen Verteilung bestimmt werden, mithilfe dessen die Bakterienpopulation in

Wild- und Non-Wild-Type eingeteilt werden kann.

Die Moéglichkeiten zur Forschung und Weiterentwicklung der bisher verwendeten Ver-
fahren sind vielfaltig und im Hinblick auf die Relevanz fiir die menschliche Gesund-
heit wichtig. Ein wesentlicher Punkt ist, dass zwar die Wild-Type-Komponente der
Verteilung tiber die Zeit stabil ist, beim Non-Wild-Type-Anteil jedoch sowohl das
Verhéltnis zwischen resistenten und nicht-resistenten Keimen als auch die Hohe der
MIC iiber einen léngeren Zeitraum schwanken konnen. Es wére deshalb zu tiberlegen,
ein zeitabhdngiges Mischungsverhéltnis (¢) im Modell einzufithren sowie die Koeffizi-
enten der B-Splines ebenfalls in Abhédngigkeit der Zeit darzustellen. So wére es moglich,
Trends in einem Zeitraum mehrerer Jahre zu erkennen und ein Uberwachungstool zu

entwickeln.
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8 Anhang

Dieses Kapitel enthélt den verwendeten Code mit einzelnen kurzen Beschreibungen.
Der erste Teil beinhaltet Funktionen, die einerseits Berechnungen vereinfachen sowie
auslagern und deren Resultate andererseits in weiteren Rechnungen benotigt werden.
Weiter folgen die Implementierung der Dichteschatzung des Wild-Types mit Regres-
sionsanalyse sowie Bayes-Schétzung und auflerdem der Code fiir die Dichteschatzung
des Non-Wild-Type. Jeweils abschliefend werden alle Schritte fiir die Dichteschatzung
der EUCAST-Daten gezeigt, die Schitzung der simulierten Daten funktioniert analog.
Fiir die Berechnungen werden die R-Pakete MASS, unter anderem fiir die Funktionen
mvrnorm (multivariate Normalverteilung) und ginv (Moore-Penrose-Inverse) sowie das

Paket MCMCpack fiir die Funktion rinvgamma benotigt.

8.1 Aligemeine Funktionen, Hilfsfunktionen

Im nachfolgenden Code sind ausgelagerte Hilfsfunktionen zu finden, die zur Vorberei-

tung der Dichteschitzung dienen.

51}

normalize <— function (x)

{

# returns vector with sum = 1

return (x/sum(x))

#*
set.Delta <— function (x, I)
{
return( (max(x)—-min(x))/I)
}
#
set.chi <— function(x, I, Delta)
{
chi <— vector (mode = "numeric”)

# divide interval (min(x), max(x)) in I intervals => vector has length I+1
chi[1] <— min(x)
chi[I+1] <— max(x)
for (i in 2:1)
{
chi[i] <— chi[i—1] + Delta

}

return (chi)
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set.u <— function(x, I, chi)
{
# midpoints:
u <— vector (mode= "numeric”)
for (i in 2:(I+1))
{
uli—1] <— chi[i—-1]+(chi[i]—chi[i—1])/2
}

return (u)

Quellcode 8.1: Hilfsfunktionen

Der nachste Codeteil enthélt spezielle Funktionen wie die Berechnung der Kompositi-

onsmatrix und B-Spline-Basis.

CompositionMatrix <— function (J, I)

{
# C is JxI matrix
C <— matrix (0, nrow = J, ncol = 1TI)
count <— 0 # counter for columns
for (j in 1:J)
{

Cl[j, (I/J % count + 1) : (I/J % (count + 1))] <— rep(1l, I/J)
count <— count + 1

}

return (C)

#

B <— function(x, i, q, t)
{
delta <— t[2]—t[1]
t <— c(t, max(t)+deltax1l:(q+1))

if (q = 0)
(1) = (x>=t[i] & x < t[i+1]) + (0) * (x>= t[i+1] & x < t[i])
else

(x=t[i]) /(t[ita] — t[i])*B(x, i, q-1, t) +
(t[i+q+1] — x) /(t[i+q+1]—t[i+1])*«B(x, i+1, q—1, t)

}
G
BSplineBasis <— function (k, I, u, x)
{
tmp <— vector (mode = ”numeric”)
for (i in 1:(k))
{
for(j in 1:(I))
{
tmp <— c(tmp, B(ulj], i, 3, x))
}
}

basis <— matrix (tmp, nrow = I, byrow = FALSE )
return ( basis)
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#
Gradient <— function (length = k, chain, lambda, P)
{
gradient <— vector (mode = ”"numeric”)
for (i in 1l:length)
{
tmp <— 0
for(j in 1l:length)
{
a <= chain[j]*(P[i, j] + P[j, i])
tmp <— tmp + a
}
gradient [i] <— —tmp * lambda / 2
}

return (gradient)

Quellcode 8.2: Spezielle Funktionen fir die Dichteschéitzung
Nun folgen Funktionen, die zur Dichteschatzung des Wild-Type bendétigt werden. Das

sind neben der Berechnung des ersten Modalwertes die a-posteriori-Verteilungen der
Parameter p;,0; und v sowie die Funktionen *_hyperparameters, die anhand des
jeweiligen Mittelwertes und der gewahlten Varianzen die Hyperparameter zuriickgibt.
Die Funktionen create_list_wildtype und print.wildtype kommen in ahnlicher
Form noch héaufiger vor: Mit der ersten Funktion wird eine Liste erzeugt, welche alle
relevanten Ergebnisse enthélt und die zweite Funktion definiert, welche Teile dieser

Liste als sichtbarer Output ausgegeben werden.

i| £

firstMode <— function (x, m)

{
for (i in 2:(length(m)—1))
{
# checks if current value is higher as previous and lower as next
if(m[i—1] <=m[i] & m[i] >= m[i+1])
return(x[i])
}
}
#

# target density of mul

f _mul <— function (mul, mull, mul2)

out <— exp(—(mul-mull)"2/(2xmul2"2))

return (out)

#

# target density of sigmal

f_sigmal <— function (sigmal, sigmall, sigmal2)
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out <— sigmal”(—sigmall — 1) % exp(—sigmal2/sigmal)

return (out)

#

# target density of gamma

f _gamma <— function (gamma, alpha, beta)

{
out <— gamma” (alpha —1)*(1—gamma) "~ (beta—1)

return (out)

#

mul_hyperparameters <— function (mean, variance)

{

return (c(mean, sqrt(variance)))

#

sigmal _hyperparameters <— function (mean, variance)

{

sigmall <— (mean"2+42xvariance)/variance
sigmal2 <— meanx*((mean"2+42xvariance)/variance —1)

return (c(sigmall, sigmal2))

#

gamma_hyperparameters <— function (mean, variance)
{
¢ <— mean/(l—mean)
beta <— (c¢—(c+1)"2xvariance) /((c+1)"3*xvariance)
alpha <— cx*beta
return (c(alpha , beta))

# functions for visible and invisible output to ensure

# that the plots can be created afterwards

create_list _wildtype = function (mul, mull, mul2, sigmal, sigmall, sigmal2,

gamma, alpha, beta,

mul_vec, sigmal_vec, gamma_vec)

1 = list (mul = mul, mull = mull, mul2 = mul2,
sigmal = sigmal, sigmall = sigmall, sigmal2 = sigmal2,
gamma = gamma, alpha = alpha, beta = beta,
mul_vec = mul_vec, sigmal_vec = sigmal _vec,
gamma_vec = gamma_vec)
class (1) = "wildtype”

return (1)
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#
print . wildtype = function (x, ...){
x = x[c¢("mul”, 7sigmal”, “gamma”, “mull”, "mul2”, ”sigmall”, ”sigmal2”, ”alpha”,
7beta”) ]
NextMethod ()
}

Quellcode 8.3: Funktionen fiir die Dichteschatzung des Wild—Type
Der folgende Code ist fiir die Dichteschéitzung des Non-Wild-Type relevant. Er enthélt

die a-posteriori-Verteilung des Koeffizientenvektors ¢ sowie die Funktionen h und

gamma . tuning, die fiir den Langevin-Hastings-Algorithmus benétigt werden.

514

|}

# target density of phi
f_phi <— function (lambda, x, P, B, C)
{
# calculate log of target density
eta <— B %% x
pi <— normalize (exp(eta))
kappa <— C %% pi
out <— sum(mklog (kappa))—lambda/2 * t(x) %% P %% x
return (out)

#

gamma. tuning <— function (iteration)

return(l/iteration)

#

h <— function (x)

{
if (x < epsilon) return(epsilon)
else if(x > A) return(A)

else return (x)

epsilon <— 107(—4)
A <— 1074
#

# functions for visible and invisible output to ensure

# that the plots can be created afterwards

create_list _nonwildtype = function (chain_vec, lambda_vec, chain_result ,
lambda_result , BSplineBasis, acceptance_rate)
{
1 = list (chain_vec = chain_vec, lambda_vec = lambda_vec,
chain_result = chain_result , lambda_result = lambda_result ,
BSplineBasis = BSplineBasis, acceptance_rate = acceptance_rate)
class (1) = "nonwild”

return (1)
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#

print .nonwild = function (x, ...){
x = x[c(”chain_result”, ”lambda_result”, “acceptance_rate”)]
NextMethod ()

Quellcode 8.4: Funktionen fiir die Dichteschatzung des Non—WiId-Type

Schlieflich folgen die Funktionen, die fiir die Simulationsstudie verwendet werden. Die
Funktion censored data erzeugt mit gegebenem Stichprobenumfang n zunachst eine
Stichprobe der gewéhlten Mischverteilung und zensiert diese mithilfe eines Histogram-
mes mit Klassenbreiten 1. Anschliefend werden x und m bestimmt, indem nur positive
Anzahlen zwischen den Nullen am Anfang und Ende gespeichert werden. Die zweite
Funktion berechnet fiir gegebenes x den Dichtewert der gewahlten Mischverteilung.
Da beim Histogramm der Wert fiir m immer am rechten Rand des Histogrammbalkens

abgelesen wird, muss eine Stetigkeitskorrektur bei x stattfinden.

| #

censored _data <— function(n, range)
{
sample <— c¢(rnorm (0.6 * n, 2, 0.8), rnorm (0.2 x n, 4.5, 0.7),
rnorm (0.2 % n, 7.5, 0.6))
break _range <— sort(c(range, min(range)—1, max(range)+1))
toEst <— hist (sample, xlim = range(break_range),
breaks = break_range, freq= FALSE)S$counts

x <— break_range

x <— x[ min( which ( toEst != 0 )) : max( which( toEst != 0 ))]
m <— toEst|[ min( which ( toEst != 0 )) : max( which( toEst != 0 ))]
result <— list(x = x, m = m, sample = sample)
return(result)
}

sim_density <— function (x)
{
# x+4+0.5 correction because of continuity
return (0.6 % dnorm(x + 0.5, 2, 0.8) + 0.2 % dnorm(x + 0.5, 4.5,0.7) +
0.2 % dnorm(x + 0.5,7.5,0.6))

Quellcode 8.5: Funktionen fiir Simulationsstudie

Im folgenden Code werden alle bendtigten Parameter berechnet und in einer Liste

gespeichert.

x <= ¢(0.002, 0.004, 0.008, 0.016, 0.032, 0.064, 0.125, 0.25, 0.5, 1, 2, 4, 8,
16, 32, 64, 128, 256, 512)

m<— c(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 13, 84, 1847, 10593, 11342, 2181, 424, 570, 3796,
1549, 6683, 187)

x <— x[ min( which (m!= 0 )) : max( which( m != 0 ))]

x <— log(x,2)
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m <— m|[ min( which ( m != 0 )) : max( which( m!= 0 ))]

factorl <— 15

J <— length (m)
I <— factorl x J
k <— length (m)
Delta <— set.Delta(x, I)
chi <— set.chi(x, I, Delta)
u <— set.u(x, I, chi)
71C <— CompositionMatrix(J, I)

basis <— BSplineBasis(k, I, u, x)

iterations <— 20
it.length <— 20000
burn_in <— 10000

params <— list (x = x, m = m, factorl = factorl, J =J, I =1, k =k, Delta = Delta,
chi = chi, u=u, C=C, basis = basis,

iterations = iterations , it.length = it.length, burn_in = burn_in)

Quellcode 8.6: Parameterbestimmung fiir Dichteschéitzung

8.2 Wild-Type

In diesem Kapitel befindet sich der Code zur Dichteschitzung des Wild-Type-Anteils
der Verteilung. Zunéchst folgt die Implementierung der nicht-linearen Regression in-
klusive dem Verfahren von Turnidge, J. et al. (2006), das zur Erzeugung der Startwerte
fiir den Bayes-Ansatz benotigt wird. Dort werden fiir alle MIC-Kategorien grofler als
die start_dilution lineare Regressionen mit sukzessive grofier werdenden Teilmengen
der Daten vorgenommen und anschliefend diejenige Teilmenge gewahlt, bei der die

Differenz zwischen wahrem und geschéatzten N am geringsten ist.

NonLinearRegression <— function(x, y, start_dilution, start_sigma,
estimated _cutoff_log)

{

# vectors for results

N <— vector (mode = "numeric”)
N_stderror <— vector (mode = "numeric”)
N_diffs <— vector (mode = "numeric”)
mu <— vector (mode = "numeric”)
mu-stderror <— vector (mode = "numeric”)
sigma <— vector (mode = "numeric”)
sigma_stderror <— vector (mode = "numeric”)
aic <— vector (mode = "numeric”)

true_.n  <— cumsum(y)
cutoffs <— start_dilution:(max(x)—1) # cutoffs for for—loop
index <=1
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start .mu <— weighted .mean(x[x<=estimated_cutoff_log],
v [x<=estimated _cutoff_log])

for (cutoff in cutoffs)

{
z <— cumsum(y [x<=cutoff])
w <— x[x<=cutoff]

# non—linear —least —squares
lmod <— nls(z ~ Nxpnorm(w, mu, sigma),
start = list (N = max(z), mu = start _mu, sigma=start_sigma))

reg _summary <— summary (lmod)

N[index] <— coef (lmod) [1]
mu[index ] <— coef (lmod) [2]
sigma [index] <— coef (lmod) [3]

N_stderror [index] <— reg_summary$parameters|1,2]
mu_stderror [index ] <— reg_summary$parameters [2,2]

sigma_stderror [index]| <— reg_summary$parameters[3,2]
aic [index] <— AIC(lmod)
N_diffs [index] <— N[index] — max(z)

index <— index + 1

# choose best subset of regressions
result _index <— which(N_diffs=—min(abs(N_diffs)))

gamma <— true_n|[x=—=cutoffs [result_index]|]/sum(y)

result <— list (N_vec = N, N_Std_errors = N_stderror ,
mu_vec = mu, mu_-Std_errors = mu_stderror ,
sigma_vec = sigma, sigma_Std_errors = sigma_stderror ,
aic = aic, tested_cutoffs = cutoffs ,
wild—type—cutoff—Estimation = 2" cutoffs[result _index],
N_est = N[result _index], mu_est = mu[result_index],
sigma_est = sigma[result_index], gamma_est = gamma)

return (result)

}

Quellcode 8.7: Nicht-lineare-Regression nach Verfahren von Turnidge, J. et al. (2006)

Der néchste Code zeigt die Funktion, mit der die Parameter i, 01 und v mit Bayes-
Methoden geschétzt werden. Fiir jeden Parameter wird aus der a-priori-Verteilung ei-
ne Stichprobe simuliert, mit einer uniformverteilten Zufallsvariable verglichen und der
néichste Zustand der Markov-Kette entsprechend der Beschreibung zum Metropolis-
Hastings-Algorithmus bestimmt. Die Ergebnisse der Parameter sind jeweils der Mittel-

wert, der erzeugten Markov-Kette.

1|MIC_wild _type <— function (mu-mean_est, sigma_mean_est , gamma_mean_est ,

2

it .length , burn_in, simulation,
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mu_variance = sqrt (0.05), sigma_variance = 0.05,
gamma_variance = 0.0005,
mul_start = mu_mean_est ,
sigmal _start = sigma_mean_est ,
gamma_start = gamma_mean_est )
gamma <— vector(mode = ”"numeric”)
mul <— vector (mode = "numeric”)
sigmal <— vector (mode = ”"numeric”)
gamma[l] <— gamma_start

mul [1] <— mul_start
sigmal [1] <— sigmal_start

# set hyperparameters
mull <— mul_hyperparameters (mu-mean_est , mu_variance) [1]

mul2 <— mul_hyperparameters (mu-mean_est , mu_variance) [2]

sigmall <— sigmal_hyperparameters (sigma_mean_est , sigma_variance) [1]

sigmal2 <— sigmal_hyperparameters (sigma_mean_est , sigma_variance) [2]

alpha <— gamma_hyperparameters (gamma_mean_est , gamma_variance) [1]

beta <— gamma_hyperparameters (gamma_mean_est , gamma_variance) [2]

after .burnin <— burn_in:it.length

for (i in 1:it.length)

{

# mul
mu. hyper <— mul_hyperparameters(mul[i], mu_variance)

proposalmul <— rnorm (1, mu.hyper[1], mu.hyper[2])
u <— runif (1)

if (f mul(mul[i], mull, mul2) = 0) accept <— TRUE
else accept <— u < f_mul(proposalmul, mull, mul2)/f _ mul(mul[i], mull, mul2)
if (accept){
mul [i+1] <— proposalmul
}
else{
mul [i+1] <— mul[i]

7# sigmal
sigma . hyper <— sigmal _hyperparameters (sigmal [i], sigma_variance)
proposalsigmal <— rinvgamma (1, shape = sigma.hyper[l], scale = sigma.hyper[2])
u <— runif (1)

if (f_sigmal (sigmal[i], sigmall, sigmal2) =— 0) accept <— TRUE
else accept <— u < f_sigmal (proposalsigmal , sigmall, sigmal2)/
f_sigmal (sigmal[i], sigmall, sigmal2)

if (accept){

sigmal [i+1] <— proposalsigmal
}
else{

sigmal [i+1] <— sigmal[i]
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#

gamma. hyper

gamma

<— gamma_hyperparameters (gamma[l], gamma_variance)

proposalgamma <— rbeta (1, gamma.hyper[1], gamma.hyper[2])

u <— runif (1

)

if (f_gamma(gamma[i], alpha, beta) = 0) accept <— TRUE

else accept <— u < f_gamma(proposalgamma, alpha, beta)/

if (accept){

f _gamma(gammal[i], alpha, beta)

gamma|i+1] <— proposalgamma

}

else{

gamma[i+1] <— gammali ]

}

# results are
mul_res <—
sigmal _res <—

gamma._res <—

means of vectors
mean (mul [ after.burnin])
mean (sigmal [after . burnin])

mean (gamma | after . burnin|)

list <— create_list _wildtype (mul_-res, mull, mul2, sigmal_res, sigmall, sigmal2,

gamma_res , alpha, beta, mul, sigmal, gamma)

return (list)

Quellcode 8.8: Bayes-Schatzung des Wild—Type

Hier folgt die Funktion, welche die Bayes-Schatzung mehrmals wiederholt, um so ro-

bustere Ergebnisse zu erzielen.

Monte_Carlo _wild _type <— function (iterations , it.length, burn_in, simulation,

mu-mean_est , sigma_mean_est , gamma_mean_est ,

chi)

{
I <— length(chi) — 1
wildtype <— matrix (data = NA, ncol = 3, nrow = iterations)
mu-matrix <— matrix (data = NA, ncol = iterations , nrow = it.length + 1)
sigma_matrix <— matrix(data = NA, ncol = iterations , nrow = it.length + 1)
gamma_matrix <— matrix(data = NA, ncol = iterations , nrow = it.length + 1)
individual _estimates <— matrix(data = NA, ncol = I, nrow = iterations)

for (i in 1l:iterations)

{

estimate <— MIC_wild _type (mu_mean_est , sigma_mean_est, gamma_mean_est ,

wildtype [i,]

mu_matrix [, i

it.length, burn_in)
<— c(estimate$mul, estimate$sigmal, estimate$gamma)

] <— estimate$mul_vec

sigma _matrix[,i] <— estimate$sigmal_vec

gamma_matrix [,i] <— estimate$gamma_vec
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pi_-1 <— vector (mode = ”numeric”)
for(j in 2:(I+41))
{
# correction for continuity
pi-1[j—1] <— pnorm(chi[j]—0.5, estimate$mul, estimate$sigmal) —
pnorm(chi[j—1]—0.5, estimate$mul, estimate$sigmal)
}
individual _estimates[i, | <— pi-1
}
parameters <— colMeans(wildtype)
mul <— parameters [1]
sigmal <— parameters [2]
gamma <— parameters [3]
mul_vector <— estimate$mul_vec
sigmal _vector <— estimate$sigmal _vec
gamma_vector <— estimate$gamma_vec
cutoff <— if(simulation = 0) 2"round(gnorm(0.999, mul, sigmal))
else 2"round(gnorm(0.999, mul, sigmal) — 0.5)
pi-1 <— vector (mode = ”numeric”)
for (i in 2:(I+1))
{
# correction for continuity
pi-1[i—1] <— pnorm(chi[i]—0.5, mul, sigmal) —
pnorm(chi[i—1]—0.5, mul, sigmal)
}
create _list _wildtype _MonteCarlo (mul, estimate$mull, estimate$mul2,
sigmal, estimate$sigmall, estimate$sigmal?2
gamma, estimate$alpha, estimate$beta
mul _vector , sigmal_vector, gamma_vector ,
cutoff , individual _estimates, pi_1)
}

Quellcode 8.9: Monte-Carlo-Simulation fiir den Wild-Type
Abschlielend folgt der verwendete Code zur Dichteschatzung des Wild-Type-Anteils.

Zunachst wird der erste Modalwert fiir den Parameter start_dilution bestimmt, bei
der die sukzessiven nicht-linearen Regressionen starten. Die Variable nonLinReg enthalt
nach der Berechnung die Ergebnisse der Regression, unter anderem alle einzelnen Er-
gebnisse, welche in Abbildung dargestellt sind, sowie die Werte fiir N, p; und o,

die anschlieflend in der Monte-Carlo-Simulation als Startwerte verwendet werden.

# NonLinear Regression

start ~dilution <— firstMode (params$x, params$m)
nonLinReg <—NonLinearRegression (params$x, params$m, start_dilution, start_sigma = 1,

estimated _cutoff_log = 3)
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# MOMC

wildtype _result <— Monte_Carlo_wild _type(params$iterations , params$it.length ,
params$burn_in , simulation = 0,
mu_mean_est = nonLinReg$mu_est ,
sigma _mean_est = nonLinReg$sigma _est ,
gamma_mean_est = nonLinReg$gamma_est ,
params$chi)

pi-1 <— wildtype_-result$pi-1

Quellcode 8.10: Endgiiltige Dichteschatzung vom Wild—Type

8.3 Non-Wild-Type

Dieser Teil widmet sich der nicht-parametrischen Dichteschdtzung. Bei dem nachfol-
genden Code handelt es sich um die Funktion, die den Langevin-Hastings-Algorithmus

durchfiihrt, welcher in Kapitel [5.3] bereits beschrieben wurde.

MIC_non_wild _type _LH <— function(x, m, factorI, u, C, basis, lambda.start ,
it.length = 20000, k = length(m), a = 0.0001,
b = 0.0001, diff_order = 2, burn_in = 10000
)

after .burnin <— burn_in:it.length
J <— length (m) # number of given data points
I <— factorl * J

D <— diff(diag(k), diff = diff_order)
P <— t(D) %% D
Rp <— qr(P)S$rank

data <— rep(normalize(m),rep(factorl, length(m))) # percentage
phi <— ginv(basis) %% log (data)
phi <— normalize (phi) # identifiability constraint

lambda <— vector (mode = "numeric”)
lambda[1] <— lambda.start

delta <— vector (mode = "numeric”)
delta[1] <— 1.65°2/k"(1/3)

acceptance_rate _vec <— vector (mode = "numeric”)

chain <— matrix(data = NA, ncol = k, nrow = it.length + 1)
chain[1, | <— phi

for(i in 1:it.length)
{
G.prev <— Gradient(k, chain[i,], lambda[i], P)
proposal <— mvrnorm(1l, chain[i,] + 0.5 * delta[i] * P %% G.prev ,
delta[i] = P)
G.cur <— Gradient(k, proposal, lambda[i], P)
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rand <— runif (1)

alpha <— min(1, (exp(f_phi(lambda[i], proposal, P, basis, C)—
f_phi(lambda[i], chain[i,], P, basis, C))) =
exp(—1/2 % t(G.cur + G.prev) %%
((proposal — chain[i,]) +
delta[i]/4 = P %% (G.cur — G.prev))))
accept <— rand < alpha

if (accept){
chain[i+1,] <— proposal

acceptance_rate_vec[i] <— 1

}

else{
chain[i+1,] <— chain[i,]
acceptance_rate_vec[i] <— 0

}
lambda[i+1] <— rgamma(1l, shape = a + 0.5 % Rp,
rate = b + 0.5 % t(chain[i+1,]) %% P %% chain[i+1,])

delta .next.root <— h(sqrt(delta[i]) + gamma.tuning(i)=*(alpha — 0.574))
delta [i+1] <— delta.next.root "2

chain_result <— colMeans(chain[after.burnin,])
lambda_result <— mean(lambda[after.burnin])

acceptance_rate <— sum(acceptance_rate_vec)/length (acceptance_rate_vec)

list <— create_list _nonwildtype(chain, lambda, chain_result ,
lambda_result , basis, acceptance_rate)
return(list)

Quellcode 8.11: Bayes-Schéatzung des Non—Wﬂd—Type.

Auch fiir diesen Teil der Verteilung wurde eine Funktion implementiert, die fiir robus-

tere Ergebnisse die Bayes-Schatzung mehrmals wiederholt.

Monte_Carlo _non_wild ~type <— function (iterations , it.length, burn_in,
x, m, factorl, u, C, basis,

lambda.start = 0.0001, a = 0.0001, b = 0.0001,

diff _order = 2, k = length (m)

)

D <— diff(diag(k), diff = diff_order)
P <— t(D) %% D
Rp <— qr(P)$rank

nonwildtype <— matrix(data = NA, ncol = k, nrow = iterations)
individual _estimates <— matrix(data = NA, ncol = I, nrow = iterations)
acceptance_rate <— vector (mode = "numeric”)

lambda_res <— vector (mode = “numeric”)
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Delta <— u[2]—u([1]
for (i in 1l:iterations)
{
estimate <— MIC_non_wild _type _LH(x, m, factorl, u, C, basis, lambda.start ,
it .length = it.length, burn_in = burn_in)

nonwildtype[i,] <— estimate$chain _result

individual _estimates [i,] <— normalize (exp(basis%%estimate$chain_result))
acceptance_rate [i] <— estimate$acceptance_rate

lambda_res [ 1] <— estimate$lambda_result

}

phi <— colMeans(nonwildtype)
pi-2 <— normalize (exp(basis%%phi))
f_2 <— pi-2/Delta

lambda <— mean(lambda_res)

result <— list (individual _estimates = individual _estimates, phi = phi,
pi-2 = pi_2, f_2 = f_2, acceptance = acceptance_rate,
lambda = lambda)

return(invisible (result))

Quellcode 8.12: Monte-Carlo-Simulation fiir den Non-Wild-T ype
Die Dichteschatzung des Non-Wild-type kann mithilfe des folgenden Codes realisiert

werden.

nonwildtype_result <— Monte_Carlo_non_wild _type(iterations , it.length, burn_in,
params$x, params$m, params$factorl ,

params$u, params$C, params$basis

)

pi-2 <— nonwildtype_result$pi_2

Quellcode 8.13: Endgiiltige Dichteschitzung vom Non—Wild—Type

8.4 Gesamtschatzung der Dichte

Fiir die Gesamtschatzung der Dichte wird wie in Kapitel beschrieben eine alternati-
ve Definition von 7 verwendet. Es werden von der Schéitzung des Wild-Type alle Werte
bis zum berechneten ECOFF und ab dieser Grenze alle Werte der nicht-parametrischen
Schatzung genommen. AnschlieBend muss dieser Vektor normalisiert werden, um eine

Dichte zu reprasentieren.

cutoff_log <— log(wildtype_-result$wild_type_cutoff, 2)
pi <— c(pi-1[params$u <= cutoff_log],pi-2[params$u > cutoff_log])

pi <— normalize (pi)

Quellcode 8.14: Gesamtbetrachtung der Dichte
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