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Notation

(A)ij Element in Zeile i, Spalte j der Matrix A.
E(X) Erwartungswert der Zufallsvariable X.
E(X|C) Bedingte Erwartung der Zufallsvariable X gegeben C.
O, o Landausymbole (deterministisch).
OP , oP Landausymbole (stochastisch).
Γ(α, β) Gammaverteilung mit Parametern α und β.
x̄ Arithmetisches Mittel der Einträge von x = (x1, . . . , xn).
◦ Hadamard Produkt - elementweise Multiplikation von Matrizen.
cov(X,Y ) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y .
det(A) Determinante der Matrix A.

diag(·) Für eine Matrix A ∈ Rn×n : diag(A) :=

a11 0 0

0
. . . 0

0 0 ann

.

Für a1, . . . , an ∈ R: diag(a1, . . . , an) =

a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an

.

λj(A) j-größter Eigenwert der Matrix A ∈ Rn×n.
R Körper der reellen Zahlen.
Z Menge der ganzen Zahlen.
N (µ, σ2) Normalverteilung mit Erwartungswert µ und Varianz σ2.
1 Einsvektor (1, . . . , 1)T .
A ≥ B Für symmetrisch positiv semidefinite Matrizen A und B : A−B ist positiv

semidefinit.
Ip Einheitsmatrix der Dimension p× p .
rg(A) Rang der Matrix A.
P−→ Stochastische Konvergenz.

tr(A) Spur der Matrix A.
var(X) Varianz der Zufallsvariable X.

mean(a1, ..., an) Mittelwert von a1, . . . , an.

sd(a1, . . . , an) Standardabweichung von a1, . . . , an.
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Einleitung

In der heutigen Zeit sind in vielen Anwendungen große Datenmengen verfügbar, die für
die Gewinnung von Informationen und das Verständnis von Prozessen genutzt werden
können. Besonders in naturwissenschaftlichen Disziplinen kann durch verbesserte Ver-
fahren eine immer größer werdende Anzahl an Daten gemessen und beobachtet werden.
Beispielsweise ist in der Signalverarbeitung, durch die Digitalisierung, das Datenaufkom-
men für Musik, Videos und Bilder stark gewachsen, in der Klimatologie werden hoch-
dimensionale Daten genutzt um neue Vorhersage- und Klimamodelle zu entwickeln, in
der Molekularbiologie sind immer detailliertere genetische Informationen für die For-
schung verfügbar. Um mit diesen Datenmengen umgehen zu können werden zuverlässige
Methoden aus der multivariaten Statistik benötigt, denn häufig bedeutet eine große Da-
tenmenge nicht nur die Verfügbarkeit von Beobachtungen über einen langen Zeitraum
hinweg, sondern darüber hinaus eine große Anzahl von Messungen und Daten für jeden
Beobachtungszeitpunkt.
In dieser Arbeit wollen wir eine Anwendung aus der Finanzwelt betrachten, in der heut-
zutage oft hochdimensionale Portfolios, also eine große Anzahl an Investitionsobjekten
und deren Verhalten untereinander betrachet werden müssen. Besonders für das Risi-
komanagement ist es wichtig, zuverlässige Aussagen über die einzelnen Positionen und
über ihren Beitrag zum Gesamtrisiko treffen zu können, um Vorhersagen für das Portfo-
liorisiko zu ermöglichen. Zu diesem Zweck werden die Kovarianzmatrizen der Portfolios
betrachtet. Da diese jedoch nicht beobachtbar sind, müssen sie aus den vorhandenen Da-
ten geschätzt werden.
Bei der Wahl der Schätzmethode ist es einerseits wichtig den Rechenaufwand zu betrach-
ten, andererseits muss die Güte der Schätzung berücksichtigt werden. Häufig wird für die
Schätzung die Stichprobenkovarianzmatrix genutzt. Allerdings tritt, sobald die Dimen-
sion der Matrix in der gleichen Größenordnung vorliegt wie die Stichprobengröße, das
Problem der Singularität auf. Da es aber insbesondere für die Portfolioselektion wichtig
ist, eine gute Schätzung für die Inverse der Kovarianzmatrix zu haben, geht man häufig
zu anderen Schätzmethoden über.
Weiterhin ist es für die Anwendung in der Finanzwirtschaft wichtig eine Schätzung zu
erhalten, die positiv semidefinit ist, da andernfalls Portfolios mit negativen Varianzen
bestimmt werden könnten. Den Hintergrund werden wir in Kapitel 3 erläutern.
Um dem Problem der großen Dimensionen entgegenzutreten, werden häufig Strukturan-
nahmen getroffen. Ein beliebtes Beispiel hierfür sind Faktormodelle, die vorwiegend in
der Ökonomie und der Finanzwissenschaft genutzt werden. Wir werden diesen Ansatz
aufgreifen und die Rendite eines hochdimensionalen Portfolios durch eine möglichst klei-
ne Anzahl von Faktoren erklären. Je weniger gemeinsame Faktoren für die Erklärung
der Rendite nötig sind, desto größer ist der Effekt der Dimensionsreduktion durch das
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Einleitung

Faktormodell.
Dieser Ansatz wurde intensiv von Fama und French (1993) untersucht und sie fanden
heraus, dass die Rendite eines Portfolios bestehend aus Aktien und Anleihen schon durch
ein Faktormodell mit fünf Faktoren gut erklärt werden kann.
Wir werden die Entstehung der Faktormodelle in Kapitel 1 motivieren, verschiedene An-
passungsmöglichkeiten erläutern und die Struktur dann für die Schätzung der Kovarianz-
matrix nutzen. Der Vorteil der Faktormodelle liegt darin, dass nicht die Kovarianzmatrix
des Portfolios direkt geschätzt wird, sondern die Komponenten des Faktormodells, aus
denen anschließend die Kovarianzmatrix rekonstruiert werden kann.
Nach der Einführung der Faktormodelle in Kapitel 1, nutzen wir diese in Kapitel 2 um
die Kovarianzmatrix eines hochdimensionalen Portfolios zu schätzen. Wir wenden dazu
den Ansatz aus Fan et al. (2007) an und vergleichen die Schätzung der Kovarianzmatrix
aus dem Faktormodell mit der Stichprobenkovarianzmatrix unter der Annahme, dass die
Dimension des Portfolios und die Anzahl der Faktoren mit der Stichprobengröße wach-
sen können. Als Vergleichswert betrachten wir die Konvergenzraten der beiden Schätzer
unter verschiedenen Normen. Außerdem analysieren wir unterschiedliche Annahmen an
die Faktoren des Faktormodells. Im einfachsten Fall gehen wir von unabhängig identisch
verteilten Faktoren aus. Da in der Praxis aber häufig makroökonomische oder branchen-
spezifische Daten als Faktoren genutzt werden, gehen wir zu der Annahme über, dass die
Faktoren einer stationären Zeitreihe entstammen.
Es stellt sich heraus, dass die Auswirkung dieser veränderten Annahme auf das asympto-
tische Verhalten der Kovarianzmatrixschätzer nur gering ist. In beiden Ansätzen zeigen
wir, dass der Vorteil durch die Schätzung der Kovarianzmatrix mithilfe des Faktormodells
gegenüber der Stichprobenkovarianzmatrix nur gering ist. Dahingegen kann die Inverse
der Kovarianzmatrix mithilfe des Faktormodells deutlich besser geschätzt werden als
durch Invertieren der Stichprobenkovarianzmatrix.
In Kapitel 3 untersuchen wir, wie sich diese Resultate auf Anwendungen in der Finanz-
wirtschaft auswirken. Dazu betrachten wir Ansätze der Portfolioselektion für die Kon-
struktion optimaler Portfolios und die Berechnung des Risikos bei einem vorgegebenen
Portfolio. In beiden Anwendungsgebieten wird die Kovarianzmatrix verwendet und wir
analysieren den Einfluss der Schätzung der Kovarianzmatrix in beiden Bereichen. Es
stellt sich heraus, dass besonders die Portfolioselektion von der Verwendung von Fak-
tormodellen profitiert, da dabei die Schätzung der inversen Kovarianzmatrix eingeht. Im
Risikomanagement wird hingegen die Kovarianzmatrix direkt angewendet, daher ist der
Nutzen des Faktormodells nur gering.
In Kapitel 4 führen wir mithilfe des Dreifaktormodells für Aktienrenditen aus Fama und
French (1993) eine Simulation unserer Untersuchungen mithilfe eines realen Datensatzes
durch. Dazu nutzen wir die Software R (http://www.R-project.org/).
In Kapitel 5 untersuchen wir, ob sich der Faktormodellansatz unter der Annahme von
stationären Faktoren auch für die Schätzung der Autokovarianzmatrix zu einem Zeitab-
stand h eignet. Die Resultate in diesem Abschnitt vergleichen wir dann für h = 0 mit
den Ergebnissen aus Kapitel 2 für die Kovarianzmatrix.

2

http://www.R-project.org/


1. Faktormodelle

Das Konzept der Faktormodelle wurde in Ross (1976) als neuartiger Ansatz für die Be-
wertung von Kapitalanlagen eingeführt. Insbesondere sollen sie eine Alternative zu dem
von Ross kritisierten Capital Asset Pricing Model (CAPM) darstellen.
Das CAPM, basierend auf dem Mean-Variance Ansatz von Markowitz (1952), ist ein
Modell zur Bewertung einzelner Kapitalanlagen unter den Annahmen eines Marktgleich-
gewichts, normalverteilter Wertpapierrenditen und quadratischer Nutzenfunktionen von
Investoren. Um die erwartete Rendite einer Kapitalanlage mithilfe des CAPMs zu bestim-
men, muss ein Marktportfolio bekannt sein, anhand dessen die Kapitalanlage gemessen
werden kann. Die erwartete Rendite wird als Linearkombination der risikolosen Rendite
(RF ) und der erwarteten Überschussrendite des Marktportfolios bestimmt. Letztere wird
mit dem sogenannten Betafaktor (βiM ) gewichtet, der die Schwankung der Kapitalanlage
im Vergleich zum Marktportfolio beschreibt:

E(Ri) = RF + βiM (E(RM )−RF )

βiM =
cov(Ri, RM )

var(RM )
.

Dabei bezeichne Ri die Rendite der Anlage i für i ∈ {1, . . . , p,M}, wobei der Index M
für das Marktportfolio steht.
Das von Ross neu eingeführte Konzept basiert auf einem Arbitrageargument und trägt
daher den Namen Arbitrage Pricing Theory (APT). Ein besonderer Vorteil gegenüber
dem CAPM ist, dass die Annahme des Marktgleichgewichts fallen gelassen werden kann.
Auch die Bestimmung eines Marktportfolios ist nicht mehr nötig, da die Rendite der
Kapitalanlagen durch gemeinsame Marktfaktoren approximiert wird.
Der Ausgangspunkt für die APT ist die Darstellung der Rendite einer Kapitalanlage Ri
als Linearkombination der Faktorausprägungen (fj):

Ri = ai + bif + εi,

mit einem Intercept ai, einem Störterm εi und anlagespezifischen Faktorladungen

bi = (bi1, . . . , biK), i = 1, . . . , p,

sowie dem Vektor der Faktorausprägungen

f = (f1, . . . , fK)T .

3



1. Faktormodelle

Dabei bezeichne p die Anzahl der Kapitalanlagen und K die Anzahl der gemeinsamen
Faktoren. Für den Störterm müssen die Bedingungen

E(εi|f) = 0 und

var(εi) = σ2i = σ2 <∞

gelten. Unter der Annahme der Arbitragefreiheit entwickelte Ross (1976, 1977) aus die-
ser Darstellung der Renditen einen approximativen linearen Zusammenhang zwischen
der erwarteten Überschussrendite einer Kapitalanlage und den Risikoprämien f̃j der ge-
meinsamen Faktoren:

(E(Ri)−RF ) ≈ bif̃ .

Basierend auf der APT wurden verschiedene Arten von Faktormodellen für unterschied-
liche Anwendungen entwickelt.

In dieser Arbeit nutzen wir Faktormodelle, um die Überschussrenditen eines Portfolios
durch gemeinsame Marktfaktoren zu erklären. Dazu betrachten wir für i = 1, . . . , p die
Überschussrendite Yi einer Kapitalanlage i und bezeichnen die Dimension unseres Port-
folios, also die Anzahl der Kapitalanlagen, mit p. Als Faktoren in unserem Modell dienen
uns K Überschussrenditen von gemeinsamen Marktfaktoren. Diese sollen die Überschuss-
renditen der p Kapitalanlagen erklären. Dabei ist die Wirkungsweise der Faktoren an-
lagespezifisch und wird durch Faktorladungen bij , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,K bestimmt.
Das Faktormodell für unser Portfolio besitzt dann die folgende Form

y = Bf + ε. (1.0.1)

Dabei ist

y =
(
Y1, . . . , Yp

)T ∈ Rp der Vektor der Überschussrenditen unseres Portfolios,

bi =
(
bi1, . . . , biK

)
∈ RK der Vektor der Faktorladungen für Kapitalanlage i,

B =
(
b1, . . . ,bp

)T ∈ Rp×K die Matrix aller Faktorladungen des Portfolios,

f =
(
f1, . . . , fK

)T ∈ RK der Vektor der Faktoren und

ε =
(
ε1, . . . , εp

)T ∈ Rp der Vektor der kapitalanlagespezifischen Fehlerterme.

Für diesen gilt

E(ε|f) = 0 und
cov(ε|f) = Σ0.

(1.0.2)

Weiterhin sind die Faktoren und die Fehlerterme unkorreliert, das heißt

cov(ε, f) = 0.
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1. Faktormodelle

Dies ist eine zentrale Bedingung für diese Arbeit, da sie es ermöglicht die Kovarianzmatrix
des Portfolios mithilfe der Darstellung (A.2.4) in folgende Komponenten zu zerlegen

Σ : = cov(y) = cov(Bf + ε) = cov(Bf) + cov(ε) + 2Bcov(f , ε)

= Bcov(f)BT + E(cov(ε|f)) + cov(E(ε|f)) = Bcov(f)BT + Σ0. (1.0.3)

In dieser Darstellung wird der Vorteil der Dimensionsreduktion deutlich, solange die
Anzahl der Faktoren im Vergleich zur Dimension des Portfolios klein ist. Wegen der
Symmetrie der Kovarianzmatrix sind bei direkter Schätzung p(p+1)

2 Parameter zu schät-
zen. Bei der Betrachtung des Faktormodells müssen die Einträge der p ×K Matrix der
Faktorladungen, die symmetrische K × K Kovarianzmatrix der Faktoren und die Ein-
träge der Fehlerkovarianzmatrix geschätzt werden. Häufig wird diese als diagonal (vgl.
Fan et al., 2007) oder dünn besetzte Matrix (vgl. Fan et al., 2011) angenommen, daher
reduziert sich die Anzahl der zu schätzenden Parameter deutlich.

Für die datenbasierte Anpassung eines Faktormodells benötigen wir n beobachtete Da-
ten des Portfolios, y1, . . . ,yn, die durch das Faktormodell generiert werden sollen. Häufig
unterscheidet man drei verschiedene Typen von Faktormodellen. In Tsay (2010) und Zi-
vot und Wang (2006) werden sie als makroökonomische, fundamentale und statistische
Faktormodelle beschrieben.

In makroökonomischen Faktormodellen werden neben den Portfoliodaten auch die Fak-
torausprägungen beobachtet. Dabei kann es sich beispielsweise um Aktienindizes, Zinsen,
Renditen oder andere makroökonomische Größen handeln. Die Modellanpassung erfolgt
dann meist durch eine Kleinste-Quadrate-Schätzung für die Matrix der Faktorladungen.
Die Schätzung kann für jede der p Kapitalanlagen einzeln oder als multivariate Regres-
sion für das gesamte Portfolio gleichzeitig durchgeführt werden. Da wir diesen Ansatz in
den folgenden Kapiteln verfolgen werden, verweisen wir für die Schätzung auf Kapitel 2.

In fundamentalen Faktormodellen werden beobachtbare, kapitalanlagespezifische Funda-
mentalwerte genutzt, um das Modell anzupassen. Dabei kann es sich beispielsweise um
Bilanzwerte, Wachstumswerte oder Branchenklassifikationen handeln. Innerhalb der fun-
damentalen Faktormodelle gibt es zwei verschiedene Ansätze.
Im BARRA Ansatz (vgl. Burmeister et al., 1994) werden die gewählten Fundamental-
werte genutzt, um zeitinvariante Faktorladungen zu konstruieren. Die Faktoren werden
dann durch Regression geschätzt.
Im Fama–French Ansatz wird für jeden Fundamentalwert ein Hedgeportfolio gebildet.
Die Renditen dieser Hedgeportfolios werden als Faktoren im Faktormodell genutzt, dar-
auf basierend werden analog zum makroökonomischen Faktormodell die Faktorladungen
durch Regression geschätzt. In Fama und French (1993) wird ein Modell beschrieben, das
zwei Fundamentalwerte nutzt: die Unternehmensgröße (Börsenkurs = Anzahl Aktien ∗
Aktienkurs) und das Verhältnis von Bilanzkurs zu Börsenkurs. Die Faktoren, die aus
diesen Fundamentalwerten gebildet werden, nutzen wir für die Simulation in Kapitel 4.

In statistischen Faktormodellen wird die Modellanpassung ohne zusätzlich beobachtete
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1. Faktormodelle

Daten durchgeführt. Dazu wendet man häufig eine Faktoranalyse oder eine Hauptkom-
ponentenanalyse an.
Bei der Faktoranalyse gilt die Annahme, dass die Beobachtungen y1, . . . ,yn einer or-
thogonalen Faktorstruktur folgen. Dies bedeutet, dass für i = 1, . . . , n ein Faktormodell
folgender Form gilt

yi = Bfi + εi

cov(fi, εi) = 0

E(fi) = E(εi) = 0

var(fi) = IK

var(εi) = diag(σ21, . . . , σ
2
p).

Diese Darstellung kann durch Transformation des Faktormodells (1.0.1) immer erreicht
werden, indem die Faktoren und die Matrix der Faktorladungen wie folgt transformiert
werden

f̃ = cov(f)−
1
2 f

B̃ = Bcov(f)
1
2 .

Die Faktoren und Faktorladungen sind nicht eindeutig bestimmt, da mit jeder beliebi-
gen orthogonalen Matrix M Transformationen vorgenommen werden können, sodass das
Faktormodell

yi = BMMT fi + εi

gilt. Ausgehend von der orthogonalen Faktorstruktur werden in der Faktoranalyse in
einem ersten Schritt Maximum Likelihood Schätzungen für die Faktorladungen und
die Fehlerkovarianzmatrix D unter der Annahme unabhängig identisch normalverteil-
ter Überschussrenditen durchgeführt. Basierend auf diesen Schätzungen können dann die
Faktoren durch das verallgemeinerte Kleinste-Quadrate Verfahren bestimmt werden. Da
die Darstellung wie oben beschrieben nicht eindeutig ist, kann in einem dritten Schritt
eine Transformation mithilfe einer orthogonalen Matrix vorgenommen werden, um Fak-
toren zu erhalten die sinnvoll interpretierbar sind.
Für die Hauptkomponentenanalyse betrachten wir den Vektor der Faktorüberschussren-
diten y mit der Kovarianzmatrix Σ. Das Ziel der Hauptkomponentenanalyse ist es, die
Varianz durch möglichst wenige Komponenten zu erklären. Dazu betrachten wir folgen-
des Verfahren.
Für i = 1, . . . , p betrachten wir standardisierte Gewichtsvektoren ωi ∈ Rp mit ωTi ωi = 1.
Die Hauptkomponenten xi sind Linearkombinationen der Portfolioüberschussrenditen
mit diesen Gewichtsvektoren:

xi = ωTi y.

Insbesondere gilt für die Hauptkomponenten

var(xi) = ωTi Σωi, i = 1, . . . , p und

6



1. Faktormodelle

cov(xi, xj) = ωTi Σωj , i, j = 1, . . . , p.

Die Gewichte müssen dabei so bestimmt werden, dass die Hauptkomponenten folgende
Bedingungen erfüllen:

1. Die erste Hauptkomponente x∗1 = ωT1 y wird so bestimmt, dass x∗1 = maxx1 var(x1)
unter der Bedingung ωT1 ω1 = 1 erfüllt ist.

2. Die zweite Hauptkomponente x∗2 = ωT2 y wird so bestimmt, dass x∗2 = maxx2 var(x2)
unter den Bedingungen ωT2 ω2 = 1 und cov(x1, x2) = 0 erfüllt ist.

3. Analog wird die i-te Hauptkomponente x∗i = ωTi y so bestimmt, dass
x∗i = maxxi var(xi) unter den Bedingungen ωTi ωi = 1 und cov(xi, xj) = 0 für
j = 1, . . . , i− 1 erfüllt ist.

Da die Kovarianzmatrix positiv semidefinit ist, können die Hauptkomponenten durch
Spektralzerlegung der Kovarianzmatrix berechnet werden. Wir betrachten die Eigenwer-
te λ1, . . . , λp der Kovarianzmatrix, sodass λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp ≥ 0 gilt. Die zugehörigen
normierten Eigenvektoren bezeichnen wir mit v1, . . . ,vp. Sie dienen uns bei der Berech-
nung der Hauptkomponenten als Gewichtsvektoren. Dann gilt

xi = vTi y,

var(xi) = vTi Σvi = λi

und wegen der Orthogonalität der Eigenwerte von symmetrischen Matrizen

cov(xi, xj) = vTi Σvj = 0 für i 6= j.

Durch diesen Ansatz sind also alle Bedingungen für die Bestimmung der Hauptkompo-
nenten erfüllt.
In unserem Faktormodell nutzen wir die Hauptkomponentenanalyse, indem wir das oben
beschriebene Verfahren auf die empirische Kovarianzmatrix der y1, . . . ,yn anwenden. Die
ersten K Hauptkomponenten dienen uns dann als Faktoren. Die Faktorladungen können
wir basierend auf diesen geschätzten Faktoren wieder durch Regression berechnen.

Ein Vorteil der angenommenen Faktorstruktur ist, dass die mitunter hochdimensiona-
len Probleme durch ein niedrigdimensionales Faktormodell gelöst werden können. Diesen
Ansatz nutzen auch Fan et al. (2007) für die Schätzung von Kovarianzmatrizen. Wir
wollen ihren Ansatz im folgenden Kapitel darstellen.
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2. Kovarianzmatrixschätzung in
Faktormodellen

In diesem Kapitel nutzen wir die Theorie der Faktormodelle aus Kapitel 1, um die Ko-
varianzmatrix eines Portfolios zu schätzen. Dafür wenden wir den Ansatz von Fan et al.
(2007) und Fan et al. (2011) an und leiten das asymptotische Verhalten der Schätzer unter
unterschiedlichen Annahmen an die beobachtete Stichprobe her. Insbesondere betrachten
wir das Szenario, in dem die Dimension des Portfolios p mit wachsender Stichprobengrö-
ße n gegen unendlich geht und auch die Anzahl der beobachteten Faktoren K wachsen
kann.
Unter verschiedenen Voraussetzungen an die Faktoren der beobachteten Stichprobe ver-
gleichen wir das asymptotische Verhalten der aus dem Faktormodell hervorgehenden
Schätzung der Kovarianzmatrix nach (1.0.3) mit der Stichprobenkovarianzmatrix.

2.1. Schätzung der Komponenten des Faktormodells

Für die Schätzung der Kovarianzmatrix betrachten wir eine Stichprobe vom Umfang n
mit Beobachtungen der Portfolioüberschussrenditen und der Faktoren

(y1, f1), . . . , (yn, fn).

Für diese Stichprobe formulieren wir das Faktormodell (1.0.1) mit folgender Notation

X = (f1, . . . , fn) ∈ RK×n

Y = (y1, . . . ,yn) ∈ Rp×n

E = (ε1, . . . , εn) ∈ Rp×n.

Das Faktormodell (1.0.1) gilt dann in der Form

Y = BnX + E, (2.1.1)

dabei handelt es sich, wie oben schon angedeutet, um Matrizen:Y11 . . . Y1n
...

. . .
...

Yp1 . . . Ypn

 =

b11 . . . b1K
...

. . .
...

bp1 . . . bpK


 f11 . . . f1n

...
. . .

...
fK1 . . . fKn

+

ε11 . . . ε1n
...

. . .
...

εp1 . . . εpn

 .

Wir betrachten die Anzahl der Faktoren K und die Dimension des Portfolios p in Ab-
hängigkeit von n. Um diese Abhängigkeit bei der Matrix der Faktorladungen B zu ver-
deutlichen, nutzen wir den Index n und setzen bij := bn,ij .
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2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Wir bestimmen mithilfe der Stichprobe einen Schätzer für die Kovarianzmatrix Σn, in-
dem wir in (1.0.3) die Schätzer der einzelnen Matrizen einsetzen.

Σ̂n = B̂n ˆcov(f)B̂T
n + Σ̂0. (2.1.2)

Der Kovarianzmatrixschätzer setzt sich zusammen aus der Stichprobenkovarianzmatrix
der Faktoren in der Darstellung von Lemma A.1.1,

ˆcov(f) =
1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT , (2.1.3)

der empirischen Fehlervarianz

Σ̂0 = diag
( 1

n
ÊÊT

)
,

wobei

Ê = Y − B̂nX = Y(In −H)

die Matrix der Residuen ist und dem Kleinste Quadrate Schätzer für die Matrix der
Faktorladungen

B̂n = YXT (XXT )−1, (2.1.4)

der sich durch Minimieren des Ausdrucks ‖Y −BnX‖2 berechnen lässt.
Dabei ist H die symmetrisch positiv definite n× n Hutmatrix aus dem linearen Modell

H = XT (XXT )−1X. (2.1.5)

Eine weitere Möglichkeit die Kovarianzmatrix zu schätzen, ist die Stichprobenkovarianz-
matrix. Sie bietet die Möglichkeit einer Schätzung ohne Anwendung des Faktormodells.
Wir nutzen dazu die Darstellung aus Lemma A.1.1

Σ̂sam =
1

n− 1
YYT − 1

n(n− 1)
Y11TYT . (2.1.6)

Der Nachteil der Stichprobenkovarianzmatrix ist, dass sie für das hochdimensionale Sze-
nario mit p > n singulär ist.

2.2. Annahmen und Notation

In den verschiedenen Szenarien, die wir in diesem Kapitel betrachten, sollen einige ge-
meinsame Annahmen gelten, die wir nun diskutieren.

9



2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Annahme 1 Bei gegebenen Faktoren f gilt für den Erwartungswert und die Kovari-
anzmatrix der Fehlerterme die Aussage (1.0.2). Die Fehler sind unkorreliert und ihre
Kovarianzmatrix hat Diagonalstruktur

cov(ε|f) = Σ0 = diag(σ21, . . . , σ
2
p).

Diese Annahme ist in Faktormodellen üblich, wenngleich sie eine starke Einschränkung
an die Fehler darstellt.

Annahme 2 Die vierten Momente der Fehler und Faktoren sind gleichmäßig beschränkt:
max1≤i≤K E(f4i ) = O(1) und max1≤i≤pE(ε4i ) = O(1).

Die Annahme an die vierten Momente der Fehler und Faktoren wird genutzt, um die
Konvergenzraten der jeweiligen Stichprobenkovarianzmatrizen herzuleiten. Für die Über-
schussrenditen des Portfolios gilt diese Annahme nicht automatisch, da dafür auch An-
nahmen an die Faktorladungen nötig wären.
Mit der Annahme an die vierten Momente der Faktoren gilt mit der Cauchy–Schwarz-
Ungleichung für i = 1, . . . ,K und eine Konstante C > 0:

E(f2i ) ≤ [E(f4i )]
1
2 ≤

[
max
1≤i≤K

E(f4i )
] 1

2 ≤ C
1
2 .

Demnach sind auch die zweiten Momente der Faktoren gleichmäßig beschränkt.
Dieses Resultat folgt analog auch für die zweiten Momente der Fehler.

Annahme 3 Es existiert ein c1 > 0, sodass für den kleinsten Eigenwert der Kovarianz-
matrix der Faktoren λK(cov(f)) ≥ c1 für alle n gilt.

Annahme 4 Es existiert ein c2 > 0, sodass für den kleinsten Eigenwert der Kovarianz-
matrix der Fehler λp(Σ0) ≥ c2 für alle n gilt.

Diese Annahmen werden benötigt, um die Invertierbarkeit der beiden Kovarianzmatrizen
sicher zu stellen und die Konvergenzraten der inversen Kovarianzmatrix des Portfolios
herzuleiten.

Annahme 5 Es gilt E(‖y‖2) = O(p).

Obwohl wir die Überschussrenditen der Portfoliopositionen mithilfe der Faktoren und der
Faktorladungen durch das Faktormodell erklären, treffen wir diese Annahme um damit
die Ordnung der Frobeniusnorm für die Matrix der Faktorladungen herzuleiten. Dazu
nutzen wir die Annahme 3, dann gilt mit (B.4.1)

c1IK ≤ cov(f). (2.2.1)

Mit der Faktormodelldarstellung der Kovarianzmatrix nach (1.0.3) folgt dann:

Σn = Bncov(f)BT
n + Σ0 ≥ Bncov(f)BT

n ≥ Bnc1IKBT
n = c1BnB

T
n

10



2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

und mit

tr{Σn} =

p∑
i=1

var(Yi) =

p∑
i=1

E(Y 2
i )− E(Yi)

2 ≤
p∑
i=1

E(Y 2
i ) = E(‖y‖2) (2.2.2)

folgt mithilfe von E(‖y‖2) = O(p) daher

‖Bn‖2 = tr{BnB
T
n} ≤

(B.1.9)

1

c1
tr{Σn} ≤

1

c1
E(‖y‖2) = O(p)

und damit insbesondere
‖Bn‖ = O(p

1
2 ). (2.2.3)

Umgekehrt ist es nicht möglich, die Ordnung der Frobeniusnorm für die Matrix der
Faktorladungen als Annahme zu formulieren und daraus mithilfe der übrigen getroffenen
Annahmen die Aussage von Annahme 5 herzuleiten. Ein Grund dafür ist, dass für die
Umkehrung die Aussage (2.2.1) durch die analoge Aussage für den größten Eigenwert
cov(f) ≤ λ1(cov(f))IK ersetzt werden müsste. Dazu wäre eine zusätzliche Annahme an
die Spektralnorm der Kovarianzmatrix der Faktoren nötig. Da zusätzlich die Abschätzung
aus (2.2.2) nicht umgekehrt werden kann, könnte damit ohnehin nur eine Aussage für die
zentrierten Momente der Überschussrenditen getroffen werden.
Alternativ ist es möglich, folgende direkte Abschätzung vorzunehmen

E(‖y‖2) = E(‖Bnf + ε‖2) ≤ E(‖Bnf‖2) + E(‖ε‖2),

da der zweite Summand nach Annahme 2 von der Größenordnung O(p) ist, schätzen wir
nur den ersten Summanden mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung und Annahme 2
ab.

E(‖y‖2) ≤ E(

p∑
i=1

|
K∑
j=1

bijfj |2) ≤ E(

p∑
i=1

(
K∑
j=1

|bijfj |)2) = E(

p∑
i=1

K∑
j=1

K∑
l=1

|bij ||bil|E(|fjfl|))

≤
p∑
i=1

K∑
j=1

K∑
l=1

|bij ||bil|
√
E(|fj |2)E(|fl|2) ≤ C

p∑
i=1

(
K∑
j=1

|bij |)2 = C

p∑
i=1

‖bi‖21.

Durch eine zusätzliche Annahme max1≤i≤p ‖bi‖21 = O(1) könnte dann mit (B.2.7) die
Ordnung der Frobenuisnorm der Matrix der Faktorladungen und Annahme 5 hergeleitet
werden.

Annahme 6 Die Verteilung der Faktoren f ist stetig und die Anzahl der Faktoren ist
kleiner als die Dimension und die Stichprobengröße: K < p und K < n.

Diese Annahme wird benötigt, damit die Matrix XXT für n ≥ K fast sicher invertierbar
ist. Die Annahme an die Anzahl der Faktoren ist sinnvoll, da das Faktormodell genutzt
werden soll, um die Dimension des betrachteten Problems zu reduzieren.
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2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Annahme 7 Die Faktoren f1, . . . , fK sind über n fest gewählt. Es existiert eine sym-
metrisch positiv definite Matrix A, deren kleinster Eigenwert von Null weg beschränkt
ist, für die gilt

1

p
BT
nBn −→ A, n→∞.

Diese Annahme benötigen wir für die Herleitung der Konvergenzrate der inversen Kova-
rianzmatrix des Portfolios.

Für den Vergleich der beiden Kovarianzmatrixschätzer (2.1.2) und (2.1.6) nutzen wir die
Frobeniusnorm ‖ · ‖ und die Spektralnorm ‖ · ‖S . Für die Definition und Eigenschaften
dieser Normen verweisen wir auf den Anhang B. Zusätzlich definieren wir eine weitere
Norm, unter der die Faktorstruktur besser berücksichtigt wird.

Definition 2.2.1 Sei Σn eine Folge von positiv definiten Kovarianzmatrizen der Dimen-
sion pn × pn. Für eine Matrix A der Dimension pn × pn definieren wir folgende Norm:

‖A‖Σn =
1
√
pn
‖Σ−

1
2

n AΣ
− 1

2
n ‖. (2.2.4)

Die Definition dieser Norm impliziert folgende Verlustfunktion für symmetrische p × p
Matrizen

L(Σ̂,Σ) =
√
p‖Σ̂−Σ‖Σ =

√
p
√
p
‖Σ−

1
2 (Σ̂−Σ)Σ−

1
2 ‖

= ‖Σ−
1
2 Σ̂Σ−

1
2 −Σ−

1
2 ΣΣ−

1
2 ‖ =

[
tr{[Σ−

1
2 Σ̂Σ−

1
2 −Σ−

1
2 ΣΣ−

1
2 ]2}

] 1
2

=
[
tr{Σ−

1
2 Σ̂Σ−

1
2 Σ−

1
2 Σ̂Σ−

1
2 − 2Σ−

1
2 Σ̂Σ−

1
2 + Ip}

] 1
2

=
[
tr{(Σ̂Σ−1)2 − 2Σ̂Σ−1 + Ip}

] 1
2

=
[
tr{[Σ̂Σ−1 − Ip]

2}
] 1
2 .

Diese ist angelehnt an die Verlustfunktion, die James und Stein (1961) definieren

L(Σ̂,Σ) = tr{Σ̂Σ−1} − log(det(Σ̂Σ−1))− p.

Insbesondere gilt für eine Matrix A ∈ Rn×n folgende Beziehung zwischen der Norm ‖ ·‖Σ
und der Spektralnorm:

‖A‖2Σ =
1

n
‖Σ−

1
2 AΣ−

1
2 ‖2 =

1

n
tr{Σ−

1
2 AΣ−

1
2 Σ−

1
2 ATΣ−

1
2 } =

1

n
tr{Σ−1AΣ−1AT }

≤
(B.2.3)

1

n
‖Σ−1A‖‖Σ−1AT ‖ ≤

(B.2.5)

1

n
‖Σ−1‖S‖A‖‖Σ−1‖S‖AT ‖

=
1

n
‖Σ−1‖2S‖A‖2. (2.2.5)
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2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Aus den oben getroffenen Annahmen können wir direkt die Ordnung der Spektralnormen
einiger Matrizen in unserem Faktormodell bestimmen. Für die Inverse der Kovarianzma-
trix der Faktoren gilt nach Annahme 3

‖cov(f)−1‖S = O(1). (2.2.6)

Außerdem gilt nach Annahme 4 für die Inverse der Fehlerkovarianzmatrix

‖Σ−10 ‖S = O(1). (2.2.7)

Daraus können wir auch die Spektralnorm der Inversen der Kovarianzmatrix Σn bestim-
men. Mit der Darstellung des Faktormodells (1.0.3) gilt

Σn = Bncov(f)BT
n + Σ0 ≥ Σ0,

also gilt insbesondere

Σ−1n = (Bncov(f)BT
n + Σ0)

−1 ≤ Σ−10 .

Wegen (B.4.2) folgt dann auch

‖Σ−1n ‖S ≤ ‖Σ−10 ‖S = O(1). (2.2.8)

Bevor wir mit den Abschätzungen der Schätzfehler unter unterschiedlichen Annahmen
an die Stichprobe beginnen, führen wir Notationen für die Schätzfehler der einzelnen
Komponenten des Faktormodells ein. Der Schätzfehler für die p×K Matrix der Faktor-
ladungen Bn lässt sich schreiben als

Cn := EXT (XXT )−1 = B̂n −Bn. (2.2.9)

Der Schätzfehler der K ×K Kovarianzmatrix der Faktoren besitzt die Darstellung

Dn :=
1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT − cov(f) = ˆcov(f)− cov(f). (2.2.10)

Der Schätzfehler der p × p Kovarianzmatrix der Fehlerterme besitzt unter Berücksichti-
gung des Faktormodells folgende Struktur

Fn := Ip ◦
1

n
E(In −H)ET −Σ0 = Σ̂0 −Σ0. (2.2.11)

Wird die Faktorstruktur nicht berücksichtigt, so nutzen wir die Stichprobenkovarianz-
matrix nach Lemma A.1.1 für die Definition des Schätzfehlers der Kovarianzmatrix der
Fehlerterme

Gn :=
1

n− 1
EET − 1

n(n− 1)
E11TET −Σ0. (2.2.12)

Mithilfe dieser Notationen formulieren wir folgendes Lemma
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2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Lemma 2.2.2 Die Darstellung des Kovarianzmatrixschätzers aus dem Faktormodell (2.1.2)
lässt sich in die folgenden Summanden zerlegen:

Σ̂n = Σn + BnDnB
T
n + [Cn ˆcov(f)BT

n + Bn ˆcov(f)CT
n ] + Cn ˆcov(f)CT

n + Fn. (2.2.13)

Für die Stichprobenkovarianzmatrix nach (2.1.6) erhalten wir analog folgende Darstel-
lung:

Σ̂sam = Σn + BnDnB
T
n + Gn +

1

n− 1
(BnXET + EXTBT

n )

− 1

n(n− 1)
(BnX11TET + E11TXTBT

n ).
(2.2.14)

Beweis. Durch Einsetzen der Faktormodelldarstellung für die Kovarianzmatrix (2.1.2)
und (2.2.11), sowie (2.2.9) gilt

Σ̂n = B̂n ˆcov(f)B̂T
n + Σ̂0 = (Bn + Cn) ˆcov(f)(Bn + Cn)T + Σ0 + Fn

= Bn ˆcov(f)BT
n + Bn ˆcov(f)CT

n + Cn ˆcov(f)BT
n + Cn ˆcov(f)CT

n + Σ0 + Fn

=
(2.2.10)

Bncov(f)BT
n + Σ0 + BnDnB

T
n + Bn ˆcov(f)CT

n + Cn ˆcov(f)BT
n

+ Cn ˆcov(f)CT
n + Fn

=
(1.0.3)

Σn + BnDnB
T
n + [Cn ˆcov(f)BT

n + Bn ˆcov(f)CT
n ] + Cn ˆcov(f)CT

n + Fn.

Für die Stichprobenkovarianzmatrix gilt in der Darstellung von (2.1.6)

Σ̂sam =
1

n− 1
YYT − 1

n(n− 1)
Y11TYT

=
(2.1.1)

1

n− 1
(BnX + E)(XTBT

n + ET )− 1

n(n− 1)
(BnX + E)11T (XTBT

n + ET )

=
1

n− 1
(BnXXTBT

n + BnXET + EXTBT
n + EET )

− 1

n(n− 1)
(BnX11TXTBT

n + BnX11TET + E11TXTBT
n + E11TET )

=
1

n− 1
BnXXTBT

n −
1

n(n− 1)
BnX11TXTBT

n +
1

n− 1
(BnXET + EXTBT

n )

+
1

n− 1
EET − 1

n(n− 1)
E11TET − 1

n(n− 1)
(BnX11TET + E11TXTBT

n ).

Einsetzen von (2.2.10) und (2.2.12) liefert

Σ̂sam = BnDnB
T
n + Bncov(f)BT

n + Σ0 +
1

n− 1
(BnXET + EXTBT

n ) + Gn

14



2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

− 1

n(n− 1)
(BnX11TET + E11TXTBT

n )

=
(1.0.3)

Σn + BnDnB
T
n + Gn +

1

n− 1
(BnXET + EXTBT

n )

− 1

n(n− 1)
(BnX11TET + E11TXTBT

n ).

Diese Darstellungen sind besonders nützlich für die Behandlung der Schätzfehler, da sie
die Kovarianzmatrix Σn enthalten. Es genügt also die Konvergenzraten der jeweils vier
anderen Summanden zu bestimmen und die jeweils dominierende Rate zu identifizieren,
um den Schätzfehler zu quantifizieren.
Hier wird deutlich, dass wir auch für die Herleitung der Konvergenzraten für die Stich-
probenkovarianzmatrix die Faktorstruktur anwenden, da dadurch die Beweise vereinfacht
werden.

Für die Betrachtung der Inversen der Kovarianzmatrix im Faktormodell nutzen wir die
Sherman–Morrison–Woodbury Formel nach (B.3.1). Diese wenden wir auf (1.0.3) und
(2.1.2) an:

Σ−1n = Σ−10 −Σ−10 Bn[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1BT

nΣ−10 , (2.2.15)

Σ̂−1n = Σ̂−10 − Σ̂−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂nΣ̂
−1
0 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 . (2.2.16)

Bei der Behandlung des Schätzfehlers subtrahieren wir diese beiden Darstellungen vonein-
ander und ordnen um, um das Problem für die Bestimmung der Konvergenzrate wieder in
kleinere Teilprobleme zu zerlegen. Die Details dazu folgen an gegebener Stelle im Beweis.

2.3. Unabhängige Faktoren

Wir beginnen nun mit der Herleitung der Konvergenzraten für die Kovarianzmatrixschät-
zer unter den verschiedenen Normen. In diesem Abschnitt betrachten wir den einfachsten
Fall der Schätzung und treffen zusätzlich zu den Annahmen 1 bis 7 folgende Annahme

Annahme 8 Die betrachtete Stichprobe (y1, f1), . . . , (yn, fn) ist unabhängig identisch
verteilt.

Wir wollen nun das asymptotische Verhalten des Kovarianzmatrixschätzers aus dem Fak-
tormodell und der Stichprobenkovarianzmatrix vergleichen, der Ansatz basiert auf der
Arbeit von Fan et al. (2007). Dazu nutzen wir die Darstellungen (2.2.13) und (2.2.14).
Die Beweise werden mithilfe von Abschätzungen der einzelnen Komponenten dieser Dar-
stellungen hergeleitet, die wir ausführlich in Anhang C behandeln werden.
Zunächst betrachten wir die Konvergenz der Schätzer (2.1.2) und (2.1.6) unter der Fro-
beniusnorm.
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Satz 2.3.1 Konvergenzraten unter der Frobeniusnorm
Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten für die Kovarianzmatrixschätzung im Faktor-
modell und die Stichprobenkovarianzmatrix folgende Konvergenzraten:

E(‖Σ̂n −Σn‖2) = O(n−1p2K2) (2.3.1)

und

E(‖Σ̂sam −Σn‖2) = O(n−1p2K2). (2.3.2)

Beweis. Für den Beweis nutzen wir die Darstellung des Schätzers aus dem Faktormodell
aus (2.2.13) und wenden dann die Dreiecksungleichung an, um die Resultate der Lemmata
C.0.3, C.0.6, C.0.4 und C.0.9 nutzen zu können. Damit erhalten wir

E(‖Σ̂n −Σn‖2) = E(‖BnDnB
T
n + [Bn ˆcov(f)CT

n + Cn ˆcov(f)BT
n ] + Cn ˆcov(f)CT

n + Fn‖2)
≤ 4
(
E(‖BnDnB

T
n‖2) + E(‖Bn ˆcov(f)CT

n + Cn ˆcov(f)BT
n‖2) + E(‖Cn ˆcov(f)CT

n‖2)
+ E(‖Fn‖2)

)
= O(n−1p2K2) +O(n−1p2K) +O(n−2p2K) +O(n−1p) +O(n−2pK2)

= O(n−1p2K2),

da die Rate des ersten Summanden dominiert.
Die Argumentation für die Stichprobenkovarianzmatrix erfolgt analog. Mithilfe der Dar-
stellung (2.2.14) und der Dreiecksungleichung erhalten wir

E(‖Σ̂sam −Σn‖2) = E(‖BnDnB
T
n + Gn +

1

n− 1
(BnXET + EXTBT

n )

− 1

n(n− 1)
(BnX11TET + E11TXTBT

n )‖2)

≤ 4
(
E(‖BnDnB

T
n‖2) + E(‖Gn‖2) +

1

(n− 1)2
E(‖BnXET ‖2)

+
1

n2(n− 1)2
E(‖BnX11TET ‖2)

)
.

Aus den Konvergenzraten der Lemmata C.0.3, C.0.10, C.0.7 und C.0.8 folgt

E(‖Σ̂sam −Σn‖2) = O(n−1p2K2) +O(n−1p2) +O(n−1p2K) +O(n−1p2K)

= O(n−1p2K2),

da auch hier die Rate des ersten Summanden dominiert.

Wir bemerken, dass bei beiden Schätzern die Rate dominiert, die aus der Schätzung
der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren resultiert und die Dimension des Portfo-
lios durch die Matrix der Faktorladungen eingeht. In der Frobeniusnorm ist daher kein
Vorteil durch die Schätzung der Kovarianzmatrix mithilfe des Faktormodells erkennbar

16



2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

und beide Schätzer sind nur konsistent, falls die Dimension deutlich kleiner als die Stich-
probengröße ist (p2 < n). In unserem hochdimensionalen Szenario ist die Betrachtung
der Frobeniusnorm daher eher ungeeignet.
Wir stellen weiterhin fest, dass wir für die Stichprobenkovarianzmatrix eine schlechtere
Rate erhalten, als im allgemeinen Beweis von Lemma A.1.2. Die Ursache hierfür ist, dass
wir für die Wertpapierüberschussrenditen Yi, i = 1, . . . , p keine Annahme über gleich-
mäßig beschränkte vierte Momente treffen. Eine solche Annahme würde in Annahme 5
stärkere Einschränkungen an die Matrix der Faktorladungen erfordern.

Wir untersuchen nun das Konvergenzverhalten der beiden Kovarianzmatrixschätzer unter
der in Definition 2.2.1 eingeführten Norm. Unsere Ergebnisse über die Stichprobenkova-
rianzmatrix weichen von denen in Fan et al. (2007) ab, da wir durch die Anwendung der
Spektralnorm wie in Fan et al. (2011) eine verbesserte Abschätzung einiger Konvergenz-
raten erreichen.

Satz 2.3.2 Konvergenzraten unter der Norm ‖ · ‖Σn

Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten für die Schätzung der Kovarianzmatrix aus dem
Faktormodell und die Stichprobenkovarianzmatrix folgende Aussagen:

E(‖Σ̂n −Σn‖2Σn
) = O(n−1K) +O(n−2pK) (2.3.3)

und

E(‖Σ̂sam −Σn‖2Σn
) = O(n−1p). (2.3.4)

Beweis. Wir betrachten die Konvergenzrate des ersten Ausdrucks. Wegen der Darstellung
des Kovarianzmatrixschätzers nach (2.2.13) erhalten wir mithilfe der Dreiecksungleichung
und den Resultaten der Lemmata C.0.3, C.0.6, C.0.4 und C.0.9 folgende Abschätzung

E(‖Σ̂n −Σn‖2Σn
)

= E(‖BnDnB
T
n + [Bn ˆcov(f)CT

n + Cn ˆcov(f)BT
n ] + Cn ˆcov(f)CT

n + Fn‖2Σn
)

≤ 4
(
E(‖BnDnB

T
n‖2Σn

) + E(‖Bn ˆcov(f)CT
n + Cn ˆcov(f)BT

n‖2Σn
)

+ E(‖Cn ˆcov(f)CT
n‖2Σn

) + E(‖Fn‖2Σn
)
)

= O(n−1p−1K2) +O(n−1K) +O(n−2pK) +O(n−1) +O(n−2K2).

Da nach Annahme 6 die Dimension größer ist als die Anzahl der Faktoren (p ≥ K),
dominieren die Raten des zweiten und des dritten Summanden und wir erhalten als
Resultat

E(‖Σ̂n −Σn‖2Σn
) = O(n−1K) +O(n−2pK).

Für die Abschätzungen der beiden dominierenden Summanden betrachten wir nicht die
Raten der einzelnen Faktoren, sondern das Produkt der Komponenten, da sich der Aus-
druck dadurch jeweils vereinfacht. Die Details über die Herkunft der Raten sind in Lemma
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2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

C.0.6 bzw. Lemma C.0.4 nachzulesen.

Für die Stichprobenkovarianzmatrix gilt nach (2.2.14) und mit der Dreiecksungleichung
die Darstellung

E(‖Σ̂sam −Σn‖2Σn
) = E(‖BnDnB

T
n + Gn +

1

n− 1
(BnXET + EXTBT

n )

− 1

n(n− 1)
(BnX11TET + E11TXTBT

n )‖2Σn
)

≤ 4
(
E(‖BnDnB

T
n‖2Σn

) + E(‖Gn‖2Σn
) +

1

(n− 1)2
E(‖BnXET + EXTBT

n‖2Σn
)

+
1

n2(n− 1)2
E(‖BnX11TET + E11TXTBT

n‖2Σn
)
)
.

Aus den Lemmata C.0.3 und C.0.10 und Korollaren C.0.7 und C.0.8 folgt

E(‖Σ̂sam −Σn‖2Σn
) = O(n−1p−1K2) +O(n−1p) +O(n−1K) +O(n−1K)

= O(n−1p),

da nach Annahme 6 gilt, dass K ≤ p und daher die Rate des zweiten Summanden domi-
niert.
Diese finale Rate stammt aus der Konvergenzrate des Schätzfehlers der Fehlerkovarianz-
matrix und lässt sich mit Annahme 2 über die gleichmäßig beschränkten vierten Momente
der Fehler herleiten (vgl. Lemma A.1.1).

Bemerkung 2.3.3 Für den Vergleich betrachten wir die Raten der stochastischen Kon-
vergenz, die aus der Konvergenz im quadratischen Mittel im Satz folgen. Dazu analysieren
wir die Anzahl der Faktoren und die Dimension in Abhängigkeit von der Stichproben-
größe. Wir setzen K = O(nα1) und p = O(nα) für α, α1 ≥ 0. Dann definieren wir
β = min{1− α1, 2− α− α1}, sodass wir mit (2.3.3) schreiben können

‖Σ̂n −Σn‖Σn = OP (n−β/2)

und β1 = 1− α ist. Daher können wir mithilfe von (2.3.4) die Darstellung

‖Σ̂sam −Σn‖Σn = OP (n−β1/2)

wählen. Da nach Annahme 6 gilt, dass K ≤ p, ist auch α1 ≤ α.
Solange α ≤ 1 gilt, die Dimension also höchstens in der gleichen Größenordnung wächst
wie die Stichprobengröße, erhalten wir β = 1 − α1. Nach Annahme gilt immer α1 ≤ α,
daher hat der Schätzer aus dem Faktormodell unter diesen Bedingungen eine bessere
Konvergenzrate als die Stichprobenkovarianzmatrix.
Für Werte α > 1, wenn also die Dimension schneller wächst als die Stichprobengröße,
erhalten wir β = 2− α− α1. Dann hat der Schätzer aus dem Faktormodell immer dann
eine bessere Konvergenzrate als die Stichprobenkovarianzmatrix, wenn α1 < 1 gilt. Die
Konvergenzrate der Stichprobenkovarianzmatrix ist also nur dann besser als die Rate des
Schätzers aus dem Faktormodell, wenn α > 1 und α1 > 1 gelten. In dieser Situation ist
aber β1 < 0, das heißt der Schätzer ist nicht mehr konsistent.

18



2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Zuletzt vergleichen wir die Konvergenzraten der Inversen der Kovarianzmatrixschätzer.

Satz 2.3.4 Konvergenzraten der Inversen unter der Frobeniusnorm
Unter den Annahmen 1 - 8 gilt für die Inverse des Kovarianzmatrixschätzers aus dem
Faktormodell folgende Konvergenzrate

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 pK

3
2 ) (2.3.5)

und falls p
3
2K = o(n

1
2 ), so gilt für die Inverse der Stichprobenkovarianzmatrix die Kon-

vergenzrate

‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 p2K). (2.3.6)

Beweis. Für den Beweis von (2.3.5) betrachten wir die Darstellungen der Inversen nach
(2.2.15) und (2.2.16)

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = ‖Σ̂−10 − Σ̂−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10

−Σ−10 + Σ−10 Bn[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1BT

nΣ−10 ‖.

Mithilfe von Nulladditionen teilen wir diese Gleichung in sechs Terme auf, die wir in
Lemma C.0.12 bis Lemma C.0.15 abschätzen.

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = ‖Σ̂−10 −Σ−10 − Σ̂−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10

+ Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 −Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10

+ Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10 −Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10

+ Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10 −Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10

+ Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1BT

nΣ−10 −Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1BT

nΣ−10

+ Σ−10 Bn[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1BT

nΣ−10 ‖
= ‖Σ̂−10 −Σ−10 − (Σ̂−10 −Σ−10 )B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂−10

−Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n (Σ̂−10 −Σ−10 )

−Σ−10 (B̂n −Bn)[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10

−Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1(B̂T

n −BT
n )Σ−10

−Σ−10 Bn{[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1}BT
nΣ−10 ‖

≤ ‖Σ̂−10 −Σ−10 ‖+ ‖(Σ̂−10 −Σ−10 )B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 ‖ (2.3.7)

+ ‖Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n (Σ̂−10 −Σ−10 )‖
+ ‖Σ−10 (B̂n −Bn)[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
nΣ−10 ‖

+ ‖Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1(B̂T

n −BT
n )Σ−10 ‖

+ ‖Σ−10 Bn{[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1}BT
nΣ−10 ‖.
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Aus den Lemmata C.0.12, C.0.13, C.0.14 und C.0.15 erhalten wir für diese Summanden
die Konvergenzraten

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = (OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K)) + (OP (n−

1
2 p) +OP (n−1pK))

+ (OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K)) +OP (n−

1
2 pK

3
2 ) +OP (n−

1
2 pK

3
2 )

+OP (n−
1
2 p

1
2K

1
2 )

= OP (n−
1
2 pK

3
2 ).

Die finale Rate stammt im Wesentlichen aus der Schätzung der Matrix der Faktorladun-
gen und der Kovarianzmatrix der Faktoren, vgl. Lemma C.0.14.
Für den Beweis der zweiten Aussage (2.3.6) nutzen wir eine andere Beweistechnik und
leiten die Rate aus dem Resultat von Satz 2.3.1 her. Wir betrachten (B.3.3) mit A1 := Σn

und A2 := Σ̂sam − Σn. Dann gilt A1 + A2 = Σ̂sam und für ‖Σ−1n ‖‖Σ̂sam − Σn‖ < 1
folgt die Ungleichung

‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ ≤
‖Σ−1n ‖2‖Σ̂sam −Σn‖

1− ‖Σ−1n (Σ̂sam −Σn)‖
.

Mit (B.2.3) folgt weiter

‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ ≤
‖Σ−1n ‖2‖Σ̂sam −Σn‖

1− ‖Σ−1n ‖‖Σ̂sam −Σn‖
. (2.3.8)

Mithilfe der Darstellung (2.1.2) gilt

Σn = Σ0 + Bncov(f)BT
n ≥ Σ0,

daraus folgt

Σ−1n = [Σ0 + Bncov(f)BT
n ]−1 ≤ Σ−10 .

Mit (B.1.9) und Annahme 4 folgt

tr{Σ−1n } = tr{[Σ0 + Bncov(f)BT
n ]−1} ≤ tr{Σ−10 } = O(p),

also insbesondere

‖Σ−1n ‖ = tr{Σ−1n Σ−1n }
1
2 ≤ tr{Σ−20 }

1
2 = O(p

1
2 ). (2.3.9)

Aus diesem Resultat und der Aussage von Satz 2.3.1 folgt für den Nenner der rechten
Seite in (2.3.8):

‖Σ−1n ‖‖Σ̂sam −Σn‖ = OP (n−
1
2 p

3
2K)
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und mit der Annahme p
3
2K = o(n

1
2 ) konvergiert der Nenner stochstisch gegen 1. Für den

Zähler gilt

‖Σ−1n ‖2‖Σ̂sam −Σn‖ = OP (n−
1
2 p2K)

und damit folgt die Aussage (2.3.6).

Wir bemerken, dass die Schätzung aus dem Faktormodell bei der Betrachung der inversen
Matrizen einen deutlichen Vorteil gegenüber der Stichprobenkovarianzmatrix hat. Solan-
ge wir eine kleine Anzahl von Faktoren im Vergleich zur Dimension betrachten, erhalten
wir in beiden Fällen konsistente Schätzungen. In Kapitel 3 werden wir sehen, dass dieses
Ergebnis sich auch auf Anwendungsfälle innerhalb der Portfolioselektion auswirkt.

2.4. Stationäre Faktoren

Die in Abschnitt 2.3 getroffene Annahme, dass die Faktoren unabhängig identisch verteilt
sind, stellt eine starke Vereinfachung dar. Da für die Faktoren häufig Zeitreihen makro-
ökonomischer Größen genutzt werden, muss diese Annahme fallen gelassen werden, damit
die Abhängigkeitsstruktur der Zeitreihe abgebildet werden kann. Diesen Ansatz verfolgen
Fan et al. (2011). Wir wenden ihn nun an, um einen Vergleich zu den Resultaten aus
Abschnitt 2.3 anzustellen. Trotz der Abhängigkeitsstruktur in den Faktoren betrachten
wir in dieser Arbeit nur die Schätzung der unbedingten Kovarianzmatrix.
Für die Herleitung von Konvergenzraten unter der Betrachtung von Zeitreihen sind wei-
tere Annahmen nötig.

Annahme 9 Die Zeitreihe der Faktoren {ft}t≥1 ist stationär und ergodisch. Die Fehler
(ε1, . . . , εn) sind unabhängig identisch verteilt. Die Zeitreihen der Faktoren {ft}t≥1 und
der Fehler {εt}t≥1 sind unabhängig.

Diese Annahmen sind üblich um Aussagen über die gesamte Zeitreihe, unabhängig von
dem betrachteten Zeitpunkt, machen zu können.
Wir betrachten nun die σ-Algebra der Vergangenheit und die von den Ereignissen nach
n erzeugte σ-Algebra,

F0
−∞ := σ((ft, εt) : −∞ ≤ t ≤ 0)

F∞n := σ((ft, εt) : n ≤ t ≤ ∞).

Dazu betrachten wir den α-Mischungskoeffizienten

α(n) := sup
A∈F0

−∞, B∈F∞n
|P (A)P (B)− P (AB)|.

Zusätzlich treffen wir folgende Annahme

Annahme 10 Der α-Mischungskoeffizient zum Abstand t klingt exponentiell ab: Es
existieren Konstanten r1, C > 0, sodass für alle t ∈ Z+ gilt

α(t) ≤ exp(−Ctr1).
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Weiterhin müssen wir folgende Annahme an die Verteilung der Faktoren treffen

Annahme 11 Es existieren Konstanten r2, b1 > 0 mit 3r−12 + r−11 > 1, sodass für alle
s > 0 und alle i ∈ {1, . . . ,K} gilt

P (|fit| > s) ≤ exp(−(s/b1)
r2).

Diese Annahmen benötigen wir für die Betrachtung des Schätzfehlers bei der Stichproben-
kovarianzmatrix der stationären Faktoren, da der Ansatz aus Lemma C.0.2 auf Annahme
8 basiert, die wir nun nicht mehr berücksichtigen.
Die Resultate für die Faktoren aus Lemma C.0.5 basieren nur auf Annahme 2, daher müs-
sen wir für den Vergleich zwischen unabhängigen und stationären Faktoren nur eine neue
Rate für ‖Dn‖ als Ersatz für Lemma C.0.2 herleiten. Der Beweis dafür basiert wegen der
Abhängigkeitsstruktur auf einer anderen Beweistechnik. Wir nutzen die Annahme an das
Tailverhalten der Verteilung der Faktoren, daher ändert sich die Rate und wir erhalten
im Vergleich zu dem Fall mit unabhängigen Faktoren einen zusätzlichen Faktor log n.

Satz 2.4.1 Unter den Annahmen 1 - 6 und 9 - 11 gelten für die Schätzung der Kovari-
anzmatrix im Faktormodell und die Stichprobenkovarianzmatrix folgende Konvergenzra-
ten

E(‖Σ̂n −Σn‖2) = O(n−1[log n]p2K2),

E(‖Σ̂sam −Σn‖2) = O(n−1[log n]p2K2).

Beweis. Wir nutzen analog zum Beweis von Satz 2.3.1 die Darstellung (2.2.13) und Ko-
rollar D.0.17, Bemerkung D.0.18 und die Lemmata C.0.4, C.0.6 und C.0.9.

E(‖Σ̂n −Σn‖2) ≤ 4
(
E(‖BnDnB

T
n‖2) + 2E(‖Bn ˆcov(f)CT

n‖2) + E(‖Cn ˆcov(f)CT
n‖2)

+ E(‖Fn‖2)
)

= O(n−1[log n]p2K2) +O(n−1p2K) +O(n−2p2K) +O(n−1p)

+O(n−2pK2).

Dabei dominiert wie in Satz 2.3.1 die Rate des ersten Summanden, hier mit zusätzlichem
Faktor log n, daher erhalten wir das Resultat

E(‖Σ̂n −Σn‖2) = O(n−1[log n]p2K2).

Analog erhalten wir mit (2.2.14), Korollar D.0.17, Bemerkung D.0.18, Lemma C.0.10 und
den Korollaren C.0.7 und C.0.8 folgende Abschätzung für die Stichprobenkovarianzma-
trix:

E(‖Σ̂sam −Σn‖2) ≤ 4
(
E(‖BnDnB

T
n‖2) + E(‖Gn‖2) +

1

(n− 1)2
E(‖BnXET ‖2)

+
1

n2(n− 1)2
E(‖BnX11TET ‖2)

)
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= O(n−1[log n]p2K2) +O(n−1p2) +O(n−1p2K) +O(n−1p2K).

Auch hier dominiert die Rate des ersten Summanden und wir erhalten das Resultat

E(‖Σ̂sam −Σn‖2) = O(n−1[log n]p2K2).

Da der Übergang zu den stationären Faktoren nur die Rate des Summanden verschlech-
tert, der schon in Abschnitt 2.3 die dominierende Rate lieferte, geht die Änderung hier
direkt in die Aussage des Satzes ein. Da der Faktor log n nur sehr langsam wächst, macht
sich der Übergang zu stationären Faktoren in den Konvergenzraten kaum bemerkbar.
Dies werden wir auch in den Simulationen in Kapitel 4 sehen. Wir untersuchen nun,
wie sich der zusätzliche Faktor log n auf das Konvergenzverhalten in der Norm ‖ · ‖Σn

auswirkt.

Satz 2.4.2 Unter den Annahmen 1 - 6 und 9 - 11 gelten für die Schätzung der Kovari-
anzmatrix aus dem Faktormodell und die Stichprobenkovarianzmatrix folgende Aussagen:

E(‖Σ̂n −Σn‖2Σn
) = O(n−1[log n]p−1K2) +O(n−1K) +O(n−2pK)

und

E(‖Σ̂sam −Σn‖2Σn
) = O(n−1[log n]p−1K2) +O(n−1p).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 2.3.2. Wir nutzen die Darstellung
aus (2.2.13) und die Resultate aus Korollar D.0.17, Bemerkung D.0.18 und den Lemmata
C.0.4, C.0.6 und C.0.9.

E(‖Σ̂n −Σn‖2Σn
) ≤ 4(E(‖BnDnB

T
n‖2Σn

) + 2E(‖Bn ˆcov(f)CT
n‖2Σn

) + E(‖Cn ˆcov(f)CT
n‖2Σn

)

+ E(‖Fn‖2Σ))

= O(n−1[log n]p−1K) +O(n−1K) +O(n−2pK) +O(n−1) +O(n−2K2).

Dabei dominieren die Raten der ersten drei Summanden und wir erhalten

E(‖Σ̂n −Σn‖2Σn
) = O(n−1[log n]p−1K) +O(n−1K) +O(n−2pK).

Mit der Darstellung (2.2.14), Korollar D.0.17, Bemerkung D.0.18, Lemma C.0.10 und
den Korollaren C.0.7 und C.0.8 erhalten wir für die Stichprobenkovarianzmatrix

E(‖Σ̂sam −Σn‖2Σn
) ≤ 4(E(‖BnDnB

T
n‖2Σn

) + E(‖Gn‖2Σn
) +

1

(n− 1)2
E(‖BnXET ‖2Σn

)

+
1

n2(n− 1)2
E(‖BnX11TET ‖2Σn

))

= O(n−1[log n]p−1K) +O(n−1p) +O(n−1K) +O(n−1K).
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Dabei dominieren die Raten der ersten beiden Summanden und wir erhalten

E(‖Σ̂sam −Σn‖2Σn
) = O(n−1[log n]p−1K) +O(n−1p).

Da der Faktor log n nur sehr langsam wächst, wir aber wachsende Portfoliodimensionen
p betrachten, kann in den Raten beider Schätzer der erste Summand vernachlässigt wer-
den. Wir erhalten daher die gleichen Konvergenzraten wie in Satz 2.3.2. Dort hatten wir
gezeigt, dass für Dimensionen und Stichprobengrößen, für die die Schätzungen konsistent
sind, die Schätzung mithilfe des Faktormodells besser ist als die Stichprobenkovarianz-
matrix (vgl. Bemerkung 2.3.3).
Für die inverse Kovarianzmatrix gilt folgender Satz:

Satz 2.4.3 Unter den Annahmen 1 - 7 und 9 - 11 gilt für die Inverse des Kovarianzma-
trixschätzers aus dem Faktormodell

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 pK

3
2 ) +OP (n−

1
2 [log n]

1
2 p−1K)

und falls p
3
2K = o(n

1
2 ), folgt

‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p2K).

Beweis. Wir führen den Beweis analog zu dem Beweis von Satz 2.3.4 und nutzen für die
Inverse der Kovarianzmatrix im Faktormodell die Darstellung nach (2.3.7). Mit Lemma
D.0.20, Bemerkung D.0.21 und den Lemmata C.0.12 bis C.0.14 erhalten wir die Abschät-
zung

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ ≤ ‖Σ̂−10 −Σ−10 ‖+ ‖(Σ̂−10 −Σ−10 )B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 ‖
+ ‖Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n (Σ̂−10 −Σ−10 )‖

+ ‖Σ−10 (B̂n −Bn)[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10 ‖
+ ‖Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1(B̂T
n −BT

n )Σ−10 ‖
+ ‖Σ−10 Bn{[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1}BT

nΣ−10 ‖

= (OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K)) + (OP (n−

1
2 p) +OP (n−1pK))

+ (OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K)) +OP (n−

1
2 pK

3
2 ) +OP (n−

1
2 pK

3
2 )

+ (OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p−1K) +OP (n−

1
2 p

1
2K

1
2 )).

Hier dominiert die Rate des gleichen Summanden wie im Fall mit unabhängigen Fakto-
ren, dazu kommt die Rate des Summanden, der wegen der stationären Faktoren einen
zusätzlichen Faktor [log n]

1
2 erhalten hat:

‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 pK

3
2 ) +OP (n−

1
2 [log n]

1
2 p−1K).
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2. Kovarianzmatrixschätzung in Faktormodellen

Für die Stichprobenkovarianzmatrix erhalten wir das Resultat für die Inverse völlig analog
zum Beweis von Satz 2.3.4. Hierbei ist lediglich zu beachten, dass sich die Rate der
Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren in der Frobeniusnorm bei stationären Faktoren
von der bei unabhängigen Faktoren unterscheidet. Wir erhalten

‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p2K).

In der Rate der Inversen der Kovarianzmatrix aus dem Faktormodell dominiert der zwei-
te Summand, da [log n]

1
2 im Vergleich zur Dimension p nur sehr langsam wächst. Wir

erhalten daher die gleiche Rate wie unter unabhängig identisch verteilten Faktoren. Für
die Inverse der Stichprobenkovarianzmatrix verschlechtert sich die Rate im Vergleich zu
den unabhängig identisch verteilten Faktoren um den Faktor [log n]

1
2 . Weiterhin ist hier

der Vorteil der Schätzung mithilfe des Faktormodells gegenüber der Stichprobenkovari-
anzmatrix sehr deutlich.

Aus den Resultaten dieses Abschnitts wird deutlich, dass der Übergang von unabhängigen
zu stationären Faktoren im Faktormodell nur geringe Auswirkungen auf die Asymptotik
der betrachteten Schätzer der Kovarianzmatrix hat. Dieses Ergebnis wird auch in der
Simulation in Kapitel 4 deutlich, denn oft sind die Unterschiede zwischen den Simulati-
onsergebnissen der beiden betrachteten Fälle kaum sichtbar.
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3. Auswirkungen der
Kovarianzmatrixschätzung auf
Anwendungen in der Finanzwirtschaft

Zwei wichtige Bereiche der Finanzwirtschaft, in denen Kovarianzmatrizen eine entschei-
dende Rolle spielen, sind das Risikomanagement und die Portfoliotheorie. Im Risiko-
management werden Kovarianzmatrizen dazu benötigt, das Risiko eines Portfolios zu
bestimmen, Risikovorhersagen zu machen oder das Risiko unter verschiedenen Krisens-
zenarien abschätzen zu können. In der Portfoliotheorie werden Kovarianzmatrizen für das
Treffen von optimalen Investitionsentscheidungen und die Bestimmung der Portfoliodi-
versifikation unter verschiedenen Bedingungen benötigt.
In beiden Anwendungen basieren viele Rechnungen auf der Varianz eines linearen Port-
folios. Betrachten wir Portfoliogewichte ξ ∈ R

p und die Wertpapierüberschussrenditen
y = (Y1, . . . , Yp)

T , so berechnet sich die Überschussrendite YP eines linearen Portfolios
durch

YP = ξTy.

Die Varianz dieses Portfolios lässt sich dann mithilfe der Kovarianzmatrix der Wertpa-
pierüberschussrenditen schreiben als

var(YP ) = ξTΣξ.

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dass die Kovarianzmatrix bzw. deren Schätzung
notwendigerweise positiv semidefinit sein muss, da sonst negative Portfoliovarianzen auf-
treten könnten.
In den folgenden Abschnitten gehen wir näher auf die Rolle der Kovarianzmatrix in den
beiden genannten Bereichen ein und untersuchen die Auswirkungen der Schätzungen der
Kovarianzmatrix aus Kapitel 2 auf die betrachteten Anwendungen.

3.1. Portfoliotheorie

Eine wichtige Aufgabe der Portfoliotheorie ist die Entscheidung über die Verteilung von
Kapital mit dem Ziel optimale Portfolios zu konstruieren. Optimale Portfolios können
mithilfe diverser Zielsetzungen beschrieben werden, die meist die Betrachtung von Risi-
ko und Rendite unter verschiedenen Nebenbedingungen umfassen. Die Konstruktion von
optimalen Portfolios geht auf Markowitz (1952) zurück, dessen allgemeiner Ansatz auf
dem Ausgleich von Rendite und Risiko basiert. Dabei werden die Wertpapierstückzahlen
des µ−σ− optimalen Portfolios so bestimmt, dass unter einer gegebenen Renditevorgabe
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3. Auswirkungen der Kovarianzmatrixschätzung auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft

die Varianz des Portfolios minimiert wird. In diesem Fall wird also ein höheres Risiko
akzeptiert, solange mit dem höheren Risiko auch eine höhere Rendite einhergeht. Die-
sem Ansatz gegenüber steht die Konstruktion des globalen varianzminimalen Portfolios.
Dabei geht es nur darum die Wertpapiergewichte so zu bestimmen, dass die Varianz des
Portfolios ungeachtet der Portfoliorendite minimal wird.
Bei beiden Ansätzen ist es denkbar, weitere Nebenbedingungen zu beachten. So wäre es
sinnvoll optimale Portfolios unter verschiedenen Handelsbeschränkungen wie beispiels-
weise Leerverkaufsverboten zu betrachten oder unternehmensspezifische Einschränkun-
gen wie die Beschränkung der Wertpapieranteile, die in bestimmte Branchen investiert
werden dürfen, zu berücksichtigen. Wir betrachten hier aber nur den einfachsten Fall, in
dem Wertpapiergewichte beliebige Werte annehmen dürfen, solange die Summation zu
Eins gewährleistet ist.
In den folgenden Abschnitten beschreiben wir die Konstruktion der optimalen Portfolios
in den beiden oben beschriebenen Fällen und untersuchen dann, welche Auswirkungen
die Schätzungen der Kovarianzmatrix auf die Varianz der konstruierten Portfolios haben.

3.1.1. Allgemeiner Markowitzfall

Das µ− σ− optimale Portfolio nach Markowitz ist definiert als Lösung ξn ∈ Rp des fol-
genden Minimierungsproblems: Wir suchen die varianzminimierenden Portfoliogewichte,
sodass die Gewichte sich zu Eins summieren und das Portfolio die vorgegebene erwartete
Portfoliorendite γn erzielt. Formal schreiben wir das Minimierungsproblem als

min
ξn
ξTnΣnξn (3.1.1)

unter den Bedingungen

ξTn1 = 1

ξTnµn = γn.

Dabei bezeichnet µn = E(y) die erwartete Portfoliorendite. Mit dem Lagrangeansatz
bestimmen wir das optimale Portfolio wie folgt

L(ξn, λ1, λ2) = ξTnΣnξn + λ1(1− ξTn1) + λ2(γn − ξTnµn).

Die partiellen Ableitungen liefern folgendes Gleichungssystem

∂L

∂ξTn
= Σnξn − λ11− λ2µn = 0 (3.1.2)

∂L

∂λ1
= 1− ξTn1 = 0 (3.1.3)

∂L

∂λ2
= γn − ξTnµn = 0. (3.1.4)
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Aus (3.1.2) folgt

Σnξn = λ11 + λ2µn und insbesondere ξn = λ1Σ
−1
n 1 + λ2Σ

−1
n µn. (3.1.5)

Eingesetzt in (3.1.3) und (3.1.4) muss nun das folgende Gleichungssystem gelöst werden:

1 = λ11
TΣ−1n 1 + λ2µ

T
nΣ−1n 1

γn = λ11
TΣ−1n µn + λ2µ

T
nΣ−1n µn.

Wir nutzen die folgende Notation:

ϕn := 1TΣ−1n 1

ψn := 1TΣ−1n µn

φn := µTnΣ−1n µn,

das heißt in Matrixschreibweise gilt nun(
ϕn ψn
ψn φn

)(
λ1
λ2

)
=

(
1
γn

)
⇒
(
λ1
λ2

)
=

(
ϕn ψn
ψn φn

)−1(
1
γn

)
=

1

ϕnφn − ψ2
n

(
φn −ψn
−ψn ϕn

)(
1
γn

)
⇒
(
λ1
λ2

)
=

1

ϕnφn − ψ2
n

(
φn − ψnγn
ϕnγn − ψn

)
. (3.1.6)

Eingesetzt in (3.1.5) erhalten wir die optimalen Wertpapiergewichte

ξn = λ1Σ
−1
n 1 + λ2Σ

−1
n µn

=
φn − γnψn
ϕnφn − ψ2

n

Σ−1n 1 +
ϕnγn − ψn
ϕnφn − ψ2

n

Σ−1n µn.

Die Varianz des optimalen Portfolios lässt sich nun darstellen als

ξTnΣnξn = (λ2µ
T
nΣ−1n + λ11

TΣ−1n )Σn(λ1Σ
−1
n 1 + λ2Σ

−1
n µn)

= (λ2µ
T
nΣ−1n + λ11

TΣ−1n )(λ1ΣnΣ
−1
n 1 + λ2ΣnΣ

−1
n µn)

= 2λ1λ2µ
T
nΣ−1n 1 + λ22µ

T
nΣ−1n µn + λ211

TΣ−1n 1

= 2λ1λ2ψn + λ22φn + λ21ϕn

=
(3.1.6)

2ψn
(φn − γnψn)(ϕnγn − ψn)

(ϕnφn − ψ2
n)(ϕnφn − ψ2

n)
+ φn

[ϕnγn − ψn]2

(ϕnφn − ψ2
n)(ϕnφn − ψ2

n)

+ ϕn
[φn − ψnγn]2

(ϕnφn − ψ2
n)(ϕnφn − ψ2

n)
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=
2ψnφnϕnγn − 2ψ2

nφn + φnψ
2
n + ϕnφ

2
n − 2ψ2

nγ
2
nϕn + φnϕ

2
nγ

2
n + ϕnψ

2
nγ

2
n

(ϕnφn − ψ2
n)(ϕnφn − ψ2

n)

+
−2φnϕnγnψn + 2ψ3

nγn − 2ϕnφnψnγn
(ϕnφn − ψ2

n)(ϕnφn − ψ2
n)

=
2ψnφnϕnγn + φn(ϕnφn − ψ2

n) + ϕnγ
2
n(ϕnφn − ψ2

n)

(ϕnφn − ψ2
n)(ϕnφn − ψ2

n)

+
−2φnϕnγnψn − 2ψnγn(ϕnφn − ψ2

n)

(ϕnφn − ψ2
n)(ϕnφn − ψ2

n)

=
ϕnγ

2
n + φn − 2ψnγn
ϕnφn − ψ2

n

. (3.1.7)

Um die Auswirkungen der Schätzung der Kovarianzmatrix auf die Varianz des Portfolios
zu betrachten, setzen wir in die Definitionen von ϕn, ψn und φn die Schätzer (2.1.2) und
(2.1.6) ein. Außerdem schätzen wir µn mithilfe der Stichprobe durch: µ̂n = 1

n

∑n
i=1 yi.

Dann gilt folgendes Resultat:

Satz 3.1.1 Falls ϕnφn − ψ2
n von Null weg beschränkt ist und die Terme ϕn

(ϕnφn−ψ2
n)
,

ψn

(ϕnφn−ψ2
n)
, φn

(ϕnφn−ψ2
n)

und γn beschränkt sind, folgt unter den Annahmen 1-8 für die
Portfoliovarianz im allgemeinen Markowitzfall

ξ̂
T

n Σ̂nξ̂n − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ) (3.1.8)

und

ξ̂
T

n Σ̂samξ̂n − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 p3K). (3.1.9)

Beweis. Für den Beweis nutzen wir die Varianzdarstellung nach (3.1.7). Wir beginnen mit
(3.1.8) und schätzen die Konvergenzen der einzelnen Bestandteile von (3.1.7) zunächst
einzeln ab, beginnend mit ϕn:

|ϕ̂n − ϕn| = |1T Σ̂−1n 1− 1TΣ−1n 1| = |1T (Σ̂−1n −Σ−1n )1|,

da es sich hierbei um ein Skalar handelt, können wir von diesem Ausdruck die Spur
betrachten und mit den Rechenregeln der Spur und (B.2.3) wie folgt umformen:

|ϕ̂n − ϕn| = tr{|1T (Σ̂−1n −Σ−1n )1|} = |tr{(Σ̂−1n −Σ−1n )11T }|
≤ ‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖‖11T ‖ = p‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖.

Nach Satz 2.3.4 gilt ‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 pK

3
2 ), daher folgt hier

p‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ).
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Nach Annahme 5 gilt bn = E(‖y‖2) = E([Y1]
2 + . . .+ [Yp]

2) = O(p). Daher gilt mit der
Jensen Ungleichung

‖µn‖2 = ‖E(y)‖2 = [E(Y1)]
2 + . . .+ [E(Yp)]

2 ≤ E([Y1]
2) + . . .+ E([Yp]

2) = O(p),

also ‖µn‖ = O(p
1
2 ).

Außerdem gilt wegen der Bedingung E(‖y‖2) = O(p) aus Annahme 5:

E(‖µ̂n − µn‖2) = E(‖ 1

n
Y1− E(y)‖2) = E

(
‖ 1

n

n∑
i=1

yi − E(y)‖2
)

= E
( p∑
j=1

[ 1

n

n∑
i=1

(Yji − E(Yj))
]2)

=

p∑
j=1

1

n2
E
([ n∑

i=1

(Yji − E(Yj))
]2)

,

da die Yji − E(Yj) für j = 1, . . . , p unabhängig identisch verteilte, zentrierte Zufallsva-
riablen sind, folgt

E(‖µ̂n − µn‖2) =

p∑
j=1

1

n2
var
( n∑
i=1

(Yji − E(Yj))
)

=

p∑
j=1

1

n
var
(
Yj1 − E(Yj)

)
=

1

n

p∑
j=1

E
(
[(Yj1 − E(Yj))]

2
)

=
1

n

p∑
j=1

E(Y 2
j1)− [E(Yj)]

2 ≤ 1

n

p∑
j=1

E(Y 2
j1) = O(n−1p).

Also insbesondere

‖µ̂n − µn‖ = OP (n−
1
2 p

1
2 ). (3.1.10)

Weiter gilt

|ψ̂n − ψn| = |1T Σ̂−1n µ̂n − 1TΣ−1n µn|
= |1T Σ̂−1n µ̂n − 1TΣ−1n µ̂n + 1TΣ−1n µ̂n − 1TΣ−1n µn|
= |1T (Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂n + 1TΣ−1n (µ̂− µ)|

und mit der Dreiecksungleichung teilen wir diesen Ausdruck in zwei Summanden auf und
schreiben die Skalare mithilfe der Spur um:

|ψ̂n − ψn| ≤ |1T (Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂n|+ |1TΣ−1n (µ̂n − µn)|
= tr{|1T (Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂n|}+ tr{|1TΣ−1n (µ̂n − µ)|}
= |tr{(Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂n1

T }|+ |tr{Σ−1n (µ̂n − µn)1T }|.

Mithilfe von (B.2.3) und der Dreiecksungleichung schätzen wir diese Terme ab und er-
gänzen durch eine Nulladdition

|ψ̂n − ψn| ≤ ‖1T ‖‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖‖µ̂n‖+ ‖1T ‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn‖
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= ‖1T ‖‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖‖µ̂n + µn − µn‖+ ‖1T ‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn‖
≤ ‖1T ‖‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖(‖µn‖+ ‖µ̂n − µn‖) + ‖1T ‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn‖

= p
1
2 ‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖(O(p

1
2 ) +OP (n−

1
2 p

1
2 )) + p

1
2O(p

1
2 )OP (n−

1
2 p

1
2 )

= O(p)‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖+OP (n−
1
2 p

3
2 ).

Dabei dominiert die Rate des ersten Summanden und mit (2.3.5) folgt

|ψ̂n − ψn| ≤ O(p)‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ).

Analog gilt

|φ̂n − φn| = |µ̂Tn Σ̂−1n µ̂n − µTnΣ−1n µn|
= |µ̂Tn Σ̂−1n µ̂n − µ̂TnΣ−1n µ̂n + µ̂TnΣ−1n µ̂n − µTnΣ−1n µ̂n + µTnΣ−1n µ̂n − µTnΣ−1n µn|
= |µ̂Tn (Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂n + (µ̂Tn − µTn )Σ−1n µ̂n + µTnΣ−1n (µ̂n − µn)|
≤ |µ̂Tn (Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂n|+ |(µ̂n − µn)TΣ−1n µ̂n|+ |µTnΣ−1n (µ̂n − µn)|
= |tr{(Σ̂−1n −Σ−1n )µ̂nµ̂

T
n}|+ |tr{Σ−1n µ̂n(µ̂n − µn)T }|+ |tr{Σ−1n (µ̂n − µn)µTn}|.

Wir schätzen durch (B.2.3) ab und ergänzen wie oben geeignet durch Nulladditionen

|φ̂n − φn| ≤ ‖µ̂Tn‖‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖‖µ̂n‖+ ‖µ̂Tn − µTn‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n‖+ ‖µTn‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn‖
= ‖µ̂Tn − µTn + µTn‖‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖‖µ̂n − µn + µn‖

+ ‖µ̂Tn − µTn‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn + µn‖+ ‖µTn‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn‖.

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung

|φ̂n − φn| ≤ (‖µ̂Tn − µTn‖+ ‖µTn‖)‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖(‖µ̂−1n − µn‖+ ‖µn‖)
+ ‖µ̂Tn − µn‖‖Σ−1n ‖(‖µ̂n − µn‖+ ‖µn‖) + ‖µTn‖‖Σ−1n ‖‖µ̂n − µn‖

= O(p
1
2 )‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖O(p

1
2 ) +OP (n−

1
2 p

1
2 )O(p

1
2 )O(p

1
2 ) +O(p

1
2 )O(p

1
2 )OP (p

1
2n−

1
2 )

= O(p)‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖+OP (p
3
2n−

1
2 ) +OP (p

3
2n−

1
2 ).

Dabei dominiert die Rate des ersten Summanden und es folgt mit (2.3.5)

|φ̂n − φn| = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ).

Nach Voraussetzung ist ϕnφn − ψ2
n von Null weg beschränkt und ϕn

(ϕnφn−ψ2
n)
, ψn

(ϕnφn−ψ2
n)
,

φn
(ϕnφn−ψ2

n)
sowie γn sind beschränkt. Es folgt

|ξ̂Tn Σ̂nξ̂n − ξnΣnξ|
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=
(3.1.7)

| ϕ̂γ
2
n + φ̂n − 2ψ̂nγn

ϕ̂nφ̂n − ψ̂2
n

− ϕnγ
2
n + φn − 2ψnγn
ϕnφn − ψ2

n

| = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ).

Für den Beweis von (3.1.9) können wir die Abschätzungen aus dem ersten Teil des Be-
weises direkt übernehmen. Dort hatten wir gezeigt, dass |φ̂n−φn| ≤ p‖Σ̂−1sam−Σ−1n ‖ gilt.
Daher gilt mit der Aussage (2.3.6) aus Satz 2.3.4:

|ϕ̂n − ϕn| = OP (n−
1
2 p3K).

Analog zum ersten Teil des Beweises gelten

|ψ̂n − ψn| = OP (n−
1
2 p3K)

und

|φ̂n − φn| = OP (n−
1
2 p3K).

Es folgt für die Varianz des Portfolios

|ξ̂Tn Σ̂samξ̂n − ξnΣnξn|

=| ϕ̂γ
2
n + φ̂n − 2ψ̂nγn

ϕ̂nφ̂n − ψ̂2
n

− ϕnγ
2
n + φn − 2ψnγn
ϕnφn − ψ2

n

| = OP (n−
1
2 p3K).

Da in diesen Beweis direkt die Konvergenzrate der Inversen der Kovarianzmatrix aus Satz
2.3.4 eingeht, ist hier wieder deutlich der Vorteil der Schätzung aus dem Faktormodell
zu erkennen. Die Dimension des Portfolios geht durch einen zusätzlichen Faktor p ein.
Für die Betrachtung der stationären Faktoren muss die veränderte Rate für die Inverse
der Kovarianzmatrix aus Satz 2.4.3 eingesetzt werden. Für den Beweis ist nur eine kleine
Modifikation notwendig.

Korollar 3.1.2 Falls ϕnφn − ψ2
n von Null weg beschränkt ist und die Terme ϕn

(ϕnφn−ψ2
n)
,

ψn

(ϕnφn−ψ2
n)
, φn

(ϕnφn−ψ2
n)

und γn beschränkt sind, so folgt unter den Annahmen 1-7 und 9 -
11 für die Portfoliovarianz im allgemeinen Markowitzfall

ξ̂
T

n Σ̂nξ̂n − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 [log n]

1
2K) +OP (n−

1
2 p2K

3
2 )

und

ξ̂
T

n Σ̂samξ̂n − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p3K).
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Beweis. Wir müssen zeigen, dass für ‖µ̂n − µn‖ die gleiche Konvergenzrate gilt, wie im
unabhängig identisch verteilten Fall. Für j = 1, . . . , p sind die Yjt −E(Yj) stationär und
zentriert, daher folgt analog zum Beweis von (3.1.10) mit Annahme 5

E(‖µ̂n − µn‖2) =

p∑
j=1

1

n2
E
([ n∑

t=1

(Yjt − E(Yj))
]2)

,

=

p∑
j=1

1

n2
var
( n∑
t=1

(Yjt − E(Yj))
)

=

p∑
j=1

1

n
var
(
Yj1 − E(Yj)

)
=

1

n

p∑
j=1

E
([

(Yj1 − E(Yj))
]2)

=
1

n

p∑
j=1

E(Y 2
j1)− [E(Yj)]

2 ≤ 1

n

p∑
j=1

E(Y 2
j1) = O(n−1p).

Also insbesondere

‖µ̂n − µn‖ = OP (n−
1
2 p

1
2 ).

Die Behauptung folgt dann analog zum Beweis von Satz 3.1.1 mit den Raten aus Satz
2.4.3.

Da [log n]
1
2 im Vergleich zu p2 nur langsam wächst, dominiert bei der Schätzung der

Portfoliovarianz mithilfe des Faktormodells die zweite Rate und wir erhalten die gleiche
Rate wie bei unabhängig identisch verteilten Faktoren.

3.1.2. Das globale varianzminimale Portfolio

Beim globalen varianzminimalen Portfolio betrachten wir das Minimierungsproblem (3.1.1)
ohne Renditevorgabe

min
ξng

ξTngΣnξng

unter der Bedingung

ξTng1 = 1.

Mit dem Lagrangeansatz erhalten wir dann die optimalen Wertpapiergewichte in folgen-
der Darstellung

L(ξng, λ) = ξTngΣnξng + λ(1− ξTng1).

Mit den partiellen Ableitungen ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

∂L

∂ξTng
= Σnξng − λ1 = 0 (3.1.11)
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∂L

∂λ
= 1− ξTng1 = 0. (3.1.12)

Die erste Gleichung (3.1.11) umgestellt nach ξng ergibt

ξng = λΣ−1n 1

und das Einsetzen in (3.1.12) liefert

1 = λ1TΣ−1n 1 = λϕn

⇒ λ =
1

ϕ
.

Die optimalen Wertpapiergewichte lassen sich demnach darstellen als

ξng =
1

ϕ
Σ−1n 1

und die Varianz beim globalen varianzminimalen Portfolio berechnet sich durch

ξTngΣnξng =
1

ϕ2
n

1TΣ−1n ΣnΣ
−1
n 1 =

1

ϕ2
n

1TΣ−1n 1 =
1

ϕn
. (3.1.13)

Im Folgenden betrachten wir die Auswirkungen der Schätzung der Kovarianzmatrix
(2.1.2) und (2.1.6) auf die Varianz des globalen varianzminimalen Portfolios.

Satz 3.1.3 Sind alle ϕn von Null weg beschränkt, so gilt unter den Annahmen 1-8 für
die Varianz des globalen varianzminimalen Portfolios unter dem Kovarianzmatrixschätzer
des Faktormodells

ξ̂
T

ngΣ̂nξ̂ng − ξTngΣnξng = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ) (3.1.14)

und unter der Stichprobenkovarianzmatrix

ξ̂
T

ngΣ̂samξ̂ng − ξTngΣnξng = OP (n−
1
2 p3K). (3.1.15)

Beweis. Wir betrachten zunächst die erste Aussage (3.1.14):
Im Beweis von Satz 3.1.1 hatten wir bereits gezeigt, dass

|ϕ̂n − ϕn| ≤ p‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖

gilt. Nach (2.3.5) gilt ‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 pK

3
2 ) und daher folgt hier

p‖Σ̂−1n −Σ−1n ‖ = OP (n−
1
2 p2K

3
2 ).
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Da nach Voraussetzung alle ϕn von Null weg beschränkt sind, gilt mit (3.1.13):

|ξ̂TngΣ̂nξ̂ng − ξTngΣnξng| = |
1

ϕ̂n
− 1

ϕn
| = OP (n−

1
2 p2K

3
2 ).

Das Resultat (3.1.15) folgt analog: Wegen |ϕ̂n −ϕn| ≤ p‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ und der Aussage
von (2.3.6), ‖Σ̂−1sam −Σ−1n ‖ = OP (n−

1
2 p2K), folgt mit (3.1.13):

|ξ̂TngΣ̂samξ̂ng − ξTngΣnξng| = |
1

ϕ̂n
− 1

ϕn
| = OP (n−

1
2 p3K).

Auch für die Varianzschätzung beim globalen varianzminimalen Portfolio stellt der Fak-
tormodellansatz eine Verbesserung gegenüber der Schätzung über die Stichprobenkova-
rianzmatrix dar, da auch hier die Konvergenzrate der Inversen aus Satz 2.3.4 zusätzlich
zur Dimension p eingeht. Für den Fall der stationären Faktoren erhalten wir die Konver-
genzraten direkt durch Einsetzen der veränderten Raten aus Satz 2.4.3:

Korollar 3.1.4 Sind alle ϕn von Null weg beschränkt, so gilt unter den Annahmen 1 -
7 und 9 - 11

ξ̂
T

ngΣ̂nξ̂ng − ξTngΣnξng = OP (n−
1
2 [log n]

1
2K) +OP (n−

1
2 p2K

3
2 )

und

ξ̂
T

ngΣ̂samξ̂ng − ξTngΣnξng = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p3K).

Beweis. Der Beweis folgt direkt durch Einsetzen der Konvergenzraten aus Satz 2.4.3 in
den Beweis von Satz 3.1.3.

Aus allen Resultaten in diesem Abschnitt über Portfolioselektion erkennen wir, dass die
Schätzung mithilfe des Faktormodells bessere Ergebnisse liefert als die Schätzung durch
die Stichprobenkovarianzmatrix. Dies ist auf die Nutzung der Inversen der Kovarianzma-
trix zurückzuführen. Allerdings ist es wichtig zu beachten, dass bei beiden Schätzungen
die Portfoliogröße und die Anzahl der Faktoren nur langsam wachsen darf, da die Schät-
zer sonst nicht konsistent sind und die Varianz der Portfolios unter Umständen nur sehr
schlecht geschätzt wird.

3.2. Risikomanagement

Im Risikomanagement betrachen wir, im Gegensatz zur Portfolioselektion, die Varianz
eines Portfolios mit fest vorgegebenen Wertpapiergewichten ξn ∈ Rp. Die Gewichte sum-
mieren sich zu Eins auf, das heißt ξTn1 = 1. Um diese Bedingung zu erfüllen, ohne
extreme Shortpositionen eingehen zu müssen, nehmen wir an, dass die Komponenten des
Gewichtsvektors gleichmäßig beschränkt sind, ξn = O(1)1.
Der Einfluss der Schätzung der Kovarianzmatrix mithilfe von (2.1.2) und (2.1.6) auf das
Risikomanagement kann wie folgt beschrieben werden:
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Satz 3.2.1 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten für die Varianz des vorgegebenen
Portfolios folgende Aussagen

ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 p2K) (3.2.1)

und

ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 p2K). (3.2.2)

Falls keine Shortpositionen im Portfolio ξn zugelassen sind (ξn ≥ 0, komponentenweise),
gelten

ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 pK) (3.2.3)

und

ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 pK). (3.2.4)

Beweis. Wir beweisen zunächst den Fall mit zugelassenen Shortpositionen (3.2.1).
Wegen ξn = O(1)1 gilt mit (B.2.3)

|ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn| = |ξTn (Σ̂n −Σn)ξn| = |tr{(Σ̂n −Σn)ξnξ
T
n}|

≤ ‖ξTn‖‖Σ̂n −Σn‖‖ξn‖ = O(1)‖1T ‖‖Σ̂n −Σn‖O(1)‖1‖

= O(p
1
2 )‖Σ̂n −Σn‖O(p

1
2 ) = O(p)‖Σ̂n −Σn‖.

Mit der Aussage von Satz 2.3.1 folgt dann

|ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn| = OP (n−
1
2 p2K).

Analog gilt für die Stichprobenkovarianzmatrix nach dem Beweis von (2.3.2)

|ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn| ≤ O(p)‖Σ̂sam −Σn‖,

also

ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 p2K).

Für den Fall ohne Shortpositionen liegen alle Wertpapiergewichte im Intervall [0, 1], also
gilt insbesondere die Ungleichung

‖ξn‖ =
√
ξ21 + · · ·+ ξ2p ≤

√
ξ1 + · · ·+ ξp =

√
1 = 1

und daher gilt für (3.2.3) mithilfe von (B.2.3)

|ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn| = |ξTn (Σ̂n −Σn)ξn| = |tr{(Σ̂n −Σn)ξnξ
T
n}|
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≤ ‖ξTn‖‖Σ̂n −Σn‖‖ξn‖ = ‖Σ̂n −Σn‖.

Es folgt daher nach Satz 2.3.1

ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 pK).

Analog gilt für die Stichprobenkovarianzmatrix

|ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn| ≤ ‖Σ̂sam −Σn‖,

also

ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 pK).

Da die Aussage mithilfe des Resultats aus Satz 2.3.1 bewiesen wird, in dem wir die glei-
chen Konvergenzraten für beide Schätzer gezeigt haben, erhalten wir auch für die Port-
foliovarianz bei gegebenen Portfoliogewichten unter beiden Schätzmethoden die gleichen
Konvergenzraten. Beim Übergang zu stationären Faktoren ändert sich die Rate nur durch
den zusätzlichen Faktor [log n]

1
2 .

Korollar 3.2.2 Unter den Annahmen 1 - 6 und 9 - 11 gelten für die Varianz des vor-
gegebenen Portfolios folgende Aussagen

ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p2K)

und

ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p2K).

Falls keine Shortpositionen im Portfolio ξn zugelassen sind (ξn ≥ 0, komponentenweise),
gelten

ξTn Σ̂nξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 pK)

und

ξTn Σ̂samξn − ξTnΣnξn = OP (n−
1
2 [log n]

1
2 pK).

Beweis. Der Beweis folgt mit den Resultaten aus Satz 2.4.1 analog zum Beweis von Satz
3.2.1.

Wir erkennen aus den Resultaten dieses Abschnitts, dass die Varianzschätzung im Ri-
sikomanagement nicht von der Anpassung eines Faktormodells profitiert, da nicht die
Inverse der Kovarianzmatrix sondern die Kovarianz selbst für die Berechnung genutzt
wird. Insbesondere im Fall mit erlaubten Leerverkäufen muss in hohem Maße darauf ge-
achtet werden, dass die Dimension des Portfolios und die Anzahl der Faktoren nicht zu
schnell mit der Stichprobengröße wachsen, da hier ein zusätzlicher Faktor p in die Rate
eingeht.
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In diesem Kapitel führen wir eine Simulation für die Schätzung der Kovarianzmatrix
in Faktormodellen durch. In einer ersten Kalibrierungsphase wenden wir das bekannte
Dreifaktormodell aus Fama und French (1993) auf einen realen Datensatz an, um die
Parameter für die Verteilungen zu ermitteln, aus denen wir dann in der Simulationsphase
das Faktormodell simulieren. Basierend auf dem simulierten Faktormodell führen wir
die in Abschnitt 2.1 erläuterten Schätzungen durch und betrachten deren Güte in den
Normen, für die wir in den Abschnitten 2.3 und 2.4 Konvergenzraten hergeleitet haben.
Zusätzlich simulieren wir die Ergebnisse aus den Anwendungen in Kapitel 3.

4.1. Kalibrierung

In Fama und French (1992) werden verschiedene unternehmensspezifische Größen auf
ihren Einfluss auf Wertpapierrenditen untersucht, um auf deren Basis Faktoren für ein
fundamentales Faktormodell zu konstruieren. Das Resultat ist, dass durch die Unterneh-
mensgröße und das Verhältnis von Bilanzkurs zu Börsenkurs das Verhalten der Renditen
gut erklärt werden kann. Darauf basierend führen Fama und French (1993) das Dreifak-
tormodell für Aktien ein und erläutern die Konstruktion der Faktoren. Der erste Faktor
ist die Überschussrendite der Aktien im Vergleich zur sicheren Anlage. Die anderen beiden
Faktoren werden jeweils aus den Werten für die Unternehmensgröße und dem Verhältnis
von Bilanzkurs zu Börsenkurs bestimmt. Wir nutzen dieses Modell, um die Verteilungspa-
rameter unserer Simulation zu bestimmen. Die Daten sind verfügbar unter http://mba.
tuck.dartmouth.edu/pages/faculty/ken.french/data_library.html (15.11.2012).
Für die Kalibrierung passen wir ein lineares Modell an, in dem die Renditen von 30 Indus-
trieportfolios die abhängigen Variablen und die Fama/French Faktoren die unabhängigen
Variablen sindYi1...

Yin

 = bi1

f11...
f1n

+ bi2

f21...
f2n

+ bi3

f31...
f3n

+

εi1...
εin

 , i = 1, . . . , 30.

Wir nutzen dazu verschiedene Stichprobengrößen, da wir auch die Simulation für ver-
schiedene Werte von n durchführen. Die Datenbank umfasst aktuell Tagesdaten für den
Zeitraum zwischen dem 01.07.1926 und dem 31.07.2012 und wir nutzen die n aktuellsten
Datenpunkte für n ∈ {756, 1250, 5000, 10000}. Dieses Verfahren liefert uns die in Tabelle
4.1 aufgelisteten Zeiträume.
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4. Simulation

n Zeitraum
756 03.08.2009-31.07.2012
1250 16.08.2007-31.07.2012
5000 28.09.1992-31.07.2012
10000 13.12.1972-31.07.2012

Tabelle 4.1.: Zeiträume für verschiedene Stichprobengrößen

Aus dem linearen Modell erhalten wir 30 Vektoren der Regressionskoeffizienten, von de-
nen wir den Mittelwert µ̂b und die Stichprobenkovarianzmatrix ˆcov(b) bilden. Für die
Residuen des Modells bestimmen wir die Standardabweichungen σ̂1, . . . , σ̂30. Für den Fall
der unabhängigen Faktoren nutzen wie die Daten für die Faktoren aus der Datenbasis
und schätzen deren Mittelwert µ̂f und die Stichprobenkovarianzmatrix ˆcov(f). Für den
Fall der stationären Faktoren nutzen wir den Ansatz aus Fan et al. (2011) und passen
ein Vektorautoregressives (VAR-)Modell der Ordnung 1 an die beobachteten Daten an:

ft = µ+ Φft−1 + ηt, t ∈ {1, . . . , n}

mit

ηt ∼ N3(0,Ση).

Daraus erhalten wir Schätzungen für die Modellparameter µ̂ ∈ R3, Φ̂ ∈ R3×3 und Σ̂η ∈
R
3×3. Diese Schätzungen nutzen wir nun, um das Faktormodell zu simulieren.

4.2. Simulation des Faktormodells

Die Simulation für die unabhängigen Faktoren verläuft nach folgenden Schritten:

1. Wir erzeugen n Werte für die drei Faktoren, (f1, f2, f3)
T ∼ N3(µ̂f , ˆcov(f)) und

bilden daraus die Matrix X ∈ R3×n.

2. Wir setzen die Portfoliodimension auf den Startwert p := 16.

3. Wir generieren pWerte für die Faktorladungen, (bi1, bi2, bi3) ∼ N3(µ̂b, ˆcov(b)) und
bilden daraus die Matrix Bn ∈ Rp×3.

4. Die Stichprobe für die Standardabweichungen der Fehler soll aus einer Gamma-
verteilung generiert werden, für die wir vorher die Parameter bestimmen müs-
sen. Um die Annahme 4 zu erfüllen, ermitteln wir zunächst einen Threshold τ :=
min1≤i≤30 σ̂i.
Um die Parameter passend zu den Daten zu wählen, nutzen wir das folgende Ver-
fahren aus Fan et al. (2007): Wir approximieren den Erwartungswert und das zweite
Moment, bedingt auf Werte über dem Threshold durch

E(σ|σ > τ) =
αβ − τ

2q

1− q
,
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E(σ2|σ > τ) =
αβ2 + α2β2 − τ2

2 q

1− q
,

q : = P (σ < τ).

Die Startwerte für die Parameter berechnen wir mithilfe der Momente der Gam-
maverteilung. Für X ∼ Γ(α, β) gilt E(X) = αβ und var(X) = αβ2. Wir wählen
daher die Startwerte wie folgt:

α0β0 = mean(σ̂1, . . . , σ̂30)

α
1
2
0 β0 = sd(σ̂1, . . . , σ̂30).

Mithilfe dieser Startwerte bestimmen wir die Parameter rekursiv, sodass gilt

E(σ|σ > τ) = mean(σ̂1, . . . , σ̂30)

und

E(σ2|σ > τ) = var(σ̂1, . . . , σ̂30) + [mean(σ̂1, . . . , σ̂30)]
2.

Die Lösung für diese beiden Gleichungen lautet

α = − (−τ · q − 2m+ 2mq)2

τ2q2 + 4τ · qm− 4τ · q2m+ 4m2 − 8m2q + 4m2q2 − 2τ2q − 4n+ 4nq

β =
1

2

τ2q2 + 4τ · qm− 4τ · q2m+ 4m2 − 8m2q + 4m2q2 − 2τ2q − 4n+ 4qn

−τ · p− 2m+ 2mq
,

mit

m := mean(σ̂1, . . . , σ̂30),

n := var(σ̂1, . . . , σ̂30) + (mean(σ̂1, . . . , σ̂30))
2.

Nach der Berechnung dieser Parameter simulieren wir für i = 1, . . . , p Standardab-
weichungen für die Fehler: σi ∼ Γ(α, β) und bilden daraus die Kovarianzmatrix der
Fehler Σ0 = diag(σ21, . . . , σ

2
p).

5. Wie generieren n Werte für die Fehler, (ε1, . . . , εn) ∼ Np(0,Σ0) und bilden daraus
die Matrix E ∈ Rp×n.

6. Wir berechnen die Werte für die Wertpapierüberschussrenditen Y = BnX + E.

7. Wir berechnen Σn und die Schätzer Σ̂n, Σ̂sam nach Abschnitt 2.1.

8. Solange p < 1000 ist, erhöhen wir p um 20 und führe folgende Schritte durch
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a) wir generieren 20 Werte für die Faktorladungen, (b′i1, b
′
i2, b

′
i3) ∼ N3(µ̂, ˆcov(b))

und bilden die Matrix B′n ∈ R
20×3. Diese fügen wir mit der Matrix aus

Schritt 3 zusammen: Bn = (Bn,B
′
n)T .

b) Wir generieren für i = 1, . . . , 20 Werte für Standardabweichungen der Fehler,
σ′i ∼ Γ(α, β) und bilde die Matrix Σ′0 = diag((σ′1)

2, . . . , (σ′20)
2). Diese fügen

wir mit der Matrix aus Schritt 4 zusammen: Σ0 = diag(Σ0,Σ
′
0).

c) Wir generieren n Werte für die Fehler, (ε1, . . . , εn) ∼ N20(0,Σ
′
0) und bilden

daraus die Matrix E′ ∈ R20×n. Diese fügen wir mit der Matrix aus Schritt 5
zusammen: E = (E,E′)T .

d) Wir führen die Schritte 6 und 7 durch.

Für die Simulation des Faktormodells mit stationären Faktoren muss nur Schritt 1 ersetzt
werden. Anstelle der Simulation aus einer Normalverteilung simulieren wir hier aus dem
VAR-Modell: Wir generieren nWerte für die Faktoren: (f1, f2, f3)

T ∼ AR(µ̂, Φ̂, Σ̂η) und
bilden daraus die Matrix X ∈ R3×n.

4.3. Auswertung

Insgesamt führen wir die Simulation für jeden Wert von n 500 mal durch. Aus den simu-
lierten Kovarianzmatrizen und den Schätzungen berechnen wir zunächst die Schätzfehler
und betrachten diese in der Frobeniusnorm, der Norm ‖ · ‖Σn und zusätzlich die in-
verse Matrix in der Frobeniusnorm, um die Ergebnisse aus den Sätzen 2.3.1 - 2.4.3 zu
visualisieren. Dazu bilden wir den Mittelwert und die Standardabweichung über die 500
Simulationen und stellen diese in Abhängigkeit von der Dimension p dar.
Um einen direkten Vergleich zwischen den unterschiedlichen Annahmen an die Faktoren
zu erhalten, stellen wir jeweils die Schätzfehler der Schätzungen aus dem Faktormodell
und der Stichprobenkovarianzmatrix für unabhängig identisch verteilte (rot) und statio-
näre Faktoren (grün) in einer Abbildung dar.
Weiterhin nutzen wir die Simulation, um die Auswirkungen der Schätzung auf die in
Kapitel 3 beschriebenen Anwendung aus der Portfolioselektion und dem Risikomana-
gement zu visualisieren. Dazu berechnen wir jeweils die Varianz des Portfolios mithilfe
der Wertpapiergewichte des optimalen Portfolios nach Markowitz, des globalen varianz-
minimalen Portfolios und des gleichgewichteten Portfolios und betrachten die mittleren
quadratischen Abweichungen über die 500 Simulationen. Für den allgemeinen Marko-
witzfall unterstellen wir eine erwartete Rendite von 10%.
Die Resultate, deren Berechnungen die Inverse der Kovarianzmatrix beinhalten, bilden
wir nur für Dimensionen kleiner als die Stichprobengröße ab, da der Schätzfehler der
Inversen der Stichprobenkovarianzmatrix andernfalls extrem hohe Werte liefert.

Aus den Abbildungen 4.1(a) - 4.4(a) können wir erkennen, dass die Schätzfehler beider
Schätzer sich in der Frobeniusnorm für wachsende Dimension p nahezu gleich verhalten.
Auch der Unterschied zwischen stationären und unabhängig identisch verteilten Fakto-
ren, der in der Theorie durch den Faktor log n beschrieben wird, ist vernachlässigbar.
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4. Simulation

Die Abbildungen 4.1(b) - 4.4(b) bestätigen das Resultat aus Satz 2.3.2 bzw. Satz 2.4.2,
dass unter der Norm ‖ · ‖Σn die Schätzung aus dem Faktormodell besser ist als die Stich-
probenkovarianzmatrix. Der Unterschied zwischen stationären und unabhängig identisch
verteilten Faktoren ist in den Simulationsergebnissen nicht erkennbar. Wir sehen, dass
für jedes feste n die Schätzfehler über wachsende p fast auf konstantem Niveau bleiben.
Diese Beobachtung ist konsistent zu Bemerkung 2.3.3, da die dominierende Rate in dem
betrachteten Fall unabhängig von p ist.
In den Abbildungen 4.1(c) - 4.4(c) ist sehr deutlich zu erkennen , dass die Schätzung der
Inversen der Kovarianzmatrix stark von der Nutzung des Faktormodells profitiert. Diese
Beobachtung deckt sich mit dem Resultat aus Satz 2.3.4 bzw. Satz 2.4.3. Auch hier ist
der Unterschied zwischen stationären und unabhängig identisch verteilten Faktoren in
der Grafik nicht erkennbar.
Aus den Abbildungen 4.1(d) - 4.4(d) erkennen wir, dass sich die Ergebnisse für die ver-
schiedenen Anwendungen stark unterscheiden.
Bei der Varianz des optimalen Portfolios nach Markowitz ist ein deutlicher Unterschied
zwischen den Schätzfehlern der Stichprobenkovarianzmatrix und der Schätzung aus dem
Faktormodell erkennbar. Bei größeren Werten von n ist sichtbar, dass beim Schätzer aus
dem Faktormodell die Schätzfehler im Fall der unabhängig identisch verteilten Faktoren
kleiner sind, als bei den stationären Faktoren. Insbesondere bemerken wir, dass die Höhe
der Schätzfehler sehr datensensibel ist. In Tabelle 4.1 ist erkennbar, dass für die Stich-
probengröße 1250 die Daten der Subprimekrise ein starkes Gewicht haben, während der
Zeitraum zur Stichprobengröße 756 die besonders turbulenten Jahre 2007 und 2008 nicht
umfasst.
Bei den anderen Anwendungsfällen, dem globalen varianzminimalen Portfolio und dem
gleichgewichteten Portfolio im Risikomanagement sind zwischen den unterschiedlichen
Schätzverfahren und auch zwischen den verschiedenen Annahmen an die Faktoren keine
deutlichen Unterschiede bei den Schätzfehlern erkennbar.

Bei der Betrachtung der Ergebnisse ist zu beachten, dass die Anzahl der Faktoren K
immer den Wert 3 annimmt und n in den Abbildungen 4.1- 4.4 jeweils fest gewählt ist.
Wir beobachten, dass durch die Vergrößerung der Stichprobe die Schätzungen exakter
werden.
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(d) Anwendung

Abbildung 4.1.: Stichprobengröße 756. 4.1(a) - 4.1(c): Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schätzfehler über 500 Simulationen, 4.1(d): Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schätzfehler über 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhängig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationären Fak-
toren in grün. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schätzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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(d) Anwendung

Abbildung 4.2.: Stichprobengröße 1250. 4.2(a) - 4.2(c): Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schätzfehler über 500 Simulationen, 4.2(d): Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schätzfehler über 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhängig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationären Fak-
toren in grün. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schätzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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(d) Anwendung

Abbildung 4.3.: Stichprobengröße 5000. 4.3(a) - 4.3(c): Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schätzfehler über 500 Simulationen, 4.3(d): Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schätzfehler über 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhängig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationären Fak-
toren in grün. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schätzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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(d) Anwendung

Abbildung 4.4.: Stichprobengröße 10000. 4.4(a) - 4.4(c): Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schätzfehler über 500 Simulationen, 4.4(d): Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schätzfehler über 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhängig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationären Fak-
toren in grün. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schätzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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5. Schätzung der Autokovarianzmatrix
im Faktormodell

Bislang haben wir uns mit der Schätzung der Kovarianzmatrix mithilfe von Faktormodel-
len beschäftigt. Häufig interessiert man sich auch für den Zusammenhang der Beobach-
tungen zu verschiedenen Zeitpunkten, der für einen Zeitabstand h durch die Kovarianz
cov(yt+h,yt) beschrieben wird. Typischerweise ist die Autokorrelation bei Finanzzeitrei-
hen nicht signifikant ungleich Null, unter den 30 Industrieportfolios, die wir für die Si-
mulation in Kapitel 4 genutzt haben zeigt sich aber, dass die Autokorrelation für einige
Sektoren (z.B. Unterhaltungsindustrie, Gesundheits- und Arzneimittelsektor, Dienstleis-
tungssektor und Geschäftsausstattungsindustrie) für kleine Zeitabstände signifikant ist.
Für einen Vektor y ∈ Rp wird die p× p Autokovarianzmatrix berechnet durch

Σn(h) := cov(yt+h,yt) = E((yt+h − E(yt+h))(yt − E(yt))
T ).

Diese beinhaltet die Zusammenhänge zwischen allen Komponenten des Vektors über den
Zeitraum h.
Für stationäre Zeitreihen hängt die Autokovarianz nicht von dem betrachteten Zeitpunkt
t ∈ {1, . . . , n}, sondern nur von dem Zeitabstand h ab.
Die empirische Schätzung der Autokovarianzmatrix wird durch

Σ̂sam(h) =
1

n

n−h∑
t=1

(yt+h − ȳn)(yt − ȳn)T ,

ȳn =
1

n

n∑
t=1

yt

(5.0.1)

berechnet (vgl. Brockwell und Davis, 2009, S. 407ff.). Da es nur sinnvoll ist, die Auto-
kovarianzmatrix zu schätzen, wenn h

n → 0 für n → ∞, treffen wir folgende Annahme:

Annahme 12 Für den Zeitabstand h gilt h = o(n).

Wir wollen nun untersuchen, wie Faktormodelle für die Schätzung der Autokovarianzma-
trix genutzt werden können. Dazu wenden wir das Faktormodell mit stationären Faktoren
aus Abschnitt 2.4 an, die zentralen Annahmen dafür wiederholen wir an dieser Stelle noch
einmal.

Annahme 9 Die Zeitreihe der Faktoren {ft}t≥1 ist stationär und ergodisch. Die Fehler
(ε1, . . . , εn) sind unabhängig identisch verteilt. Die Zeitreihen der Faktoren {ft}t≥1 und
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5. Schätzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell

der Fehler {εt}t≥1 sind unabhängig.
Diese Annahme nutzen wir in Lemma 5.0.1, um die Darstellung der Autokovarianzmatrix
im Faktormodell herzuleiten.

Annahme 10 Der α-Mischungskoeffizient zum Abstand t klingt exponentiell ab: Es
existieren Konstanten r1, C > 0, sodass für alle t ∈ Z+ gilt

α(t) ≤ exp(−Ctr1).

Annahme 11 Es existieren Konstanten r2, b1 > 0 mit 3r−12 + r−11 > 1, sodass für alle
s > 0 und alle i ∈ {1, . . . ,K} gilt

P (|fit| > s) ≤ exp(−(s/b1)
r2).

Diese Annahmen benötigen wir, um in Lemma 5.0.2 die Konvergenzrate der empirischen
Autokovarianz herzuleiten. Hierfür wenden wir wegen der Abhängigkeit der Faktoren das
Resultat aus Merlevède et al. (2009) an.

Lemma 5.0.1 Unter den Annahmen 1 und 9 besitzt die Autokovarianzmatrix im Fak-
tormodell folgende Form

Σn(h) = Bncov(ft+h, ft)B
T
n .

Beweis. Mit der Darstellung des Faktormodells (1.0.1) erhalten wir mithilfe von Annah-
me 1

Σn(h) = cov(yt+h,yt) = E((yt+h − E(yt+h))(yt − E(yt))
T )

= E((Bnft+h + εt+h −BnE(ft+h))(Bnft + εt −BnE(ft))
T )

= E((Bn(ft+h − E(ft+h)) + εt+h)(Bn(ft − E(ft)) + εt)
T )

= E(Bn(ft+h − E(ft+h))(ft − E(ft))
TBT

n + Bn(ft+h − E(ft+h))εTt

+ εt+h(ft − E(ft))
TBT

n + εt+hε
T
t )

= BnE((ft+h − E(ft+h))(ft − E(ft))
T )BT

n + BnE((ft+h − E(ft+h))εTt )

+ E(εt+h(ft − E(ft))
T )BT

n + E(εt+hε
T
t ).

Nach Annahme 9 sind die Fehler und die Faktoren unabhängig, sowie die Fehler über die
Zeit unabhängig. Daher folgt mit Annahme 1

Σn(h) = BnE((ft+h − E(ft+h))(ft − E(ft))
T )BT

n = Bncov(ft+h, ft)B
T
n .

Um die Autokovarianzmatrix mithilfe von n Beobachtungen zu schätzen, setzen wir in
die Darstellung von Lemma 5.0.1 analog zur Kovarianzmatrixschätzung in Abschnitt
2.1 die Kleinste Quadrate Schätzung (2.1.4) für die Matrix der Faktorladungen und die
empirische Autokovarianzmatrix der Faktoren analog zu (5.0.1) ein:

Σ̂n(h) = B̂n ˆcov(ft+h, ft)B̂
T
n . (5.0.2)
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5. Schätzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell

Im Vergleich zur Schätzung der Kovarianzmatrix (2.1.2) wird deutlich, dass hier weniger
Parameter zu schätzen sind, da die Fehler über die Zeit unabhängig sind.
Unser Ziel ist die Analyse des asymptotischen Verhaltens des aus (5.0.2) resultierenden
Schätzfehlers. Diesen betrachten wir unter Ausnutzung von (2.2.9) in folgender Form

Σ̂n(h)−Σn(h) = B̂n ˆcov(ft+h, ft)B̂
T
n −Bncov(ft+h, ft)B

T
n

= (Bn + Cn) ˆcov(ft+h, ft)(Bn + Cn)T −Bncov(ft+h, ft)B
T
n

= Bn( ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft))B
T
n + Bn ˆcov(ft+h, ft)C

T
n

+ Cn ˆcov(ft+h, ft)B
T
n + Cn ˆcov(ft+h, ft)C

T
n . (5.0.3)

Wir werden den Schätzfehler später wieder in der Frobeniusnorm betrachten und benö-
tigen dafür Abschätzungen für ‖ ˆcov(ft+h, ft)‖ und ‖ ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft)‖. Für die
Matrix der Faktorladungen und deren Schätzfehler nutzen wir die Raten aus (2.2.3) und
Lemma D.0.19.

Lemma 5.0.2 Für die empirische Autokovarianzmatrix der Faktoren gilt unter den An-
nahmen 2 und 12

E(‖ ˆcov(ft+h, ft)‖2) = O(n−1(n− h)K2).

Beweis. Wir nutzen die Darstellung der empirischen Autokovarianzmatrix nach (5.0.1)

ˆcov(ft+h, ft) =
1

n

n−h∑
t=1

(ft+h − f̄n)(ft − f̄n)T =
1

n

n−h∑
t=1

(ft+hf
T
t − ft+hf̄

T
n − f̄nf

T
t + f̄nf̄

T
n )

=
1

n

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t −

1

n

n−h∑
t=1

ft+h
1

n
1TXT − 1

n

n−h∑
t=1

1

n
X1fTt +

(n− h)

n

1

n2
X11TXT

und betrachten die Konvergenz dieser vier Summanden getrennt voneinander.

1. 1
n

∑n−h
t=1 ft+hf

T
t

Mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung erhalten wir

E
(
‖ 1

n

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t ‖2

)
=

1

n2
E
( K∑
i=1

K∑
j=1

(
n−h∑
t=1

ft+h,ift,j)
2
)

=
1

n2

K∑
i=1

K∑
j=1

E
(
(
n−h∑
t=1

ft+h,ift,j)
2
)

≤ n− h
n2

K∑
i=1

K∑
j=1

n−h∑
t=1

E(f2t+h,if
2
t,j) ≤

n− h
n2

K∑
i=1

K∑
j=1

n−h∑
t=1

√
E(f4t+h,i)E(f4t,j).

Da die vierten Momente der Faktoren nach Annahme 2 gleichmäßig beschränkt
sind, folgt

E(‖ 1

n

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t ‖2) = O(n−2(n− h)2K2). (5.0.4)
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2. 1
n

∑n−h
t=1 ft+h1

TXT

Wir setzen

1Th+1,n =
(
0 . . . 0 1 . . . 1

)T
.

h h+1 (5.0.5)

Vorbereitend betrachten wir zunächst

‖1h+1,n1
T ‖2 = tr{1h+1,n1

T11Th+1,n} = tr{1Th+1,n1h+1,n1
T1} = (n− h)n. (5.0.6)

Dann gilt mit (B.2.4) und der Rate aus (C.0.19)

E
(
‖ 1

n

n−h∑
t=1

ft+h
1

n
1TXT ‖2

)
= E(‖ 1

n2
X1h+1,n1

TXT ‖2)

≤ 1

n4
E(‖XTX‖2)‖1h+1,n1

T ‖2 =
1

n4
O(n2K2)(n− h)n = O(n−1(n− h)K2).

(5.0.7)

3. 1
n

∑n−h
t=1

1
nX1T fTt

Analog zu (5.0.5) setzen wir 11,n−h =
(
1, . . . , 1, 0, . . . , 0

)T . Dann gilt mit der Rate
aus (C.0.19) und analoger Rechnung zu (5.0.6)

E
(
‖ 1

n

n−h∑
t=1

1

n
X1fTt ‖2

)
= E(‖ 1

n2
X11T1,n−hX

T ‖2) ≤ 1

n4
E(‖XTX‖2)‖11T1,n−h‖2

=
1

n4
O(n2K2)n(n− h) = O(n−1(n− h)K2).

(5.0.8)

4. (n−h)
n

1
n2 X11TXT

Mit der Rate aus (C.0.19) und analoger Rechnung zu (5.0.6) folgt

E(‖(n− h)

n3
X11TXT ‖2) ≤ (n− h)

n6

2

E(‖XTX‖2)‖11T ‖2

=
(n− h)

n6

2

O(n2K2)n2 = O(n−2(n− h)2K2).

(5.0.9)

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung und den Abschätzungen (5.0.4) und (5.0.7) -
(5.0.9)

E(‖ ˆcov(ft+h, ft)‖2) ≤ E(‖ 1

n

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t ‖2) + E(‖ 1

n

n−h∑
t=1

ft+h
1

n
1TXT ‖2)

+ E(‖ 1

n

n−h∑
t=1

1

n
X1fTt ‖2) + E(‖ 1

n
(n− h)

1

n2
X11TXT ‖2)
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= O(n−2(n− h)2K2) +O(n−1(n− h)K2) +O(n−1(n− h)K2) +O(n−2(n− h)2K2)

= O(n−1(n− h)K2),

wegen n− h ≤ n.

Wir bemerken, dass sich die Rate für h = 0 zu O(K2) reduziert. Dies entspricht der Rate
für die empirische Kovarianzmatrix der Faktoren in (C.0.56).
Für das asymptotische Verhalten des Schätzfehlers betrachten wir folgendes Lemma

Lemma 5.0.3 Unter den Annahmen 2 und 9 - 12 existiert ein C > 0, sodass der Schätz-
fehler der empirischen Autokovarianzmatrix der Faktoren für alle n und h mit n > h
gleichmäßig beschränkt ist:

E(‖ ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft)‖2) ≤ C max{([n− h]−1[log(n− h)]K2), (n−1hK2)}.

Beweis.

ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft) =
1

n

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t −

1

n

n−h∑
t=1

ft+hf̄
T
n −

1

n

n−h∑
t=1

f̄nf
T
t +

1

n

n−h∑
t=1

f̄nf̄
T
n

− E(ft+hf
T
t ) + E(ft+h)E(fTt )

=
( 1

n− h
− h

n(n− h)

) n−h∑
t=1

ft+hf
T
t −

1

n

( T∑
t=1

ft −
h∑
t=1

ft
)
f̄Tn −

1

n
f̄n
( T∑
t=1

fTt −
n∑

t=n−h+1

fTt
)

+
(n− h)

n
f̄nf̄

T
n − E(ft+hf

T
t ) + E(ft+h)E(fTt )

=
1

n− h

n−h∑
t=1

(ft+hf
T
t − E(ft+hf

T
t ))− h

n(n− h)

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t − f̄nf̄

T
n +

1

n

h∑
t=1

ftf̄
T
n − f̄nf̄

T
n

+
1

n
f̄n

n∑
t=n−h+1

fTt + f̄nf̄
T
n −

h

n
f̄nf̄

T
n + E(ft+h)E(fTt )

=
1

n− h

n−h∑
t=1

(ft+hf
T
t − E(ft+hf

T
t ))− (f̄nf̄

T
n − E(ft+h)E(fTt ))− h

n(n− h)

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t

+
1

n

h∑
t=1

ftf̄
T
n +

1

n
f̄Tn

n∑
t=n−h+1

fTt −
h

n
f̄nf̄

T
n .

Nun schätzen wir die Normen der Summanden getrennt voneinander ab.

1. 1
n−h

∑n−h
t=1 (ft+hf

T
t − E(ft+hf

T
t ))− (f̄nf̄

T
n − E(ft+h)E(fTt ))

Wegen der Stationarität der Faktoren und Annahme 12 können wir direkt das Er-
gebnis für die empirische Kovarianzmatrix aus Lemma D.0.16 auf die empirische
Autokovarianzmatrix übertragen. Dazu benötigen wir die Annahme der exponenti-
ell abfallenden Tails der Verteilung von den Faktoren und den exponentiell abklin-
genden Mischungskoeffizienten zum Zeitabstand t, um Satz A.3.2 (vgl. Merlevède
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et al. (2009)) anwenden zu können. Wir erhalten die Rate

1

(n− h)2
E(‖

n−h∑
t=1

(ft+hf
T
t − E(ft+hf

T
t ))− (f̄nf̄

T
n − E(ft+h)E(fTt ))‖2)

= O([n− h]−1[log(n− h)]K2).

2. h
n(n−h)

∑n−h
t=1 ft+hf

T
t

Mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung und Annahme 2 erhalten wir

E
(
‖ h

n(n− h)

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t ‖2

)
=

h2

(n− h)2n2

K∑
i=1

K∑
j=1

E
([ n−h∑

t=1

ft+h,ift,j
]2)

≤ h2(n− h)

(n− h)2n2

K∑
i=1

K∑
j=1

n−h∑
t=1

E(f2t+h,if
2
t,j) ≤

h2

(n− h)n2

K∑
i=1

K∑
j=1

n−h∑
t=1

√
E(f4t+h,i)E(f4t,j)

= O(h2n−2K2).

3. 1
n

∑h
t=1 ftf̄

T
n

Wir definieren 11,h analog zu (5.0.5). Dann erhalten wir durch analoge Rechnung
zu (5.0.6) und mit der Rate aus (C.0.19) folgendes Resultat

E(‖ 1

n

h∑
t=1

ftf̄
T
n ‖2) = E(‖ 1

n2
X11,h1

TXT ‖2) ≤ 1

n4
E(‖XTX‖2)‖11,h1

T ‖2

=
1

n4
O(n2K2)nh = O(n−1hK2).

4. 1
n f̄Tn

∑n
t=n−h+1 fTt

Analog zu (5.0.5) definieren wird 1n−h+1,n. Dann erhalten wir mit analoger Rech-
nung zu (5.0.6) und (C.0.19)

E(‖ 1

n
f̄Tn

n∑
t=n−h+1

fTt ‖2) = E(‖ 1

n2
X11Tn−h+1,nX‖2) ≤

1

n4
E(‖XTX‖2)‖11Tn−h+1,n‖2

=
1

n4
O(n2K2)nh = O(n−1hK2).

5. h
n f̄nf̄

T
n

Mit (C.0.19) erhalten wir die Rate

E(‖h
n

f̄nf̄
T
n ‖2) = E(‖ h

n3
X11TXT ‖2) =

h2

n6
E(‖XTX‖2)‖11T ‖2

=
h2

n6
O(n2K2)n2 = O(n−2h2K2).
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Insgesamt erhalten wir dann mithilfe der Dreiecksungleichung

E(‖ ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft)‖2)

≤ 5(E(‖ 1

n− h

n−h∑
t=1

(ft+hf
T
t − E(ft+hf

T
t ))− (f̄nf̄

T
n − E(ft+h)E(fTt ))‖2)

+ E(‖ h

n(n− h)

n−h∑
t=1

ft+hf
T
t ‖2) + E(‖ 1

n

h∑
t=1

ftf̄
T
n ‖2) + E(‖ 1

n
f̄Tn

n∑
t=n−h+1

fTt ‖2)

+ E(‖h
n

f̄nf̄
T
n ‖2))

= O([n− h][log(n− h)]K2) +O(n−2h2K2) +O(n−1hK2) +O(n−1hK2)

+O(n−2h2K2)

= O([n− h][log(n− h)]K2) +O(n−1hK2),

wegen h ≤ n und damit folgt die Behauptung.

Auch hier erhalten wir für h = 0 die gleiche Konvergenzrate, wie in Lemma D.0.16 für
den Schätzfehler der empirischen Kovarianzmatrix.
Wir können nun die Resultate der Lemmata 5.0.2 und 5.0.3 und die Darstellung (5.0.3)
nutzen, um die Asymptotik für die Schätzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell
herzuleiten.

Satz 5.0.4 Unter den Annahmen 2, 6 und 9 - 12 existiert eine Konstante C > 0, sodass
die Schätzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell für alle n und h mit n > h
gleichmäßig beschränkt ist:

E(‖Σ̂n(h)−Σn(h)‖2) = C max{([n−h]−1[log(n−h)]p2K2), (n−1hp2K2), (n−2[n−h]p2K3)}.

Beweis. Mithilfe der Darstellung aus (5.0.3), der Dreiecksungleichung und (B.2.3) schrei-
ben wir

E(‖Σ̂n(h)−Σn(h)‖2) ≤ 4(E(‖Bn( ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft))B
T
n‖2)

+ E(‖Bn ˆcov(ft+h, ft)C
T
n‖2) + E(‖Cn ˆcov(ft+h, ft)B

T
n‖2) + E(‖Cn ˆcov(ft+h, ft)C

T
n‖2))

≤ E(‖Bn‖2‖( ˆcov(ft+h, ft)− cov(ft+h, ft))‖2‖BT
n‖2) + E(‖Bn‖2‖ ˆcov(ft+h, ft)‖2‖CT

n‖2)
+ E(‖Cn‖2‖ ˆcov(ft+h, ft)‖2‖BT

n‖2) + E(‖Cn‖2‖ ˆcov(ft+h, ft)‖2‖CT
n‖2).

Mit den Abschätzungen aus (2.2.3) und den Lemmata D.0.19, 5.0.2 und 5.0.3 folgt

E(‖Σ̂n(h)−Σn(h)‖2) = O([n− h]−1[log(n− h)]p2K2) +O(n−1hp2K2)

+O(n−2[n− h]p2K3) +O(n−3[n− h]p2K4)

= O([n− h]−1[log(n− h)]p2K2) +O(n−1hp2K2) +O(n−2[n− h]p2K3),

wegen K < n.
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Es fällt auf, dass wir für h = 0 im Vergleich mit Satz 2.4.1 zu einer abweichenden Konver-
genzrate kommen. Der Grund dafür ist, dass wir in Lemma C.0.6 für die Abschätzung von
‖Bn ˆcov(f)CT

n‖ den Ausdruck als Produkt behandelt haben, hier aber die Komponenten
von ‖Bn ˆcov(ft+h, ft)C

T
n‖ jeweils einzeln abgeschätzt haben. Dadurch verbleiben die Ra-

ten O(n−1[log n]p2K2) und O(n−1p2K3), die finale Rate wird daher durch max{log n,K}
festgelegt.

Insgesamt ist festzuhalten, dass wir für die Herleitung der Asymptotik bei der Schätzung
der Autokovarianzmatrix im Faktormodell analog zu dem Verfahren bei der Kovarianz-
matrix vorgehen können. Die Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel hergeleitet haben sind
weitgehend konsistent zu denen in Abschnitt 2.4.
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Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit untersucht, wie sich Faktormodelle für die Schätzung von
hochdimensionalen Kovarianzmatrizen eignen. Dabei haben wir die Asymptotik der gän-
gigen Stichprobenkovarianzmatrix mit der Asymptotik der Schätzung der Kovarianzma-
trix aus dem Faktormodell unter verschiedenen Normen verglichen.
Es stellte sich heraus, dass die Dimensionsreduktion des Faktormodells keinen entschei-
denden Vorteil für die Schätzung der Kovarianzmatrix bringt. Bei der Schätzung der
inversen Kovarianzmatrix ist ein deutlicher Vorteil des Schätzers im Faktormodell gegen-
über der Inversen der empirischen Kovarianzmatrix erkennbar.
Diese Resultate wirken sich direkt auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft aus. Wäh-
rend in der Portfolioselektion der Vorteil der Schätzung der Inversen genutzt werden
kann, wird im Risikomanagement eine Schätzung der Kovarianzmatrix benötigt. Für die
von uns untersuchten Anwendungen im Risikomanagement bringt die Anwendung von
Faktormodellen daher keinen entscheidenden Vorteil.

Unsere Untersuchungen bauten anfangs auf der stark vereinfachenden Annahme unab-
hängig identisch verteilter Faktoren im Faktormodell auf. Wir haben gezeigt, dass der
Übergang zu stationären Faktoren, wie sie beispielsweise bei der Nutzung von Zeitreihen
vorliegen, nur geringe Auswirkungen auf die Asymptotik der Kovarianzmatrixschätzung
hat. Unter der Annahme von stationären Faktoren haben wir unsere Untersuchung er-
weitert und neben der Schätzung der Kovarianzmatrix im Faktormodell auch die Auto-
kovarianzmatrix für einen Zeitabstand h > 0 betrachtet.

Eine weitere stark vereinfachende Annahme im Faktormodell ist die Unkorreliertheit der
Fehlerterme. Die Lockerung dieser Annahme, wie sie schon in Chamberlain und Roth-
schild (1984) vorgeschlagen wurde, haben wir in dieser Arbeit nicht verfolgt. Fan et al.
(2011) nutzen in diesem Zusammenhang approximative Faktormodelle, in denen sie die
Annahme treffen, dass die Fehlerkovarianzmatrix im Faktormodell dünn besetzt ist. Für
die Schätzung dieser dünn besetzten Matrix greifen sie auf ein Thresholdverfahren aus
Cai und Liu (2011) zurück. Die zusätzliche Schätzung der Fehlerkovarianzmatrix hat ins-
besondere Auswirkungen auf die Konvergenzraten der Kovarianzmatrix des betrachteten
Portfolios.
Die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse über die verbesserten Schätzer durch Ver-
wendung von Faktormodellen könnten daher mit einer weiteren Studie unter Berücksich-
tigung von korrelierten Fehlertermen verglichen werden.
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A. Hilfssätze und Beweise

A.1. Kovarianzmatrizen
Lemma A.1.1 Sei x ∈ Rp ein Zufallsvektor und x1, . . . ,xn eine unabhängig identisch verteilte
Stichprobe von x. Dann besitzt die Stichprobenkovarianzmatrix ˆcov(X) von X = (x1, . . . ,xn) ∈
R
p×n die Darstellung

ˆcov(X) =
1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT . (A.1.1)

Beweis.

ˆcov(X) =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

=
1

n− 1

n∑
i=1

(xix
T
i − xix̄

T − x̄xTi + x̄x̄T )

=
1

n− 1

n∑
i=1

xix
T
i − nx̄x̄T − nx̄x̄T + nx̄x̄T

=
1

n− 1
(XXT − nx̄x̄T )

=
1

n− 1
(XXT − n 1

n
X1

1

n
1TXT ) =

1

n− 1
(XXT − 1

n
X11TXT )

=
1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT .

Lemma A.1.2 Sei x = (x1, . . . , xp)
T ein Zufallsvektor mit max1≤i≤pE(x4i ) ≤ C für eine

Konstante C > 0. Sei x1, . . . ,xn eine unabhängig identisch verteilte Stichprobe von x und
X = (x1, . . . ,xn) ∈ R

p×n. Dann gilt für die Stichprobenkovarianzmatrix von X in der Dar-
stellung (A.1.1) folgende Aussage

E(‖ ˆcov(X)− cov(x)‖2) = O(n−1p2).

Beweis. Wir bezeichnen die Komponenten der Stichprobenkovarianzmatrix mit ˆcov(xi, xj) :=
1

n−1
∑n
k=1 xkixkj −

1
n(n−1)

∑n
k=1 xki

∑n
l=1 xlj für i, j = 1, . . . , p. Dann gilt für die Konvergenz im

quadratischen Mittel

E(‖ ˆcov(X)− cov(x)‖2) = E
( p∑
i=1

p∑
j=1

[ ˆcov(xi, xj)− cov(xi, xj)]
2
)
. (A.1.2)
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In dieser Darstellung betrachten wir nun einen beliebigen Summanden für i, j = 1, . . . , p und
führen eine Abschätzung mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung durch

E([ ˆcov(xi, xj)− cov(xi, xj)]
2)

= E
([ 1

n− 1

n∑
k=1

xkixkj − E(xixj)− (
1

n(n− 1)

n∑
k=1

xki

n∑
l=1

xlj − E(xi)E(xj))
]2)

≤ 2E
([ 1

n− 1

n∑
k=1

xkixkj − E(xixj)
]2)

+ 2E
([ 1

n(n− 1)

n∑
k=1

xki

n∑
l=1

xlj − E(xi)E(xj)
]2)

,

=: 2A1 + 2A2.

(A.1.3)

Wegen der gleichmäßig beschränkten vierten Momente sind mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung

E(x2i ) ≤
√
E(x4i )

auch die zweiten Momente der Komponenten gleichmäßig beschränkt.
Wir betrachten nun A1. Mit 1

n−1 = 1
n + 1

n(n−1) und der Cauchy–Schwarz-Ungleichung gilt

A1 = E
(
[

1

n− 1

n∑
k=1

xkixkj − E(xixj)]
2
)

= E
(
[
1

n

n∑
k=1

(xkixkj − E(xixj)) +
1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)

≤ 2E
(
[
1

n

n∑
k=1

(xkixkj − E(xixj))]
2
)

+ 2E
(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)

=
2

n2
E
(
[

n∑
k=1

(xkixkj − E(xixj))]
2
)

+ 2E
(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)
.

Die (xkixkj−E(xixj)) sind unabhängig identisch verteilte zentrierte Zufallsvariablen, daher folgt
weiter

A1 ≤
2

n2
var
( n∑
k=1

(xkixkj − E(xixj))
)

+ 2E
(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)

=
2

n
var((x1ix1j − E(xixj))) + 2E

(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)

=
2

n
E([x1ix1j − E(xixj)]

2) + 2E
(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)

=
2

n
(E(x21ix

2
1j)− [E(xixj)]

2) + 2E
(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)

≤ 2

n
E(x21ix

2
1j) + 2E

(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xkixkj ]
2
)
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und mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung schätzen wir ab durch

A1 ≤
2

n

√
E(x41i)E(x41j) +

2n

n2(n− 1)2

n∑
k=1

E(x2kix
2
kj)

≤ 2

n

√
E(x41i)E(x41j) +

2

n(n− 1)2

n∑
k=1

√
E(x4ki)E(x4kj).

Da die vierten Momente nach Voraussetzung gleichmäßig beschränkt sind, folgt

A1 = O(n−1) +O(n−2) = O(n−1).

Nun betrachten wir A2 mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung. Wegen 1
n(n−1) = 1

n2 + 1
n2(n−1)

gilt

A2 = E
(
[

1

n(n− 1)

n∑
k=1

xki

n∑
l=1

xlj − E(xi)E(xj)]
2
)

= E
(
[

1

n2

n∑
k=1

n∑
l=1

(xkixlj − E(xi)E(xj)) +
1

n2(n− 1)

n∑
k=1

n∑
l=1

xkixlj ]
2
)

≤ 2E
(
[

1

n2

n∑
k=1

n∑
l=1

(xkixlj − E(xi)E(xj))]
2
)

+ 2E
(
[

1

n2(n− 1)

n∑
k=1

n∑
l=1

xkixlj ]
2
)

=: 2A3 + 2A4.

Wir schätzen zunächst A4 durch die Cauchy–Schwarz-Ungleichung ab:

A4 =
1

n4(n− 1)2
E
(
[

n∑
k=1

n∑
l=1

xkixlj ]
2
)
≤ n2

n4(n− 1)2

n∑
k=1

n∑
l=1

E(x2kix
2
lj)

=
n2

n4(n− 1)2

( n∑
k=1

E(x2kix
2
kj) +

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

E(x2ki)E(x2lj)
)

≤ n2

n4(n− 1)2

( n∑
k=1

√
E(x4ki)E(x4kj) +

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

E(x2ki)E(x2lj)
)
.

Wegen der gleichmäßig beschränkten zweiten und vierten Momente erhalten wir

A4 = O(n−2).

Wir kommen nun zur Abschätzung von A3.

E
(
[

1

n2

n∑
k=1

n∑
l=1

(xkixlj − E(xi)E(xj))]
2
)

=
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
m=1

n∑
o=1

E((xkixlj − E(xi)E(xj))(xmixoj − E(xi)E(xj))). (A.1.4)

Jeden dieser n4 Summanden können wir einer der folgenden sieben Darstellungen zuordnen, die
wir nun getrennt voneinander mithilfe der zweiten und vierten Momente der xi, i = 1, . . . , p
abschätzen.
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1. Für k 6= l 6= m 6= o gilt, da die Stichprobe unabhängig identisch verteilt ist

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

n∑
o=1

o/∈{k,l,m}

E((xkixlj − E(xi)E(xj))(xmixoj − E(xi)E(xj)))

=
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

n∑
o=1

o/∈{k,l,m}

(E(xkixljxmixoj)− E(xkixlj)E(xi)E(xj)

− E(xi)E(xj)E(xmixoj) + E(xi)
2E(xj)

2)

=
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

n∑
o=1

o/∈{k,l,m}

(E(xki)E(xlj)E(xmi)E(xoj)− E(xki)E(xlj)E(xi)E(xj)

− E(xi)E(xj)E(xmi)E(xoj) + E(xi)
2E(xj)

2) = 0.

Für die Abschätzungen der anderen Summanden schätzen wir die Darstellung aus (A.1.4) ab
durch

A3 ≤
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
m=1

n∑
o=1

(E(xkixljxmixoj) + E(xi)
2E(xj)

2).

2. Für k = l = m = o gilt mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung und den gleichmäßig
beschränkten zweiten und vierten Momenten

1

n4

n∑
k=1

(E(x2kix
2
kj) + E(xi)

2E(xj)
2) ≤ 1

n4

n∑
k=1

(√
E(x4ki)E(x4lj) + E(x2i )E(x2j )

)
= O(n−3).

3. Da die Stichprobe unabhängig identisch verteilt ist, gilt für k = m und l = o mithilfe der
Jensen-Ungleichung und der Annahme an die vierten Momente

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

(E(x2kix
2
lj) + E(xi)

2E(xj)
2) =

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

(E(x2ki)E(x2lj) + E(xi)
2E(xj)

2)

≤ 1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

(E(x2ki)E(x2lj) + E(x2i )E(x2j )) = O(n−2).

4. Für k = l und m = o gilt analog mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung und der Annahme
an die vierten Momente

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

(E(xkixkjxlixlj) + E(xi)
2E(xj)

2) =
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

(E(xkixkj)E(xlixlj) + E(xi)
2E(xj)

2)

≤ 1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

(√
E(x2ki)E(x2kj)E(x2li)E(x2lj) + E(x2i )E(x2j )

)
= O(n−2).

5. Für k = m = l 6= o oder k = m = o 6= l folgt wieder mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung
und der Annahme an die vierten Momente

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

(E(xkixkjxkixlj) + E(xi)
2E(xj)

2) =
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

(E(x2kixkj)E(xlj) + E(xi)
2E(xj)

2)
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≤ 1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

(√
E(x4ki)E(x2kj)E(x2lj) + E(x2i )E(x2j )

)
= O(n−2).

Wegen der gleichmäßig beschränkten zweiten und vierten Momente gilt diese Rechnung
analog für die Fälle l = o = k 6= m und l = o = m 6= k:

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

(E(xkixkjxlixkj) + E(xi)
2E(xj)

2) = O(n−2).

6. Für k = m 6= o 6= l gilt mithilfe der Jensen-Ungleichung, der Annahme an die vierten
Momente und da die Stichprobe unabhängig identisch verteilt ist

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(E(x2kixljxmj) + E(xi)
2E(xj)

2)

=
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(E(x2ki)E(xlj)E(xmj) + E(xi)
2E(xj)

2)

≤ 1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(E(x2ki)E(x2j ) + E(x2i )E(x2j )) = O(n−1).

Wegen der gleichmäßig beschränkten zweiten Momente gilt dieses Ergebnis auch für den
Fall o = l 6= m 6= k:

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(E(xkixlix
2
mj) + E(xi)

2E(xj)
2) = O(n−1).

7. Für k = l 6= m 6= o oder k = o 6= l 6= m gilt mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung und
den beschränkten vierten Momenten

1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l 6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(E(xkixkjxlixmj) + E(xi)
2E(xj)

2)

=
1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(E(xkixkj)E(xli)E(xmj) + E(xi)
2E(xj)

2)

≤ 1

n4

n∑
k=1

n∑
l=1
l6=k

n∑
m=1

m/∈{k,l}

(√
E(x2ki)E(x2kj)E(x2li)E(x2mj) + E(x2i )E(x2j )

)
= O(n−1).

Insgesamt erhalten wir für A3 in (A.1.4) die Rate O(n−1) und für (A.1.3) folgt mit den Abschät-
zungen A1, A3 und A4

E([ ˆcov(xi, xj)− cov(xi, xj)]
2) = O(n−1).
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Wegen der gleichmäßig beschränkten Momente sind in dieser Abschätzung die Schranken unab-
hängig von i und j. Daher gilt das Resultat gleichmäßig für alle Summanden in der Darstellung
(A.1.2):

E(‖ ˆcov(X)− cov(x)‖2) = E
( p∑
i=1

p∑
j=1

[ ˆcov(xi, xj)− cov(xi, xj)]
2
)

= O(n−1p2).

A.2. Bedingte Erwartungen
Lemma A.2.1 Seien X und Y integrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,A, P ) und sei C eine σ−Algebra mit C ⊆ A. Weiterhin sei auch XY integrierbar.
Wir bezeichnen die Bedingte Erwartung von X unter C als E(X|C). Dann gelten folgende Eigen-
schaften (vgl. Bauer, 2002, S.120)

E(E(X|C)) = E(X). (A.2.1)
E(aX + bY |C) = aE(X|C) + bE(Y |C) fast sicher für a, b ∈ R. (A.2.2)

E(XY |C) = XE(Y |C) fast sicher, falls X messbar bezüglich C ist. (A.2.3)

Mithilfe dieser Eigenschaften kann die Varianz einer quadratintegrierbaren Zufallsvariable X
geschrieben werden als

var(X) = E(var(X|C)) + var(E(X|C)). (A.2.4)

Beweis. Es gilt

var(X) = E([X − E(X)]2) =
(A.2.1)

E(E([X − E(X)]2|C))

= E(E([X − E(X|C) + E(X|C)− E(X)]2|C))

= E(E([X − E(X|C)]2|C) + 2E([X − E(X|C)][E(X|C)− E(X)]|C)

+ E([E(X|C)− E(X)]2|C)) =: E(A1 + 2A2 +A3).

Mit der Linearität der Bedingten Erwartung nach (A.2.2) gelten

E(A1) = E(E([X − E(X|C)]2|C)) = E(var(X|C)),

E(A2) = E(E([X − E(X|C)][E(X|C)− E(X)]|C))

=
(A.2.3)

E([E(X|C)− E(X)]E(X − E(X|C)|C))

=
(A.2.2)

E([E(X|C)− E(X)][E(X|C)− E(E(X|C)|C)])

=
(A.2.1)

E([E(X|C)− E(X)][E(X|C)− E(X|C)]) = 0

und

E(A3) = E(E([E(X|C)− E(X)]2|C))
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=
(A.2.1)

E(E([E(X|C)− E(E(X|C))]2|C))

= E(var(E(X|C))|C) = var(E(X|C)).

Damit folgt die Behauptung.

A.3. Exponentielle Ungleichungen
Lemma A.3.1 Seien Z1, Z2 Zufallsvariablen, für die Konstanten r1, r2 ∈ (0, 1) und b1, b2 > 0
existieren, sodass für alle s > 0 gilt

P (|Zi| > s) ≤ exp(1− (s/bi)
ri), i = 1, 2.

Dann gilt für ein r3 und ein b3 > 0

P (|Z1Z2| > s) ≤ exp(1− (s/b3)r3)

für alle s > 0.

Beweis. (Vgl. Fan et al., 2011, Lemma A.2) Wir setzen für alle s > 0

b := b1b2,

r :=
r1r2
r1 + r2

und

M :=
(sbr2/r12

b1

) r1
r1+r2

= s
r1

r1+r2 b
r2

r1+r2
2 b

− r1
r1+r2

1 .

Wir zeigen, dass P (|Z1Z2| > s) ≤ P (M |Z1| > s) + P (|Z2| > M).
Um den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit anwenden zu können, nehmen wir die Zerlegung
|Z2| > M und |Z2| ≤ M vor. Wegen {|Z1Z2| > s ∩ |Z2| > M} ⊆ {|Z2| > M} und {|Z1Z2| >
s ∩ |Z2| ≤M} ⊆ {M |Z1| > s} gilt

P (|Z1Z2| > s) = P (|Z1Z2| > s, |Z2| > M) + P (|Z1Z2| > s, |Z2| ≤M)

≤ P (|Z2| > M) + P (M |Z1| > s). (A.3.1)

Nun setzen wir die Voraussetzung des Lemmas ein und erhalten

P (|Z1Z2| > s) ≤ exp
(
1−

(M
b2

)r2)
+ exp

(
1−

( s

Mb1

)r1)
= exp

(
1− s

r1r2
r1+r2 b

r22
r1+r2
2 b

− r1r2
r1+r2

1

br22

)
+ exp

(
1− sr1

s
r21

r1+r2 b
r1r2

r1+r2
2 b

− r21
r1+r2

1 br11

)

= exp
(

1− s
r1r2

r1+r2 b
− r1r2

r1+r2
2 b

− r1r2
r1+r2

1

)
+ exp

(
1− s

r1r2
r1+r2

b
r1r2

r1+r2
2 b

r1r2
r1+r2
1

)
= 2 exp

(
1− (

s

b
)r
)
. (A.3.2)
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Sei nun 0 < r3 < r und b3 > max
{

( r3r )
1
r b, (1 + log 2)

1
r b
}
≥ b.

Wir setzen F (s) := ( sb )r − ( sb3 )r3 und zeigen, dass F (s) für s > b3 monoton wachsend ist. Dazu
betrachten wir die erste Ableitung von F (s):

F ′(s) =
rsr−1

br
− r3s

r3−1

br33
=
r

s
(
s

b
)r − r3

s
(
s

b3
)r3 ≥ r

s
(
s

b
)r − r

s
(
s

b3
)r ≥ 0,

da b3 ≥ b ist.
Daher folgt für s > b3 auch F (s) > F (b3). Es gilt

F (b3) = (
b3
b

)r − (
b3
b3

)r3 = (
b3
b

)r − 1 > max{(
( r3r )

1
r b

b
)r − 1, (

(1 + log 2)
1
r b

b
)r − 1}

= max{r3
r
, 1 + log 2} − 1 = log 2,

wegen r3 < r. Daher folgt F (s) > F (b3) > log 2.

1. Fall: s > b3: Wir nutzen (A.3.1) und setzen ( sb )r = F (s) + ( sb3 )r3 in (A.3.2) ein:

P (|Z1Z2| > s) ≤ 2 exp
(
1− (

s

b
)r
)

= 2 exp
(
1− (F (s) + (

s

b3
)r3)

)
≤ 2 exp

(
1− log 2− (

s

b3
)r3
)

= exp
(
1− (

s

b3
)r3
)
.

Damit haben wir für diesen Fall die Behauptung des Lemmas gezeigt.
2. Fall: s ≤ b3. Wir betrachten exp(1− ( sb3 )r3).
Falls s = b3: exp(1− ( sb3 )r3) = exp(0) = 1.
Falls s < b3: exp(1− ( sb3 )r3) ∈ (exp(0), exp(1))>1.
Wegen P (|Z1Z2| > s) ≤ 1 folgt daraus:

P (|Z1Z2| > s) ≤ exp
(
1− (

s

b3
)r3
)
.

Also folgt die Behauptung für alle s > 0.

Satz A.3.2 (Vgl. Merlevède et al., 2009, Theorem 1, Remark 1)
Seien (Xj)j∈Z reelle, zentrierte Zufallsvariablen mit

sup
k>0

P (|Xk| > t) ≤ exp(1− tγ1), für t > 0, γ1 > 0,

die die starke Mischungseigenschaft erfülllen, sodass Konstanten γ2 > 0 und c > 0 existieren mit

α(n) ≤ exp(−cnγ2) für alle n > 0.

Sei 1
γ := 1

γ1
+ 1

γ2
<1, dann existieren für alle n ≥ 4 positive Konstanten C1, C2, C3, C4, C5, die

abhängig von c, γ1 und γ2 sind, sodass für alle x > 0

P
(

sup
j≤n
|Sj | > x

)
≤ n exp

(
− xγ

C1

)
+ exp

(
− x2

C2(1 + nC3)

)
+ exp

(
− x2

C4n
exp

( xγ(1−γ)

C5(log x)γ
))

gilt, wobei Sn := X1 + . . .+Xn.

Beweis. Für den Beweis siehe Merlevède et al. (2009).
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B. Lineare Algebra

B.1. Spureigenschaften
Lemma B.1.1 Wir betrachten Matrizen A und B in den Dimensionen, sodass die folgenden
Matrixoperationen jeweils definiert sind. Dann gelten folgende Spureigenschaften (vgl. Kollo und
von Rosen (2005, Prop. 1.1.4 und 1.2.3), Bernstein (2009, Lemma 8.4.12)):

tr{AB} = tr{BA} (B.1.1)
tr{aA + bB} = a · tr{A}+ b · tr{B} a,b ∈ R (B.1.2)

tr{A} = rg(A), falls A idempotent (B.1.3)

tr{ATA} = 0⇐⇒ A = 0 (B.1.4)

tr{AT } = tr{A} (B.1.5)

tr{AAT } =

m∑
i=1

n∑
j=1

a2ij , A ∈ Rm×n (B.1.6)

xTAx = tr{AxxT } (B.1.7)

tr{Ak} =

n∑
i=1

λki (A) für A ∈ Rn×n. (B.1.8)

Für symmetrische Matrizen A,B,C, mit A ≤ C und C ≥ 0 gilt

tr{AC} ≤ tr{BC}. (B.1.9)

B.2. Normen
Definition B.2.1 (Frobeniusnorm) Für eine Matrix A = (aij) ∈ Rq×p ist die Frobeniusnorm
definiert als

‖A‖ = [tr{AAT }] 1
2 =

[ q∑
i=1

p∑
j=1

|aij |2
] 1

2

. (B.2.1)

Falls A eine symmetrische p× p Matrix ist, so gilt

‖A‖ =
[ p∑
i=1

λi(A)2
] 1

2

. (B.2.2)

Diese Identität folgt direkt durch Einsetzen von (B.1.8) in die Definition.

Eigenschaften der Frobeniusnorm
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Lemma B.2.2 Für eine q × r Matrix A1 und eine r × q Matrix A2 gilt

|tr{A1A2}| ≤ ‖A1‖‖A2‖ und ‖A1A2‖ ≤ ‖A1‖‖A2‖. (B.2.3)

Insbesondere gilt für eine q × r Matrix A1 und eine r × r Matrix A2

|tr{A1A2A
T
1 }| ≤ ‖AT

1 A1‖‖A2‖ und ‖A1A2A
T
1 ‖ ≤ ‖AT

1 A1‖‖A2‖. (B.2.4)

Beweis. Nach (B.1.1), (B.1.2), (B.1.4) und (B.1.6) können wir durch < A1,A2 >:= tr{A1A
T
2 }

ein Skalarprodukt definieren, für das dann auch die Cauchy–Schwarz-Ungleichung gilt. Dann
folgt mit (B.1.1)

|tr{A1A2}| ≤ [tr{AT
1 A1}]

1
2 [tr{AT

2 A2}]
1
2 = [tr{A1A

T
1 }]

1
2 [tr{A2A

T
2 }]

1
2

= ‖A1‖‖A2‖.

Weiterhin gilt wegen der Submultiplikativität der Frobeniusnorm (Vgl. Bernstein, 2009, Prop.
9.3.5.)

‖A1A2‖ ≤ ‖A1‖‖A2‖.

Insbesondere folgen damit auch

|tr{A1A2A
T
1 }| = |tr{AT

1 A1A2}| ≤ ‖AT
1 A1‖‖A2‖

und

‖A1A2A
T
1 ‖ = [tr{A1A2A

T
1 A1A

T
2 AT

1 }]
1
2 ≤

(B.2.4)
‖AT

2 AT
1 A1A2‖

1
2 ‖AT

1 A1‖

≤
(B.2.4)

‖A2A
T
2 ‖

1
2 ‖AT

1 A1‖
1
2 ‖AT

1 A1‖
1
2 ≤

(B.2.3)
‖A2‖

1
2 ‖AT

2 ‖
1
2 ‖AT

1 A1‖

=
(B.1.5)

‖A2‖‖AT
1 A1‖.

Definition B.2.3 (Spektralnorm) Für Matrizen A ∈ Rm×n ist die Spektralnorm definiert als

‖A‖S := [λmax(ATA)]
1
2 .

Für symmetrische Matrizen ergibt sich daraus

‖A‖S = |λmax(A)|.

Definition B.2.4 (p-Normen) Für Vektoren x ∈ R
n ist die p-Norm von x für 1 ≤ p ≤ ∞

definiert als

‖x‖p :=

{
[
∑n
i=1 |xi|p]

1
p 1 ≤ p <∞

max1≤i≤n |xi| p =∞.
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Beziehung zwischen der Frobeniusnorm und der Spektralnorm
Zwischen der Frobeniusnorm und der Spektralnorm gilt für zwei Matrizen A1 ∈ R

n×m und
A2 ∈ Rm×l folgende Beziehung:

‖A1A2‖S ≤ ‖A1A2‖ ≤ ‖A1‖S‖A2‖ ≤ ‖A1‖‖A2‖. (B.2.5)

(Vgl. Bernstein, 2009, Cor. 9.3.7.)

Für die Spur eines Matrixprodukts von A1,A2 ∈ Rn×n, wobei A1 symmetrisch und A2 positiv
semidefinit sei, gilt

tr{A1A2} ≤ λmax(A1)tr{A2} = ‖A1‖Str{A2}. (B.2.6)

(Vgl. Bernstein, 2009, Fact 5.12.7)

Eigenschaften der p−Normen
Für 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ gilt

‖x‖∞ ≤ ‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ ‖x‖1. (B.2.7)

(Vgl. Bernstein, 2009, S.544f.)

B.3. Matrixtheorie
Sherman-Morrison-Woodbury Formel
Für Matrizen A ∈ R

n×n, B ∈ R
n×m, C ∈ R

m×n und D ∈ R
m×m gilt: Falls A, D − CA−1B

und D nichtsingulär sind, dann ist A−BD−1C nichtsingulär und es gilt die Sherman-Morrison-
Woodbury Formel

(A−BD−1C)−1 = A−1 + A−1B(D−CA−1B)−1CA−1. (B.3.1)

(Vgl. Bernstein, 2009, Cor. 2.8.8)

Gleichungen und Ungleichungen für Inverse Matrizen
Für n× n Matrizen A1 und A2, mit A1 + A2 nichtsingulär, gilt

A1(A1 +A2)−1A2 = A2(A1 +A2)−1A1 = A1−A1(A1 +A2)−1A1 = A2−A2(A1 +A2)−1A2.
(B.3.2)

(Vgl. Bernstein, 2009, Fact 2.16.13)

Wir betrachten nun zwei Matrizen A1,A2 ∈ Rn×n. Falls A1 nichtsingulär ist und ‖A−11 A2‖ < 1
gilt, dann ist A1 + A2 nichtsingulär und es gilt

‖(A1 + A2)−1 −A−11 ‖ ≤
‖A2‖‖A−11 ‖2

1− ‖A−11 A2‖
. (B.3.3)

(Vgl. Golub und Van Loan, 1989, Theorem 2.3.4).
Insbesondere kann hierbei auch die Abschätzung durch die Spektralnorm nach (B.2.5) genutzt
werden, sodass folgt

‖(A1 + A2)−1 −A−11 ‖ ≤
‖A2‖‖A−11 ‖2S

1− ‖A−11 ‖S‖A2‖
. (B.3.4)
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B.4. Eigenwerte
Ungleichungen
Sei A eine n× n Matrix mit den Eigenwerten λ1(A), . . . , λn(A). Falls A symmetrisch ist, gilt

λmin(A)In ≤ A ≤ λmax(A)In. (B.4.1)

(Vgl. Bernstein, 2009, Cor. 8.4.2).

Für symmetrische n× n Matrizen A1 und A2 mit A1 ≤ A2 gilt für i = 1, . . . , n:

λi(A1) ≤ λi(A2). (B.4.2)

(Vgl. Bernstein, 2009, Theorem 8.4.9).

B.5. Hutmatrix
Für die Hutmatrix aus dem Linearen Modell gilt folgendes Lemma

Lemma B.5.1 Die Hutmatrix H ist fast sicher idempotent mit

tr{H2} = tr{H} = K (B.5.1)

und es gilt

‖H‖S = O(1). (B.5.2)

Beweis. H ist idempotent, da

H = XT (XXT )−1X

und

H2 = HH = XT (XXT )−1XXT (XXT )−1X = XT (XXT )−1X = H

gilt. Für die Spur der Hutmatrix folgt mit (B.1.1)

tr{H} = tr{XT (XXT )−1X} = tr{XXT (XXT )−1} = tr{IK} = K.

Die Eigenwerte von symmetrischen idempotenten Matrizen nehmen nur die Werte 0 und 1 an
(vgl. Kollo und von Rosen, 2005, Prop. 1.2.3). Daher gilt für die Hutmatrix die Aussage (B.5.2).
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C. Herleitung der Konvergenzraten für
Abschnitt 2.3

Wir beweisen nun die Konvergenzraten der einzelnen Komponenten des Faktormodells und der
Zerlegungen (2.2.13) und (2.2.14), die für die Gesamtabschätzungen in Abschnitt 2.3 nötig sind.
Wir beginnen mit dem Schätzfehler der Kovarianzmatrixschätzung für die Faktoren.

Lemma C.0.2 Für den Schätzfehler Dn der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren f gilt
unter den Annahmen 2, 6 und 8

E(‖Dn‖2) = O(n−1K2).

Beweis. Nach Annahme 8 sind die f1, . . . , fn unabhängigig identisch verteilt und nach Annahme
2 besitzen die Komponenten von f gleichmäßig beschränkte vierte Momente. Dann folgt das
Resultat durch Anwendung von Lemma A.1.1.

Mithilfe dieser Abschätzung betrachten wir nun den Term BnDnBT aus (2.2.13) und (2.2.14) in
den beiden Normen (B.2.1) und (2.2.4).

Lemma C.0.3 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten folgende Aussagen:

E(‖BnDnBT
n‖2) = O(n−1p2K2) (C.0.1)

und

E(‖BnDnBT
n‖2Σn

) = O(n−1p−1K2). (C.0.2)

Beweis. Für die Abschätzung in der Frobeniusnorm genügt es, die einzelnen Komponenten ab-
zuschätzen.
Wir nutzen dazu (2.2.3), die Eigenschaft (B.2.3) und die Spureigenschaften aus Kapitel B.1:

‖BT
nBn‖ = ‖BnBT

n‖ ≤ ‖Bn‖‖BT
n‖ = ‖Bn‖2 = O(p). (C.0.3)

Mit diesem Resultat und Lemma C.0.2 schätzen wir (C.0.1) ab durch

E(‖BnDnBT
n‖2) = E(tr{[BnDnBT

n ]2}) ≤
(B.2.4)

E(‖BT
nBn‖2‖Dn‖2)

= ‖BT
nBn‖2E(‖Dn‖2) = O(p2)O(n−1K2) = O(n−1p2K2).

Für die zweite Aussage des Lemmas nutzen wir eine Abschätzung für ‖BT
nΣ−1n Bn‖S und die

Abschätzung für den Schätzfehler der Kovarianzmatrix der Faktoren aus Lemma C.0.2.
Für die Inverse der Kovarianzmatrix nutzen wir die Darstellung aus (2.2.15):

Σ−1n = Σ−10 −Σ−10 Bn[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1BT

nΣ−10 .
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Nach (B.3.2) gilt mit A1 := BT
nΣ−10 Bn und A2 := cov(f)−1:

BT
nΣ−1n Bn = BT

nΣ−10 Bn −BT
nΣ−10 Bn[cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1BT
nΣ−10 Bn

= cov(f)−1 − cov(f)−1[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1cov(f)−1

und daher folgt mit der Dreiecksungleichung

‖BT
nΣ−1n Bn‖S ≤ ‖cov(f)−1‖S + ‖cov(f)−1[cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1cov(f)−1‖S . (C.0.4)

Die Matrix cov(f)−1 ist symmetrisch positiv definit und BT
nΣ−10 Bn ist symmetrisch positiv

semidefinit. Somit gilt

BT
nΣ−10 Bn = BT

nΣ−10 Bn + cov(f)−1 − cov(f)−1 ≥ 0

⇒ BT
nΣ−10 Bn + cov(f)−1 ≥ cov(f)−1

⇒ [BT
nΣ−10 Bn + cov(f)−1]−1 ≤ cov(f).

Insbesondere folgt also

cov(f)−1[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1cov(f)−1 ≤ cov(f)−1cov(f)cov(f)−1 = cov(f)−1

und mit (B.4.2)

‖cov(f)−1[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1cov(f)−1‖S ≤ ‖cov(f)−1‖S .

Damit genügt es für die Abschätzung von (C.0.4), den Ausdruck ‖cov(f)−1‖S zu betrachten.
Nach (2.2.6) gilt ‖cov(f)−1‖S = O(1) und damit folgt direkt

‖BT
nΣ−1n Bn‖S = O(1). (C.0.5)

Für (C.0.2) gilt damit die Abschätzung

E(‖BnDnBT
n‖2Σn

) =
1

p
E(‖Σ−

1
2

n BnDnBT
nΣ
− 1

2
n ‖2)

=
1

p
E(tr{Σ−

1
2

n BnDnBT
nΣ
− 1

2
n Σ

− 1
2

n BnDnBT
nΣ
− 1

2
n })

=
1

p
E(tr{Σ−

1
2

n Σ
− 1

2
n BnDnBT

nΣ−1n BnDnBT
n}) =

1

p
E(tr{[DnBT

nΣ−1n Bn]2})

≤
(B.2.3)

1

p
E(‖DnBT

nΣ−1n Bn‖2) ≤
(B.2.5)

1

p
E(‖Dn‖2)‖BT

nΣ−1n Bn‖2S .

Dann folgt mit Lemma C.0.2 und (C.0.5)

E(‖BnDnBT
n‖2Σn

) =
1

p
(O(n−1K2)O(1)) = O(n−1p−1K2).

Lemma C.0.4 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten

E(‖Cn ˆcov(f)CT
n‖2) = O(n−2p2K) (C.0.6)

und

E(‖Cn ˆcov(f)CT
n‖2Σn

) = O(n−2pK). (C.0.7)
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Beweis. Für diesen Beweis ist es sinnvoll, statt der einzelnen Komponenten den abzuschätzenden
Ausdruck als Produkt zu betrachten. Wegen der Darstellungen nach (2.2.9) und (2.1.3) verein-
facht sich die Darstellung und wir zeigen, dass für die beiden resultierenden Summanden die
gleiche Konvergenzrate gilt. Wir nutzen die Cauchy–Schwarz-Ungleichung und schreiben

E(tr{[Cn ˆcov(f)CT
n ]2})

= E(tr{[EXT (XXT )−1(
1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT )(XXT )−1XET ]2})

= E(tr{[ 1

n− 1
EXT (XXT )−1XXT (XXT )−1XET

− 1

n(n− 1)
EXT (XXT )−1X11TXT (XXT )−1XET ]2})

= E(tr{[ 1

n− 1
EHET − 1

n(n− 1)
EH11THET ]2})

≤ 2E(tr{ 1

(n− 1)2
[EHET ]2 +

1

n2(n− 1)2
[EH11THET ]2})

=
2

(n− 1)2
E(‖EHET ‖2) +

2

n2(n− 1)2
E(‖EH11THET ‖2) =:

2

(n− 1)2
A1 +

2

n2(n− 1)2
A2.

Wir betrachten die Matrix von A1 und schreiben ihre Norm geeignet in vier Summanden um,
um diese jeweils einzeln abzuschätzen:

EHET =
(
ε1, . . . , εn

)H11 . . . H1n

...
. . .

...
Hn1 . . . Hnn


ε

T
1
...
εTn

 =
(
ε1, . . . , εn

)
∑n
j=1H1jε

T
j

...∑n
j=1Hnjε

T
j


=

n∑
i=1

n∑
j=1

Hijεiε
T
j . (C.0.8)

Für A1 schreiben wir durch Anwendung der iterierten Erwartung

A1 = E(‖EHET ‖2) = E(tr{[EHET ]2}) =
(C.0.8)

E(tr{[
n∑
i=1

n∑
j=1

Hijεiε
T
j ]2})

= E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1

Hijεiε
T
j

n∑
k=1

n∑
l=1

Hklεkε
T
l })

= E(E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1

Hijεiε
T
j

n∑
k=1

n∑
l=1

Hklεkε
T
l }|X))

= E(tr{E(

n∑
i=1

n∑
j=1

Hijεiε
T
j

n∑
k=1

n∑
l=1

Hklεkε
T
l |X)}).

Die Summanden dieser Darstellung können wir je nach Indices in fünf Mengen einteilen:

1. i = j = k = l: {E(H2
ii[εiε

T
i ]2|X), i = 1, . . . , n},

2. i = j, k = l, i 6= k: {E(HiiHjjεiε
T
i εjε

T
j |X), i, k = 1, . . . , n, i 6= k}

3. i = k, j = l, i 6= j: {E(H2
ij [εiε

T
j ]2|X) i, j = 1, . . . , n i 6= j}
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4. i = l, j = k, i 6= j: {E(HijHjiεiε
T
j εjε

T
i |X), i, j = 1, . . . , n, i 6= j}

5. i = j = k 6= l, i = j = l 6= k, i = k = l 6= j und j = k = l 6= i:

{E(HiiHilεiε
T
i εiε

T
l |X), i, l = 1, . . . , n, i 6= l}

∪{E(HiiHkiεiε
T
i εjε

T
i |X), i, k = 1, . . . , n, i 6= k}

∪{E(HijHiiεiε
T
j εiε

T
i |X), i, j = 1, . . . , n, i 6= j}

∪{E(HijHjjεiε
T
j εjε

T
j |X), i, j = 1, . . . , n, i 6= j}.

Nach Annahme 1 gilt E(ε|f) = 0, daher fallen alle Terme in 5. weg und wir erhalten folgende
Zerlegung:

A1 = E(tr{
n∑
i=1

H2
iiE([εiε

T
i ]2|X)}) + E(tr{

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HiiHjjE(εiε
T
i εjε

T
j |X)})

+ E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ijE([εiε

T
j ]2|X)}) + E(tr{

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHjiE(εiε
T
j εjε

T
i |X)})

=: B1 + B2 + B3 + B4. (C.0.9)

Diese vier Summanden schätzen wir nun nacheinander ab. Die Konvergenzraten folgen jeweils
aus der Eigenschaft der Spur der Hutmatrix nach (B.5.1) und den gleichmäßig beschränkten
vierten Momenten der Fehler.
Für den ersten Summanden betrachten mithilfe von (B.5.1) und der Symmetrie den folgenden
Zusammenhang für die Hutmatrix:

K =
(B.5.1)

tr{H2} =
Symmetrie

n∑
i=1

n∑
j=1

H2
ij =

n∑
i=1

H2
ii +

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ij ≥

n∑
i=1

H2
ii. (C.0.10)

Damit können wir B1 wie folgt abschätzen: Wegen der unabhängig identisch verteilten Fehler-
terme gilt

B1 = E(tr{
n∑
i=1

H2
iiE([εiε

T
i ]2|X)}) = E(tr{

n∑
i=1

H2
iiE([εεT ]2|X)})

≤
(C.0.10)

KE(E(tr{[εεT ]2}|X)) = KE(

p∑
i=1

p∑
j=1

ε2i ε
2
j )

und wegen der gleichmäßig beschränkten zweiten und vierten Momente der Fehler nach Annahme
2 folgt die Dominanz der Rate des zweiten Summanden in der folgenden Darstellung

B1 ≤ K
p∑
i=1

E(ε4i ) +K

p∑
i=1

p∑
j=1
j 6=i

E(ε2i )E(ε2j ) = O(p2K). (C.0.11)
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Für die Abschätzung des zweiten Summanden aus (C.0.9) benötigen wir folgenden Zusammen-
hang aus (B.5.1)

K2 = [tr{H}]2 = [H11 + · · ·+Hnn]2 =

n∑
i=1

H2
ii +

n∑
j=1

n∑
k=1
k 6=j

HjjHkk ≥
n∑
j=1

n∑
k=1
k 6=j

HjjHkk. (C.0.12)

Für B2 folgt damit wegen der unabhängig identisch verteilten Fehlerterme

B2 = E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HiiHjjE(εiε
T
i εjε

T
j |X)}) = E(tr{

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HiiHjjE(εεT |X)E(εεT |X)})

≤
(C.0.12)

K2E(tr{E(εεT |X)E(εεT |X)}) = K2E(tr{Σ2
0})

und da die zweiten Momente der Fehler nach Annahme 2 gleichmäßig beschränkt sind, folgt

B2 ≤ K2

p∑
i=1

[E(ε2i )]
2 = O(pK2). (C.0.13)

Für die Abschätzung des dritten Summanden aus (C.0.9) betrachten wir die erneut die Rechnung
aus (C.0.10)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ij ≤

n∑
i=1

H2
ii +

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ij = K. (C.0.14)

Sei η ∈ R
p eine unabhängige Ausprägung von ε. Dann folgt für B3 aufgrund der unabhängig

identisch verteilten Fehlerterme

B3 = E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ijE([εiε

T
j ]2|X)}) = E(tr{

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ijE([εηT ]2|X)})

≤
(C.0.14)

KE(E(tr{[εηT ]2}|X)) = KE(

p∑
i=1

p∑
j=1

εiηiεjηj)

und mit den nach Annahme 2 gleichmäßig beschränkten zweiten Momenten folgt

B3 ≤ K
p∑
i=1

p∑
j=1

√
E(ε2i )E(η2i )E(ε2j )E(η2j ) = O(p2K). (C.0.15)

Für den letzten Summanden aus (C.0.9) benötigen wir folgende Abschätzung, die wir mithilfe
der Symmetrie von H und (C.0.10) herleiten:

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHji =

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ij ≤

n∑
i=1

H2
ii +

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ij = K. (C.0.16)

Damit folgt für B4 aufgrund der unabhängig identisch verteilten Fehlerterme:

B4 = E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHjiE(εiε
T
j εjε

T
i |X)}) = E(tr{

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHjiE(εηT ηεT |X)})
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≤
(C.0.16)

KE(E(tr{(εηT ηεT )}|X)) = KE(tr{εTεηT η}),

da es sich bei diesem Ausdruck um ein Skalar handelt, verzichten wir auf die Betrachtung der
Spur und schreiben

B4 ≤ KE(εTεηT η) = KE([εTε]2) = KE([

p∑
i=1

ε2i ]
2) = K(

p∑
i=1

E(ε4i ) +

p∑
i=1

p∑
j=1
j 6=i

E(ε2i )E(ε2j )).

Wegen der gleichmäßig beschränkten zweiten und vierten Momente nach Annahme 2 folgt dann
die Dominanz der Rate des zweiten Summenden, also

B4 = O(p2K). (C.0.17)

Insgesamt erhalten wir aus (C.0.11), (C.0.13), (C.0.15) und (C.0.17) folgende Darstellung, in der
nach Annahme 6 (p ≥ K) die Rate von B1 bzw. B3 oder B4 dominiert:

A1 = E(‖EHET ‖2) = B1 + B2 + B3 + B4 = O(p2K) +O(pK2) +O(p2K) +O(p2K) = O(p2K).

Dieses Resultat nutzen wir auch für die Abschätzung des zweiten Ausdrucks, denn da H idem-
potent ist, erhalten wir mit (B.2.4) wieder den Ausdruck A1:

A2 = E(‖EH11THET ‖2) ≤ E(‖HETEH‖2‖11T ‖2) = E(‖EHHET ‖2‖11T ‖2),

= E(‖EHET ‖2)n2 = O(n2p2K).

Damit folgt in der Gesamtabschätzung für beide Summanden die gleiche Rate und insgesamt für
(C.0.6):

E(tr{[Cn ˆcov(f)CT
n ]2}) =

2

(n− 1)2
A1 +

2

n2(n− 1)2
A2

=
2

(n− 1)2
O(p2K) +

1

n2(n− 1)2
O(n2p2K) = O(n−2p2K).

Nun beweisen wir die zweite Aussage des Lemmas. Mithilfe von (2.2.5), (2.2.8) und (C.0.6) folgt

E(‖Cn ˆcov(f)CT
n‖2Σn

) ≤ 1

p
‖Σ−1n ‖2SE(‖Cn ˆcov(f)CT

n‖2)

=
1

p
O(1)O(n−2p2K) = O(n−2pK).

Lemma C.0.5 Für die Faktoren f gelten unter der Annahme 2 folgende Aussagen

E(‖f‖4) = O(K2) (C.0.18)

und

E(‖XTX‖2) = O(n2K2). (C.0.19)
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Beweis. Mit der Jensenungleichung gilt

E(‖f‖4) = E([‖f‖2]2) = E
([ K∑

i=1

f2i
]2) ≤ K K∑

i=1

[E(f2i )]2 ≤ K
K∑
i=1

E(f4i )

und daraus folgt

E(‖f‖4) = O(K2).

Weiter gilt mit der unabhängig identisch verteilten Faktoren

E(‖X‖2) = E(tr{XXT }) = E(tr{
n∑
i=1

fif
T
i }) = n

K∑
i=1

E(f2i ) = O(nK). (C.0.20)

Daraus folgt insbesondere

E(‖XTX‖2)E(‖X‖4) = O(n2K2).

Lemma C.0.6 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gilt

E(‖Bn ˆcov(f)CT
n + Cn ˆcov(f)BT

n‖2) = O(n−1p2K) (C.0.21)

und

E(‖Bn ˆcov(f)CT
n + Cn ˆcov(f)BT

n‖2Σn
) = O(n−1K). (C.0.22)

Beweis. Für diesen Beweis betrachten wir wieder den abzuschätzenden Ausdruck als Produkt.
Zunächst vereinfachen wir ihn durch Anwendung der Cauchy–Schwarz-Ungleichung zu

E(‖Bn ˆcov(f)CT
n + Cn ˆcov(f)BT

n‖2) = E(tr{[Bn ˆcov(f)CT
n + Cn ˆcov(f)BT

n ]2})
≤ 2E(tr{[Bn ˆcov(f)CT

n ]2 + [Cn ˆcov(f)BT
n ]2}) =

(B.1.5)
4E(tr{[Bn ˆcov(f)CT

n ]2}).

Mithilfe der Darstellungen (2.1.3) und (2.2.9) vereinfachen wir diesen Ausdruck weiter und teilen
ihn mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung in zwei Summanden auf, für die wir identische
Konvergenzraten herleiten:

E(tr{[Bn ˆcov(f)CT
n ]2}) = E(tr{[Bn(

1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT )(XXT )−1XET ]2})

= E(tr{[ 1

n− 1
BnXXT (XXT )−1XET − 1

n(n− 1)
BnX11TXT (XXT )−1XET ]2})

= E(tr{[ 1

n− 1
BnXET − 1

n(n− 1)
BnX11THET ]2})

≤ 2E(tr{ 1

(n− 1)2
[BnXET ]2 +

1

n2(n− 1)2
[BnX11THET ]2})

=
2

(n− 1)2
E(‖BnXET ‖2) +

2

n2(n− 1)2
E(‖BnX11THET ‖2) =:

2

(n− 1)2
A1 +

2

n2(n− 1)2
A2.
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Für die Abschätzung von A1 betrachten wir zunächst

E(ETE|X) = E


ε

T
1
...
εTn

(ε1, . . . , εn) |X


= E



∑p
i=1 ε

2
i1 . . .

∑p
i=1 εi1εin

...
. . .

...∑p
i=1 εinεi1 . . .

∑p
i=1 ε

2
in

 |X


=

E(ε211 + . . .+ ε2p1|X) 0 0

0
. . . 0

0 0 E(ε21n + . . .+ ε2pn|X)

 = tr{Σ0} · In, (C.0.23)

da

tr{Σ0} = E(ε21|f) + . . .+ E(ε2p|f).

Für die Kovarianzmatrix der Fehler gilt mithilfe der Jensenungleichung

E([tr{Σ0}]2) = E([

p∑
i=1

E(ε2i |f)]2) = E(

p∑
i=1

p∑
j=1

E(ε2i |f)E(ε2j |f))

=

p∑
i=1

E([E(ε2i |f)]2) +

p∑
i=1

p∑
j=1
j 6=i

E(E(ε2i |f))E(E(ε2j |f))

≤
p∑
i=1

E(ε4i ) +

p∑
i=1

p∑
j=1
j 6=i

E(ε2i )E(ε2j ).

Mit Annahme 2 folgt

E([tr{Σ0}]2) = O(p) +O(p2) = O(p2).

Dann folgt auch die stochastische Konvergenz mit der Rate

tr{Σ0} = OP (p). (C.0.24)

Neben der Rate für die Fehlerkovarianzmatrix folgt die Konvergenzrate von A1 aus den Faktoren
in der Darstellung (C.0.19) und der Matrix der Faktorladungen. Durch Anwendung der iterierten
Erwartung zeigen wir folgende Abschätzung

A1 = E(‖BnXET ‖2) = E(tr{BnXETEXTBT
n}) = E(E(tr{BnXETEXTBT

n}|X))

= E(tr{BnXE(ETE|X)XTBT
n}) =

(C.0.23)
E(tr{BnXtr{Σ0}InXTBT

n})

= tr{Σ0}E(tr{BnXXTBT
n}) ≤

(B.2.4)
tr{Σ0}‖BT

nBn‖E(‖XXT ‖),

wegen der Symmetrie von XXT können wir diesen Ausdruck umschreiben und mit der Cauchy–
Schwarz-Ungleichung abschätzen

A1 ≤ tr{Σ0}‖BT
nBn‖E(‖XTX‖) ≤ tr{Σ0}‖BT

nBn‖[E(‖XTX‖2)]
1
2 .
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Mit (C.0.24), (C.0.19) und (C.0.3) erhalten wir die Rate

A1 = O(p)O(p)O(nK) = O(p2nK). (C.0.25)

Für die Abschätzung von A2 benötigen wir Raten für die Fehlerkovarianzmatrix, die Hutmatrix,
die Matrix der Faktorladungen und die Faktoren in Darstellung (C.0.19). Damit können wir nun
A2 durch Anwendung der iterierten Erwartung schreiben als

A2 = E(‖BnX11THET ‖2) = E(tr{BnX11THETEH11TXTBT
n}),

= E(E(tr{BnX11THETEH11TXTBT
n}|X))

= E(tr{BnX11THE(ETE|X)H11TXTBT
n})

=
(C.0.23)

E(tr{BnX11THtr{Σ0}InH11TXTBT
n}) = tr{Σ0}E(tr{BnX11THH11TXTBT

n}),

da H idempotent ist und mit (B.2.4), (B.2.5) und der Cauchy–Schwarz-Ungleichung folgt

A2 = tr{Σ0}E(tr{BnX11TH11TXTBT
n}) ≤ tr{Σ0}E(‖BT

nBn‖‖XTX‖‖H‖S‖11T11T ‖)

≤ tr{Σ0}‖BT
nBn‖‖H‖S‖11T11T ‖[E(‖XTX‖2)]

1
2 .

Mit (C.0.24), (C.0.3), (B.5.2) und (C.0.19) gilt dann

A2 = O(p)O(p)O(1)n2O(nK) = O(n3p2K). (C.0.26)

Nun betrachten wir die Gesamtabschätzung und setzen die Resultate aus (C.0.25) und (C.0.26)
ein

2

(n− 1)2
A1 +

2

n2(n− 1)2
A2 =

2

(n− 1)2
O(np2K) +

2

n2(n− 1)2
O(n3p2K) = O(n−1p2K),

die Behauptung (C.0.21) folgt, da beide Summanden die gleiche Rate liefern.

Für den Ausdruck aus (C.0.22) gilt analog zum ersten Teil des Beweises die Aufteilung

E(‖Bn ˆcov(f)CT
n + Cn ˆcov(f)BT

n‖2Σn
) ≤ 4E(‖Bn ˆcov(f)CT

n‖2Σn
)

≤ 8[
1

(n− 1)2
E(‖BnXXTCT

n‖2Σn
) +

1

n2(n− 1)2
E(‖BnX11TXTCT

n‖2Σn
)]

=:
8

(n− 1)2
B1 +

8

n2(n− 1)2
B2. (C.0.27)

Für die Abschätzung von B1 betrachten wir zunächst

E(ETΣ−1E|X) = E


ε

T
1
...
εTn


(Σ−1n )11 . . . (Σ−1n )1p

...
. . .

...
(Σ−1n )p1 . . . (Σ−1n )pp

(ε1 . . . εn
)
|X


= E



∑p
i=1

∑p
j=1 ε1i(Σ

−1
n )ijε1j . . .

∑p
i=1

∑p
j=1 ε1i(Σ

−1
n )ijεnj

...
. . .

...∑p
i=1

∑p
j=1 εni(Σ

−1
n )ijε1j . . .

∑p
i=1

∑p
j=1 εni(Σ

−1
n )ijεnj

 |X
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=


∑p
i=1E(ε21i|X)(Σ−1n )ii 0 . . . 0

...
. . .

...
0 . . .

∑p
i=1E(ε2ni|X)(Σ−1n )ii

 = tr{Σ−1n Σ0} · In, da (C.0.28)

tr{Σ−1Σ0} = tr


(Σ−1n )11 . . . (Σ−1n )1p

...
...

(Σ−1n )1p . . . (Σ−1n )nn


E(ε21|f) 0

. . .
0 E(ε2p|f)




= tr


(Σ−1n )11E(ε21|f) . . . (Σ−1n )1pE(ε2p|f)

...
...

(Σ−1n )1pE(ε21|f) . . . (Σ−1n )ppE(ε2p|f)


 =

p∑
i=1

E(ε2i |f)(Σ−1n )ii.

Durch Einsetzen von (2.2.9) vereinfacht sich die Darstellung von B1, wie die folgende Rechnung
zeigt. Die Konvergenzrate leiten wir dann im Wesentlichen aus der Rate für die Inverse der
Kovarianzmatrix des Portfolios und der Annahme an die vierten Momente der Faktoren her.
Durch Einsetzen von (2.2.9) und Anwendung der iterierten Erwartung erhalten wir

B1 = E(‖BnXXTCT
n‖2Σn

) =
1

p
E(‖Σ−

1
2

n BnXXTCT
nΣ
− 1

2
n ‖2),

=
1

p
E(tr{Σ−

1
2

n BnXXT (XXT )−1XETΣ−1n EXT (XXT )−1XXTBT
nΣ
− 1

2
n })

=
1

p
E(tr{Σ−

1
2

n BnXETΣ−1n EXTBT
nΣ
− 1

2
n }) =

1

p
E(tr{XETΣ−1n EXTBT

nΣ−1n Bn}),

=
1

p
E(E(tr{XETΣ−1n EXTBT

nΣ−1n Bn}|X)) =
1

p
E(tr{XE(ETΣ−1n E|X)XTBT

nΣ−1n Bn})

=
(C.0.28)

1

p
E(tr{Xtr{Σ−1n Σ0}InXTBT

nΣ−1n Bn}) =
1

p
tr{Σ−1n Σ0}E(tr{XXTBT

nΣ−1n Bn})

≤
(B.2.6)

1

p
tr{Σ−1n Σ0}E(tr{XXT })‖BT

nΣ−1n Bn‖S ≤
(B.2.3)

1

p
tr{Σ−1n Σ0}‖BT

nΣ−1n Bn‖SE(‖X‖2)

(C.0.29)

Mit (2.3.9) und den Annahmen 1 und 2 folgt tr{Σ0Σ
−1
n } = tr{Σ−1n O(1)} = O(p) und mit

(C.0.20) und (C.0.5) folgt dann

B1 =
1

p
O(p)O(nK)O(1) = O(nK). (C.0.30)

Analog setzen wir bei B2 die Darstellungen (2.2.9) und (2.1.5) ein und wenden die iterierte
Erwartung an. Dann folgt

B2 = E(‖BnX11TXTCT
n‖2Σn

) =
1

p
E(‖Σ−

1
2

n BnX11TXTCT
nΣ
− 1

2
n ‖2),

=
1

p
E(tr{Σ−

1
2

n BnX11TXT (XXT )−1XETΣ−1n EXT (XXT )−1X11TXTBT
nΣ
− 1

2
n }),

=
1

p
E(tr{X11THETΣ−1n EH11TXTBT

nΣ−1n Bn})

=
1

p
E(E(tr{X11THETΣ−1n EH11TXTBT

nΣ−1n Bn}|X))
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=
1

p
E(tr{X11THE(ETΣ−1n E|X)H11TXTBT

nΣ−1n Bn})

=
(C.0.28)

1

p
E(tr{X11THtr{Σ−1n Σ0}InH11TXTBT

nΣ−1n Bn})

=
1

p
tr{Σ−1n Σ0}E(tr{X11THH11TXTBT

nΣ−1n Bn}).

Da H idempotent ist, erhalten wir durch Anwendung von (B.2.6) und mit (B.2.4), (B.2.3) und
(B.2.5) die Darstellung

B2 ≤ 1

p
tr{Σ−1n Σ0}‖BT

nΣ−1n Bn‖SE(tr{X11TH11TXT }),

≤ 1

p
tr{Σ−1n Σ0}E(‖XTX‖)‖11T ‖2‖H‖S‖BT

nΣ−1n Bn‖S .

Mit (2.3.9), Annahme 2, (C.0.19), (B.5.2) und (C.0.5) erhalten wir dann die Rate

B2 =
1

p
O(p)O(nK)n2O(1)O(1) = O(n3K). (C.0.31)

Für die Gesamtabschätzung von (C.0.27) nutzen wir (C.0.30) und (C.0.31):

8

(n− 1)2
B1 +

8

n2(n− 1)2
B2 =

8

(n− 1)2
O(nK) +

8

n2(n− 1)2
O(n3K) = O(n−1K), (C.0.32)

das Resultat (C.0.22) folgt, da beide Summanden die gleiche Konvergenzrate liefern.

Aus diesem Beweis können wir direkt den Ausdruck BnXET aus der Darstellung (2.2.14) ab-
schätzen.

Korollar C.0.7 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten die Aussagen

E(‖BnXET ‖2) = O(p2nK) (C.0.33)

und

E(‖BnXET ‖2Σn
) = O(nK). (C.0.34)

Beweis. Der erste Ausdruck (C.0.33) entspricht A1 aus dem Beweis von Lemma C.0.6. Nach
(C.0.25) gilt

E(‖BnXET ‖2) = O(p2nK).

Für den zweiten Ausdruck (C.0.34) betrachten wir erneut B1 aus (C.0.27) und setzen (2.2.9) ein:

E(‖BnXXTCT
n‖2Σn

) = E(‖BnXXT (XXT )−1XET ‖2Σn
) = E(‖BnXET ‖2Σn

).

Die Abschätzung (C.0.30) liefert daher schon die Aussage

E(‖BnXET ‖2Σn
) = O(nK).
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Weiterhin können wir mit den Abschätzungen aus den bisher geführten Beweisen den Ausdruck
BX11TET abschätzen.

Korollar C.0.8 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten folgende Aussagen

E(‖BnX11TET ‖2) = O(n3p2K) (C.0.35)

und

E(‖BnX11TET ‖2Σn
) = O(n3K). (C.0.36)

Beweis. Wir schreiben den ersten Ausdruck mithilfe der iterierten Erwartung in der Darstellung

E(‖BnX11TET ‖2) = E(tr{BnX11TETE11TXTBT
n})

= E(E(tr{BnX11TETE11TXTBT
n}|X)) = E(tr{BnX11TE(ETE|X)11TXTBT

n}).

Nach (C.0.23) und mit (B.2.4) gilt weiter

E(‖BnX11TET ‖2) = E(tr{BnX11T tr{Σ0}In11TXTBT
n}) = tr{Σ0}E(tr{BnX11T11TXTBT

n})
≤ tr{Σ0}E(‖BT

nBn‖‖XTX‖‖11T11T ‖)

und mithilfe der Abschätzungen (C.0.19), (C.0.24) und (C.0.3) folgt das Resultat

E(‖BnX11TET ‖2) = O(p)O(p)O(nK)n2 = O(n3p2K).

Für den zweiten Ausdruck folgt mit der iterierten Erwartung und (C.0.28)

E(‖BnX11TET ‖2Σn
) =

1

p
E(‖Σ−

1
2

n BnX11TETΣ
− 1

2
n ‖2)

=
1

p
E(tr{X11TETΣ−1n E11TXTBT

nΣ
− 1

2
n Σ

− 1
2

n Bn})

=
1

p
E(E(tr{X11TETΣ−1n E11TXTBT

nΣ−1n Bn}|X))

=
1

p
E(tr{X11TE(ETΣ−1n E|X)11TXTBT

nΣ−1n Bn})

=
1

p
E(tr{X11T tr{Σ−1n Σ0}In11TXTBT

nΣ−1n Bn})

=
1

p
tr{Σ−1n Σ0}E(tr{X11T11TXTBT

nΣ−1n Bn}).

Dann führt eine Anwendung von (B.2.6), (B.2.3) und (B.2.4) zu folgender Darstellung

E(‖BnX11TET ‖2Σn
) ≤ 1

p
tr{Σ−1n Σ0}E(‖XTX‖)‖11T11T ‖‖BT

nΣ−1n Bn‖S .

Mit (2.3.9) folgt

tr{[Σ0Σ
−1
n ]2} = tr{[O(1)Σ−1n ]2} ≤ O(1)‖Σ−1n ‖2 = O(p)

und mit den Abschätzungen (C.0.19) und (C.0.4) folgt das Resultat

E(‖BnX11TET ‖2Σn
) =

1

p
O(p)O(nK)n2O(1) = O(n3K).
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Lemma C.0.9 Für den Schätzfehler der Kovarianzmatrix der Fehler in der Darstellung des
Faktormodells gelten unter den Annahmen 1 - 6 und 8 folgende Aussagen

E(‖Fn‖2) = O(n−1p) +O(n−2pK2) (C.0.37)

und

E(‖Fn‖2Σn
) = O(n−1) +O(n−2K2). (C.0.38)

Beweis. Wir beginnen mit der ersten Aussage (C.0.37). Durch Einsetzen der Definition (2.2.11)
und Anwendung der Cauchy–Schwarz-Ungleichung erhalten wir

E(‖Fn‖2) = E(tr{F2
n}) = E(tr{[Ip ◦

1

n
E(In −H)ET −Σ0]2})

= E(tr{[ 1

n
Ip ◦EET −Σ0 −

1

n
Ip ◦EHET ]2})

≤ 2E(tr{[ 1

n
Ip ◦EET −Σ0]2 + [

1

n
Ip ◦EHET ]2})

= 2E(tr{[ 1

n
Ip ◦EET −Σ0]2}) +

2

n2
E(tr{[Ip ◦EHET ]2}) =: 2A1 +

2

n2
A2.

Die Rate für den ersten Ausdruck A1 folgt direkt aus der Annahme an die gleichmäßig beschränk-
ten vierten Momente der Fehler durch folgende Umformung

A1 = E(tr{[ 1

n
Ip ◦EET −Σ0]2}) = E(tr{[diag(

1

n

n∑
i=1

(ε2i1 − E(ε21|f)), . . . ,
1

n

n∑
i=1

(ε2ip − E(ε2p|f)))]2})

= E(tr{[ 1

n

n∑
i=1

diag(ε2i1 − E(ε21|f), . . . , ε2ip − E(ε2p|f))]2})

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

E(tr{diag(ε2i1 − E(ε21|f), . . . , ε2ip − E(ε2p|f))diag(ε2j1 − E(ε21|f), . . . , ε2jp − E(ε2p|f))}).

Da die Fehler unkorreliert und insbesondere unabhängig identisch verteilt sind, fallen alle Sum-
manden, bei denen i 6= j ist weg und es folgt

A1 =
1

n2

n∑
i=1

E(tr{[diag(ε2i1 − E(ε21|f), . . . , ε2ip − E(ε2p|f))]2})

=
1

n
E(tr{[diag(ε211 − E(ε21|f), . . . , ε21p − E(ε2p|f))]2}) =

1

n
E(tr{[diag(ε211, . . . , ε

2
1p)−Σ0]2})

=
1

n
E(tr{[diag(ε211, . . . , ε

2
1p)]

2 − diag(ε211, . . . , ε
2
1p)Σ0 −Σ0diag(ε211, . . . , ε

2
1p) + Σ2

0})

=
1

n
E(tr{[diag(ε211, . . . , ε

2
1p)]

2})− 1

n
tr{E(diag(ε211, . . . , ε

2
1p))Σ0 −Σ0E(diag(ε211, . . . , ε

2
1p)) + Σ2

0}.

Durch Anwendung der iterierten Erwartung gilt

E(diag(ε211, . . . , ε
2
1p)) = E(E(diag(ε211, . . . , ε

2
1p)|f)) = E(Σ0)

und daher folgt weiter mit Annahme 2

A1 =
1

n
tr{E([diag(ε211, . . . , ε

2
1p)]

2)} − tr{Σ2
0} ≤

1

n

p∑
i=1

E(ε41i) = O(n−1p). (C.0.39)
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Die Abschätzung von A2 erfolgt analog zum Beweis von Lemma C.0.4. Die Rate wird dabei
durch die Eigenschaften der Spur der Hutmatrix nach (B.5.1) und die gleichmäßig beschränkten
vierten Momente der Fehler beeinflusst. Durch Einsetzen von (C.0.8) erhalten wir durch eine
Anwendung der iterierten Erwartung

A2 = E(tr{[Ip ◦EHET ]2})

= E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1

Hijdiag(εi1εj1, . . . , εipεjp)

n∑
k=1

n∑
l=1

Hkldiag(εk1εl1, . . . , εkpεlp)})

= E(E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1

Hijdiag(εi1εj1, . . . , εipεjp)

n∑
k=1

n∑
l=1

Hkldiag(εk1εl1, . . . , εkpεlp)}|X)).

Analog zu (C.0.9) folgt wegen E(ε|f) = 0 weiter

A2 = E(tr{
n∑
i=1

H2
iiE([diag(ε2i1, . . . , ε

2
ip)]

2|X)})

+ E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HiiHjjE(diag(ε2i1, . . . , ε
2
ip)diag(ε2j1, . . . , ε

2
jp)|X)})

+ E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ijE([diag(εi1εj1, . . . , εipεjp)]

2|X)})

+ E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHjiE(diag(εi1εj1, . . . , εipεjp)diag(εj1εi1, . . . , εjpεip)|X)})

=: B1 + B2 + B3 + B4.

Für den ersten Ausdruck B1 gilt wegen der unabhängig identisch verteilten Fehlerterme und mit
(C.0.10)

B1 = E(tr{
n∑
i=1

H2
iiE([diag(ε2i1, . . . , ε

2
ip)]

2|X)}) = E(tr{
n∑
i=1

H2
iiE([diag(ε211, . . . , ε

2
1p)]

2|X)})

≤ KE(tr{E([diag(ε211, . . . , ε
2
1p)]

2|X)}) = KE(tr{diag(ε411, . . . , ε
4
1p)}).

Mit Annahme 2 folgt dann die Abschätzung

B1 ≤ K
p∑
i=1

E(ε4i ) = O(pK). (C.0.40)

Für den zweiten Ausdruck B2 folgt wegen der unabhängig identisch verteilten Fehlerterme und
(C.0.12)

B2 = E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HiiHjjE(diag(ε2i1, . . . , ε
2
ip)diag(ε2j1, . . . , ε

2
jp)|X)})
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= E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HiiHjjE(diag(ε211, . . . , ε
2
1p)|X)E(diag(ε211, . . . , ε

2
1p)|X)})

≤ K2E(tr{E(diag(ε211, . . . , ε
2
1p)|X)E(diag(ε211, . . . , ε

2
1p)|X)}) = K2

p∑
i=1

[E(ε21i)]
2.

Nach Annahme 2 folgt dann

B2 = O(pK2). (C.0.41)

Sei η eine unabhängige Ausprägung von ε. Dann gilt für den dritten Ausdruck B3 wegen der
unabhängig identisch verteilten Fehlerterme und mit (C.0.14)

B3 = E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ijE([diag(εi1εj1, . . . , εipεjp)]

2|X)})

= E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

H2
ijE([diag(ε11η11, . . . , ε1pη1p)]

2|X)})

≤ KE(tr{E([diag(ε11η11, . . . , ε1pη1p)]
2|X)}) = K

p∑
i=1

E(ε21i)E(η21i).

Mit Annahme 2 folgt dann die Rate

B3 = O(pK). (C.0.42)

Für den letzten Ausdruck B4 gilt wegen der unabhängig identisch verteilten Fehlerterme und
(C.0.16)

B4 = E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHjiE(diag(εi1εj1, . . . , εipεjp)diag(εj1εi1, . . . , εjpεip)|X)})

= E(tr{
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

HijHjiE(diag(ε11η11, . . . , ε1pη1p)diag(η11ε11, . . . , η1pε1p)|X)})

≤ KE(tr{E(diag(ε11η11, . . . , ε1pη1p)diag(η11ε11, . . . , η1pε1p)|X)}).

Wegen der Diagonalstruktur der Matrizen und mit Annahme 2 erhalten wir

B4 ≤ KE(tr{diag(ε11, . . . , ε1p)diag(ε11, . . . , ε1p)diag(η11, . . . , η1p)diag(η11, . . . , η1p)})

= Ktr{[diag(E(ε211), . . . , E(ε21p))]
2} = K

p∑
i=1

[E(ε21i)]
2 = O(pK). (C.0.43)

Für A2 gilt dann nach (C.0.40), (C.0.41), (C.0.42) und (C.0.43) die Dominanz des zweiten Sum-
manden B2:

A2 = E(tr{[Ip ◦EHET ]2}) = O(pK) +O(pK2) +O(pK) +O(pK) = O(pK2) (C.0.44)
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und insgesamt folgt mithilfe der Abschätzungen aus (C.0.39) und (C.0.44) für (C.0.37)

E(‖Fn‖2) ≤ 2A1 +
2

n2
A2 = O(n−1p) +O(n−2pK2).

Für den zweiten Teil des Beweises nutzen wir (2.2.5):

E(‖Fn‖2Σn
) ≤ 1

p
‖Σ−1n ‖2SE(‖Fn‖2) =

(2.2.8)

1

p
O(1)(O(n−1p) +O(n−2pK2))

= O(n−1) +O(n−2K2).

Lemma C.0.10 Für die Stichprobenkovarianzmatrix der Fehlerterme gelten unter den Annah-
men 1 - 6 und 8 folgende Aussagen

E(‖Gn‖2) = O(n−1p2) (C.0.45)

und

E(‖Gn‖2Σn
) = O(n−1p). (C.0.46)

Beweis. Die Fehler sind nach Annahme 8 unabhängig identisch verteilt. Außerdem besitzen die
Komponenten von ε nach Annahme 2 gleichmäßig beschränkte vierte Momente. Daher folgt die
erste Aussage mit Lemma A.1.1.
Für den Beweis des zweiten Teils (C.0.46) nutzen wir wieder (2.2.5) und (2.2.8):

E(‖Gn‖2Σn
) ≤ 1

p
‖Σ−1n ‖2SE(‖Gn‖2) =

1

p
O(1)O(n−1p2) = O(n−1p).

Lemma C.0.11 Für den Kleinste Quadrate Schätzer für die Matrix der Faktorladungen gilt
unter den Annahmen 2, 6, 3 und 8:

E(‖B̂n −Bn‖2) = OP (n−1pK). (C.0.47)

Beweis. Für den Beweis betrachten wir den Schätzfehler in der Darstellung von (2.2.9) und
nutzen die Ungleichung (B.2.5)

E(‖B̂n −Bn‖2) = E(‖EXT (XXT )−1‖2) = E(tr{EXT (XXT )−1(XXT )−1XET })
= E(tr{(XXT )−1XETEXT (XXT )−1}) = E(E(tr{(XXT )−1XETEXT (XXT )−1}|X))

= E(tr{(XXT )−1XE(ETE|X)XT (XXT )−1}) = tr{Σ0}E(tr{(XXT )−1XXT (XXT )−1})
= tr{Σ0}E(tr{(XXT )−1)

Mit dem schwachen Gesetz der großen Zahlen gilt

1

n
XXT =

1

n

n∑
i=1

fif
T
i

P−→ E(ffT )
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und daher auch die Konvergenz

λK(
1

n
XXT )

P−→ λK(E(ffT )).

Für die Kovarianzmatrix der Faktoren gilt

cov(f) = E(ffT )− E(f)E(fT ) ≤ E(ffT )

und mit Annahme 3 folgt

c1 < λK(cov(f)) ≤ λK(E(ffT )).

Daher erhalten wir

‖( 1

n
XXT )−1‖S = ‖n(XXT )−1‖S = O(1).

Und nach (B.1.8) erhalten wir

E(tr{(XXT )−1}) = E(

K∑
i=1

λi((XXT )−1)) ≤ Kλ1((XXT )−1) = O(n−1K).

Dann gilt mit (C.0.23)

E(‖B̂n −Bn‖2) = O(n−1pK).

Lemma C.0.12 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten für die Inverse der Kovarianzmatrix
der Fehlerterme die folgenden Konvergenzraten

‖Σ̂−10 −Σ−10 ‖ = OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K) (C.0.48)

und

‖Σ̂−10 ‖ = OP (p
1
2 ). (C.0.49)

Beweis. Für diesen Beweis nutzen wir die Notation Σ̂0 = diag(σ̂1, . . . , σ̂p) und Σ0 = diag(σ1, . . . , σp).
Aus Lemma C.0.9 kennen wir bereits die Rate

‖Σ̂0 −Σ0‖ = OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K).

Wegen der Diagonalstruktur der Matrizen können wir schreiben

‖Σ̂−10 −Σ−10 ‖ = ‖diag(
1

σ̂1
− 1

σ1
, . . . ,

1

σ̂p
− 1

σp
)‖ =

[ p∑
i=1

(
1

σ̂i
− 1

σi
)2
] 1

2

=
[ p∑
i=1

(
σi − σ̂i
σ̂iσi

)2
] 1

2 =
[ p∑
i=1

(σi − σ̂i)2
1

σ̂2
i σ

2
i

] 1
2 .
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Nach Annahme 4 sind die σi von Null weg beschränkt und wegen der konsistenten Schätzung
nach Lemma C.0.9 folgt auch hier die Rate

‖Σ̂−10 −Σ−10 ‖ = OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K).

Mit diesem Resultat können wir direkt die zweite Aussage des Lemmas beweisen. Dazu betrachten
wir Annahme 4, nach der min1≤i≤p σi > c1 gilt. Dann folgt auch

‖Σ−10 ‖ =
[ p∑
i=1

1

σ2
i

] 1
2 ≤

[
p max
1≤i≤p

1

σ2
i

] 1
2 = OP (p

1
2 ).

Damit können wir folgende Abschätzung vornehmen

‖Σ̂−10 ‖ = ‖Σ̂−10 −Σ−10 + Σ−10 ‖ ≤ ‖Σ̂
−1
0 −Σ−10 ‖+ ‖Σ−10 ‖

= OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K) +OP (p

1
2 ).

Unter der Annahme, dass die Anzahl der Faktoren kleiner ist als die Stichprobengröße folgt

‖Σ̂−10 ‖ = OP (p
1
2 ).

Lemma C.0.13 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten folgende Konvergenzraten

‖(Σ̂−10 −Σ−10 )B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 ‖ = OP (n−
1
2 p) +OP (n−1pK)

und

‖Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n (Σ̂−10 −Σ−10 )‖ = OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K).

Beweis. Wir beginnen mit der ersten Aussage. Dazu teilen wir den Ausdruck mithilfe von (B.2.3)
und (B.2.5) in drei Faktoren auf

‖(Σ̂−10 −Σ−10 )B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 ‖

= ‖(Σ̂−10 −Σ−10 )Σ̂
1
2
0 Σ̂
− 1

2
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂
− 1

2
0 Σ̂

− 1
2

0 ‖

≤ ‖(Σ̂−10 −Σ−10 )Σ̂
1
2
0 ‖‖Σ̂

− 1
2

0 ‖‖Σ̂
− 1

2
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂
− 1

2
0 ‖S

=: A1A2A3.

Wir beginnen mit der Betrachtung von A2. Nach (C.0.49) gilt

‖Σ̂−10 ‖ = [tr{Σ̂−20 }]
1
2 =

[ p∑
i=1

(Σ̂−10 )ii(Σ̂
−1
0 )ii

] 1
2 = OP (p

1
2 ),

woraus

A2 = ‖Σ̂−
1
2

0 ‖ = [tr{Σ̂−10 }]
1
2 =

[ p∑
i=1

(Σ̂−10 )ii
] 1

2 = OP (p
1
2 ) (C.0.50)
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folgt. Beim ersten Faktor A1 gehen wir analog zum Beweis von Lemma C.0.12 vor. Nutzen wir
die dort eingeführte Notation, so folgt

A1 = ‖(Σ̂−10 −Σ−10 )Σ̂
1
2
0 ‖ =

[ p∑
i=1

(
1

σ̂i
− 1

σi
)2σ̂i

] 1
2 =

[ p∑
i=1

(σi − σ̂i)2
σ̂i
σ̂2
i σ

2
i

] 1
2 =

[ p∑
i=1

(σi − σ̂i)2
1

σ̂iσ2
i

] 1
2 .

Da Σ̂0 nach Lemma C.0.9 ein konsistenter Schätzer ist und nach Annahme 4 die Einträge von
Σ0 von Null weg beschränkt sind, folgt mit dem analogen Argument zu Lemma C.0.12 und der
Rate aus (C.0.37)

A1 = OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K). (C.0.51)

Für die Abschätzung von A3 nutzen wir die Darstellung von Σ̂−1n nach (2.2.16)

Σ̂−1n = Σ̂−10 − Σ̂−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂−10 .

Diesen Ausdruck schreiben wir um zu

Σ̂−10 − Σ̂−1n = Σ̂
− 1

2
0 Σ̂

− 1
2

0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂
− 1

2
0 Σ̂

− 1
2

0

⇒ Σ̂
1
2
0 (Σ̂−10 − Σ̂−1n )Σ̂

1
2
0 = Σ̂

1
2
0 Σ̂
− 1

2
0 Σ̂

− 1
2

0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂
− 1

2
0 Σ̂

− 1
2

0 Σ̂
1
2
0 ,

wobei nun auf der rechten Seite der Ausdruck steht, den wir in der Frobeniusnorm abschätzen
wollen:

Σ̂
1
2
0 (Σ̂−10 − Σ̂−1n )Σ̂

1
2
0 = Σ̂

− 1
2

0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂
− 1

2
0

⇒ Σ̂
1
2
0 Σ̂−10 Σ̂

1
2
0 − Σ̂

1
2
0 Σ̂−1n Σ̂

1
2
0 = Σ̂

− 1
2

0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂
− 1

2
0

⇒ Ip ≥ Ip − Σ̂
1
2
0 Σ̂−1n Σ̂

1
2
0 = Σ̂

− 1
2

0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n Σ̂
− 1

2
0 .

Wegen (B.4.2) folgt daraus

1 = ‖Ip‖S ≥ ‖Σ̂
− 1

2
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂
− 1

2
0 ‖S = A3. (C.0.52)

Aus den Abschätzungen (C.0.51), (C.0.50) und (C.0.52) folgt nun insgesamt:

‖(Σ̂−10 −Σ−10 )B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂n1T Σ̂−10 ‖ ≤ A1A2A3

= OP (p
1
2 )[OP (n−

1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K)]1 = OP (n−

1
2 p) +OP (n−1pK).

Für den zweiten Teil des Beweises schreiben wir analog zum ersten Teil

‖Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n (Σ̂−10 −Σ−10 )‖

= ‖Σ−10 Σ̂0Σ̂
−1
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n (Σ̂−10 −Σ−10 )‖

≤ ‖Σ−10 ‖‖Σ̂
− 1

2
0 Σ̂

− 1
2

0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n (Σ̂−10 −Σ−10 )Σ̂0‖

und mit (B.2.5) und der Submultiplikativität der Spektralnorm schätzen wir ab durch

≤ ‖Σ−10 ‖S‖Σ̂
− 1

2
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂
− 1

2
0 ‖S‖(Σ̂

−1
0 −Σ−10 )Σ̂0‖
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=: B1‖Σ̂
− 1

2
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂
− 1

2
0 ‖SB2.

Den zweiten Ausdruck haben wir bereits durch A3 ≤ 1 abgeschätzt. Für B1 gilt nach (2.2.7)

B1 = ‖Σ−10 ‖S = O(1). (C.0.53)

Für den letzten Ausdruck B2 nutzen wir wieder den Beweis von Lemma C.0.12 und die dort
eingeführte Notation

B2 = ‖(Σ̂−10 −Σ−10 )Σ̂0‖ =
[ p∑
i=1

(σi − σ̂i)2
σ̂2
i

σ2
i σ̂

2
i

] 1
2 =

[ p∑
i=1

(σi − σ̂i)2
1

σ2
i

] 1
2 .

Da nach Annahme 4 die σi von Null weg beschränkt sind und nach Lemma C.0.9 Σ̂0 ein konsis-
tenter Schätzer ist folgt

B2 = OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K). (C.0.54)

Insgesamt folgt aus (C.0.52), (C.0.53) und (C.0.54)

‖Σ−10 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

n (Σ̂−10 −Σ−10 )‖

≤ B1‖Σ̂
− 1

2
0 B̂n[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T
n Σ̂
− 1

2
0 ‖SB2

= OP (1)1[OP (n−
1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K)] = OP (n−

1
2 p

1
2 ) +OP (n−1p

1
2K).

Lemma C.0.14 Unter den Annahmen 1 - 6 und 8 gelten folgende Konvergenzraten:

‖Σ−10 (B̂n −Bn)[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10 ‖ = OP (n−
1
2 pK

3
2 )

und

‖Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1(B̂T

n −BT
n )Σ−10 ‖ = OP (n−

1
2 pK

3
2 ).

Beweis. Für die erste Aussage betrachten wir folgende Zerlegung:

‖Σ−10 (B̂n −Bn)[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10 ‖

≤
(B.2.3)

‖Σ−10 (B̂n −Bn)‖‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1‖‖B̂T

nΣ−10 ‖ =: A1A2A3.

Für den ersten Ausdruck A1 gilt mit (B.2.5), Annahme 4 und Lemma C.0.11

‖Σ−10 (B̂n −Bn)‖ ≤ ‖Σ−10 ‖S‖B̂n −Bn‖ = O(1)O(n−
1
2 p

1
2K

1
2 ) = O(n−

1
2 p

1
2K

1
2 ). (C.0.55)

Wegen

ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n ≥ ˆcov(f)−1

gilt auch

[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 ≤ ˆcov(f)
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und

‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1‖ ≤ ‖ ˆcov(f)‖.

Dann können wir A2 mithilfe der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren abschätzen:

‖ ˆcov(f)‖ = ‖ 1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT ‖

= [tr{[ 1

n− 1
XXT − 1

n(n− 1)
X11TXT ]2}] 1

2 .

Mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung folgt

‖ ˆcov(f)‖ ≤ [2tr{ 1

(n− 1)2
[XXT ]2 +

1

n2(n− 1)2
[X11TXT ]2}] 1

2

= [
2

(n− 1)2
‖XXT ‖2 +

2

n2(n− 1)2
‖X11TXT ‖2]

1
2

und mit (C.0.19) und (B.2.4) folgt die Abschätzung

‖ ˆcov(f)‖ ≤ [
2

(n− 1)2
‖XXT ‖2 +

2

n2(n− 1)2
‖XTX‖2‖11T ‖2]

1
2 = OP (K). (C.0.56)

Dann folgt für A2:

A2 = ‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1‖ ≤ ‖ ˆcov(f)‖ = OP (K). (C.0.57)

Für A3 gilt mit (B.2.5), (2.2.7), (2.2.3) und Lemma C.0.11

A3 = ‖B̂T
nΣ−10 ‖ ≤ ‖Σ

−1
0 ‖S‖B̂T

n −BT
n + BT

n‖ ≤ O(1)(‖B̂T
n −BT

n‖+ ‖BT
n‖)

= OP (n−
1
2 p

1
2K

1
2 ) +OP (p

1
2 ). (C.0.58)

Nehmen wir an, dass die Anzahl der Faktoren kleiner ist als die Stichprobengröße, so folgt

A3 = OP (p
1
2 )

Daher erhalten wir insgesamt:

‖Σ−10 (B̂n −Bn)[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1B̂T

nΣ−10 ‖ ≤ A1A2A3

= OP (n−
1
2 p

1
2K

1
2 )OP (K)O(p

1
2 ) = OP (n−

1
2 pK

3
2 ).

Für die zweite Aussage betrachten wir die Zerlegung

‖Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1(B̂T

n −BT
n )Σ−10 ‖

≤
(B.2.3)

‖Σ−10 Bn‖‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1‖‖(B̂T

n −BT
n )Σ−10 ‖

=: B1‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1‖B2.

Die Abschätzung des zweiten Terms kennen wir bereits von A2 in (C.0.57). Für den ersten Faktor
B1 gilt wegen (B.2.5), Annahme 4 und (2.2.3)

B1 = ‖Σ−10 Bn‖ ≤ ‖|Σ−10 ‖S‖Bn‖ = O(1)OP (p
1
2 ) = OP (p

1
2 ). (C.0.59)
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Für den dritten Faktor B2 gilt wegen ‖(B̂T
n−BT

n )Σ−10 ‖ = ‖Σ−10 (B̂n−Bn)‖ wie in der Abschätzung
von A1 in (C.0.55)

B2 = ‖(B̂T
n −BT

n )Σ−10 ‖ = O(n−
1
2 p

1
2K

1
2 ). (C.0.60)

Nach (C.0.59), (C.0.57) und (C.0.60) folgt dann die Behauptung:

‖Σ−10 Bn[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1(B̂T

n −BT
n )Σ−10 ‖ ≤ B1OP (K)B2

= OP (p
1
2 )OP (K)OP (n−

1
2 p

1
2K

1
2 ) = OP (n−

1
2 pK

3
2 ). (C.0.61)

Lemma C.0.15 Unter den Annahmen 1 bis 8 gilt folgende Konvergenzrate

‖Σ−10 Bn([ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1)BT
nΣ−10 ‖

= OP (n−
1
2 p

1
2K

1
2 ).

Beweis. Wir nehmen folgende Aufteilung vor

‖Σ−10 Bn([ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1)BT
nΣ−10 ‖

= ‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1BT
nΣ−20 Bn‖

≤
(B.2.3)

‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1‖‖BT
nΣ−20 Bn‖. (C.0.62)

Für die Abschätzung des zweiten Ausdrucks betrachten wir

‖BT
nΣ−20 Bn‖ = ‖BT

nΣ−10 Σ−10 Bn‖ ≤
(B.2.3)

‖BT
nΣ−10 ‖‖Σ

−1
0 Bn‖ = ‖BT

nΣ−10 ‖2

und aus der Abschätzung (C.0.59) folgt daher

‖BT
nΣ−20 Bn‖ = OP (p). (C.0.63)

Zur Abschätzung des ersten Ausdrucks verwenden wir Formel (B.3.4) mit A1 := [cov(f)−1 +

BT
nΣ−10 Bn] und A1 + A2 := [ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]. Dann gilt A2 = [ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−

[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn] und es folgt

‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1‖ (C.0.64)

≤ ‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]− [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]‖‖[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1‖2S

1− ‖[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1‖S‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]− [cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]‖

.

Wir betrachten nun ‖[cov(f)−1 + BnΣ−10 Bn]−1‖S und nutzen dazu den minimalen Eigenwert
von cov(f)−1 + BnΣ−10 Bn. Da cov(f)−1 und Σ−10 positiv semidefinit sind, gilt

λK(cov(f)−1 + BnΣ−10 Bn) ≥ λK(BT
nΣ−10 Bn).

Sei v ∈ RK der normierte Eigenvektor zum minimalen Eigenwert von BT
nΣ−10 Bn. Dann gilt

vTBT
nΣ−10 Bnv = vTv · λK(BT

nΣ−10 Bn) = λK(BT
nΣ−10 Bn).
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Für die Betrachtung des minimalen Eigenwertes können wir also die Darstellung vTBT
nΣ−10 Bnv

nutzen. Da Σ−10 symmetrisch ist, folgt mit (B.4.1)

vTBT
nΣ−10 Bnv ≥ λp(Σ−10 )vTBT

nBnv

und mit dem gleichen Argument folgt

vTBT
nΣ−10 Bnv ≥ λp(Σ−10 )λK(BT

nBn)vTv = λp(Σ
−1
0 )λK(BT

nBn).

Mit den Annahmen 4 und 7 folgt für ein C > 0

vTBT
nΣ−10 Bnv ≥ p · C.

Damit erhalten wir
‖[cov(f)−1 + BnΣ−10 Bn]−1‖S = O(p−1). (C.0.65)

Die letzte Abschätzung, die für (C.0.64) fehlt, ist die von ‖ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n − cov(f)−1 −

BT
nΣ−10 Bn‖. Dazu nutzen wir die Dreiecksungleichung und schätzen ‖ ˆcov(f)−1 − cov(f)−1‖ und
‖B̂T

n Σ̂−10 B̂n −BT
nΣ−10 Bn‖ jeweils einzeln ab.

Nach Annahme 3 ist die Kovarianzmatrix der Faktoren invertierbar mit ‖cov(f)−1‖S = O(1) und
nach Lemma C.0.2 ist ˆcov(f) ein konsistenter Schätzer. Daher erhalten wir die Konvergenzrate
mit dem Ansatz (B.3.4) aus der Rate von Lemma C.0.2:

‖ ˆcov(f)−1 − cov(f)−1‖ = ‖(cov(f) + Dn)−1 − cov(f)−1‖ ≤ ‖Dn‖‖cov(f)−1‖2S
1− ‖cov(f)−1‖S‖Dn‖

= OP (n−
1
2K).

(C.0.66)
Weiter gilt mit der Darstellung (2.2.9), der Dreiecksungleichung und (B.2.4)

‖B̂T
n Σ̂−10 B̂n −BnΣ−10 Bn‖ = ‖(Bn + Cn)Σ̂−10 (Bn + Cn)−BnΣ−10 Bn‖

= ‖Bn(Σ̂−10 −Σ−10 )Bn + BnΣ̂−10 Cn + CnΣ̂−10 Bn + CnΣ̂−10 Cn‖

≤ ‖Bn(Σ̂−10 −Σ−10 )Bn‖+ 2‖BnΣ̂−10 Cn‖+ ‖CnΣ̂−10 Cn‖

≤ ‖Bn‖‖(Σ̂−10 −Σ−10 )‖‖Bn‖+ 2‖Bn‖‖Σ̂−10 ‖‖Cn‖+ ‖Cn‖‖Σ̂−10 ‖‖Cn‖.

Nun setzen wir (2.2.3), (C.0.47) und das Resultat aus Lemma C.0.12 ein und erhalten die Rate

‖B̂T
n Σ̂−10 B̂n −BnΣ−10 Bn‖ = (OP (n−

1
2 p

3
2 ) +OP (n−1p

3
2K)) +OP (n−

1
2 p

3
2K

1
2 ) +OP (n−1p

3
2K)

= OP (n−
1
2 p

3
2K

1
2 ), (C.0.67)

da die vorletzte Rate dominiert, falls die Stichprobengröße größer ist als die Anzahl der Faktoren.
Aus (C.0.66) und (C.0.67) erhalten wir

‖ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n − cov(f)−1 −BT

nΣ−10 Bn‖

≤ ‖ ˆcov(f)−1 − cov(f)−1‖+ ‖B̂T
n Σ̂−10 B̂n −BnΣ−10 Bn‖ = OP (n−

1
2 p

3
2K

1
2 ).

(C.0.68)

Der Nenner in (C.0.64) konvergiert dann für n −→ ∞ gegen 1. Wir betrachten nun den Zähler
und mit (C.0.65) und (C.0.67) gilt

‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]− [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]‖‖[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1‖2S
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= OP (n−
1
2 p

3
2K

1
2 )OP (p−2) = OP (n−

1
2 p−

1
2K

1
2 ).

Zusammen mit (C.0.63) folgt in (C.0.62)

‖Σ−10 Bn([ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1)BT
nΣ−10 ‖ = OP (n−

1
2 p

1
2K

1
2 ).
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D. Herleitung der Konvergenzraten für
Abschnitt 2.4

Lemma D.0.16 Unter den Annahmen 9, 10 und 11 gilt

E(‖Dn‖2) = O
(K2 log n

n

)
.

Beweis. Um die Aussage zu beweisen zeigen wir, dass für ein C > 0 die Aussage E(‖Dn‖2) ≤
CK2 logn

n gilt. Dazu setzen wir an := K2 logn
n . Dann folgt

1

C
E(‖Dn‖2) = anE

(‖Dn‖2

C · an

)
,

dabei handelt es sich um eine positive Zufallsvariable, daher können wir schreiben

1

C
E(‖Dn‖2) = an

∫ ∞
0

P
(‖Dn‖2

C · an
≥ s
)
ds.

Wir zeigen nun, dass für eine Funktion f mit f(s)→ 0, für s→∞ gilt, dass

P
(‖Dn‖2

C · an
≥ s
)
≤ f(s),

denn dann erhalten wir∫ ∞
0

P
(‖Dn‖2

C · an
≥ s
)
ds ≤

∫ ∞
0

f(s)ds ≤ C1

für ein C1 > 0 und insgesamt gilt

1

C
E(‖Dn‖2) ≤ anC1.

Anstelle von Dn nutzen wir im weiteren Beweis die alternative Darstellung

D∗n =
1

n
XXT − 1

n2
X11TXT − cov(f).

Die Asymptotik, die wir für D∗n herleiten, gilt dann auch für Dn.
Zunächst schreiben wir

‖D∗n‖2 =

K∑
i=1

K∑
j=1

[ 1

n

n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)− (
1

n2

n∑
t=1

fit

n∑
t=1

fjt − E(fi1)E(fj1))
]2
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≤ 2

K∑
i=1

K∑
j=1

[ 1

n

n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)
]2

+
[ 1

n2

n∑
t=1

fit

n∑
t=1

fjt − E(fi1)E(fj1)
]2 (D.0.1)

≤ 2K2 max
1≤i,j≤K

[ 1

n

n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)
]2

+ 2K2 max
1≤i,j≤K

[ 1

n2

n∑
t=1

fit

n∑
t=1

fjt − E(fi1)E(fj1)
]2
.

Diese beiden Summanden betrachten wir getrennt voneinander. Der Beweis basiert auf Annahme
11, den exponentiell abfallenden Tails der Verteilung der Faktoren.
Für s > 0 schreiben wir mit der Bonferroniungleichung

P ( max
1≤i,j≤K

|
n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)| > sn) = P (
⋃

1≤i,j≤K

{|
n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)| > sn})

≤
K∑
i=1

K∑
j=1

P (|
n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)| > sn) ≤ K2 max
1≤i,j≤K

P (|
n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)| > sn).

(D.0.2)

Nach Annahme 11 existieren Konstanten r2, b1 > 0, sodass für alle s > 0 und i ∈ {1, . . . ,K}

P (|fit| > s) ≤ exp
(
− (

s

b1
)r2
)
≤ exp

(
1− (

s

b1
)r2
)

gilt. Mit Lemma A.3.1 folgt dann, dass auch für das Produkt fitfjt, i, j ∈ {1, . . . ,K} Konstanten
r3, b2 > 0 existieren, sodass für alle s > 0

P (|fitfjt| > s) ≤ exp
(
1− (

s

b2
)r3
)

gilt. Wie im zugehörigen Beweis muss 0 < r3 <
r22
2r2

= 1
2r2 erfüllt sein. Wir wählen r3 = 1

3r2 und
setzen r−14 := 3r−12 + r−11 , wobei r1 die Konstante aus Annahme 10 ist.
Mit Annahme 11 ist dann r4 < 1 und wir können Satz A.3.2 anwenden und erhalten damit eine
Bernsteinungleichung für die Summe unserer schwach abhängigen, zentrierten Zufallsvariablen:
Es existieren Konstanten C1, . . . , C5 > 0, sodass für alle s > 0 gilt

max
1≤i,j≤K

P (|
n∑
t=1

fitfjt − E(fi1fj1)| > sn) ≤ n exp
(
− (ns)r4

C2

)
+ exp

(
− (ns)2

C2(1 + nC3)

)
+ exp

(
− (ns)2

C4n
exp(

(ns)r4(1−r4)

C5(log(ns))r4
)
)

=: A1 +A2 +A3.

(D.0.3)

Nun betrachten wir (D.0.2) und (D.0.3) und setzen s := Cτ
√

logn
n .

K2A1 = K2n exp(−
(nτC

√
logn
n )r4

C2
)

= K2n exp(−C
r4

C2
n

r4
2 τ r4 [log n]

r4
2 )

= K2n exp(−C
r4

C2
n

r4
2 (τ r4 − 1)[log n]

r4
2 − Cr4

C2
n

r4
2 [log n]

r4
2 )

= K2n exp(−C
r4

C2
n

r4
2 [log n]

r4
2 ) exp(−C

r4

C2
n

r4
2 (τ r4 − 1)[log n]

r4
2 )
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= K2n1−
r4
2

Cr4
C2

n
r4
2

exp(−C
r4

C2
n

r4
2 (τ r4 − 1)[log n]

r4
2 ),

für große Werte von n und C folgt dann

K2A1 ≤ C ′f1(τ),

mit f1(τ)→ 0, τ →∞ und τ > 1.
Für den zweiten Ausdruck gilt

K2A2 = K2 exp
(
− n2C2τ2 log n

nC2(1 + nC3)

)
= K2 exp(− C2τ2 log n

C2( 1
n + C3)

)

= K2 exp(− C2 log n

C2( 1
n + C3)

) exp(−C
2(τ2 − 1) log n

C2( 1
n + C3)

)

= K2n
− C2

C2( 1
n

+C3) exp(−C
2(τ2 − 1) log n

C2( 1
n + C3)

),

für große Werte von C folgt

K2A2 ≤ C ′f2(τ),

mit f2(τ)→ 0, τ →∞ und τ > 1.
Für den letzten Ausdruck schreiben wir

K2A3 = K2 exp(−n
2C2τ2 log n

n2C4
exp(

(nCτ
√

log n)r4(1−r4)

n
r4(1−r4)

2 C5[log(nCτ
√

logn
n )]r4

))

= K2 exp(−C
2 log n

C4
exp(

(nCτ
√

log n)r4(1−r4)

n
r4(1−r4)

2 C5[log(nCτ
√

logn
n )]r4

))

· exp(−C
2(τ2 − 1) log n

C4
exp(

(nCτ
√

log n)r4(1−r4)

n
r4(1−r4)

2 C5[log(nCτ
√

logn
n )]r4

))

und für große Werte von C und n erhalten wir

K2A3 ≤ C ′f3(τ),

mit f3(τ)→ 0, τ →∞ und τ > 1. Nun betrachten wir den zweiten Summanden aus (D.0.1).

max
1≤i,j≤K

| 1

n2

n∑
t=1

fit

n∑
t=1

fjt − E(fi1)E(fj1)|2

= max
1≤i,j≤K

|( 1

n

n∑
t=1

fit − E(fi1))
1

n

n∑
t=1

fjt + E(fi1)
1

n

n∑
t=1

fjt + E(fi1)(
1

n

n∑
t=1

fjt − E(fj1))

− E(fi1)
1

n

n∑
t=1

fjt|2,

wegen der Stationarität und Ergodizität der Faktoren gilt

= max
1≤i,j≤K

|( 1

n

n∑
t=1

fit − E(fi1))
1

n

n∑
t=1

fjt + E(fi1)(
1

n

n∑
t=1

fjt − E(fj1))|2.
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Nach Annahme 2 sind die Erwartungswerte der Faktoren gleichmäßig beschränkt und wegen
der Ergodizität ist dann auch 1

n

∑n
t=1 fjt beschränkt. Für P (max1≤i≤K | 1n

∑n
t=1 fit − E(fi1)| >

Cτ
√

logn
n ) erhalten wir ein analoges Resultat zu den vorhergegangenen Rechnungen mithilfe von

Satz A.3.2.
Insgesamt folgt dann mit (D.0.1)

P (‖Dn‖2 ≥ Cτan) ≤ C ′f(τ)

für f(τ)→ 0, τ →∞. und damit auch die Behauptung.

Korollar D.0.17 Unter den Annahmen 2 - 6 und 9 - 11 gelten folgende Aussagen

E(‖BnDnBT
n‖2) = O(n−1[log n]p2K2)

und

E(‖BnDnBT
n‖2Σn

) = O(n−1[log n]p−1K2).

Beweis. Wir können direkt den Beweis von Lemma C.0.3 anwenden und erhalten mit Lemma
D.0.16 und (C.0.3)

E(‖BnDnBT
n‖2) ≤ ‖BT

nBn‖2E(‖Dn‖2) = O(p2)O(n−1[log n]K2) = O(n−1[log n]p2K2).

Mit (C.0.4) und Lemma D.0.16 erhalten wir die zweite Aussage

E(‖BnDnBT
n‖2Σn

) ≤ 1

p
E(‖Dn‖2)‖BT

nΣ−1n Bn‖2S =
1

p
O(n−1[log n]K2)O(1) = O(n−1[log n]p−1K2).

Bemerkung D.0.18 In den Beweisen der Lemmata C.0.4 - C.0.10 nutzen wir das Argument
der unabhängigen Faktoren nicht. Die Resultate lassen sich direkt auf den Fall mit stationären
Faktoren übertragen.

Lemma D.0.19 Für den Kleinste Quadrate Schätzer für die Matrix der Faktorladungen gilt
unter den Annahmen 2 - 6 und 9:

E(‖B̂n −Bn‖2) = O(n−1pK). (D.0.4)

Beweis. Wir betrachten die Konvergenz im quadratischen Mittel. Durch die Anwendung der
iterierten Erwartung erhalten wir

E(‖B̂n −Bn‖2) = E(‖EXT (XXT )−1‖2) = E(tr{EX(XXT )−1(XXT )−1XET })
= E(E(tr{XETEXT (XXT )−1(XXT )−1}|X))

= E(tr{XE(ETE|X)XT (XXT )−1(XXT )−1}|X).

Analog zu (C.0.23) folgt

E(‖B̂n −Bn‖2) = tr{Σ0}E(tr{XXT (XXT )−1(XXT )−1}) = tr{Σ0}E(tr{(XXT )−1).
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Die Faktoren sind nach Annahme 9 stationär und ergodisch, daher gilt

1

n
XXT =

1

n

n∑
t=1

ftf
T
t

P−→ E(ffT ), n→∞,

also insbesondere

λK(
1

n
XXT )

P−→ λK(E(ffT )) ≥ λK(cov(f)).

Wegen Annahme 3 folgt dann

λ1(n(XXT )−1) = O(1),

und

λ1((XXT )−1) = O(n−1).

Insgesamt folgt dann mit (B.1.8)

E(tr{(XXT )−1}) = E
( K∑
i=1

λi((XXT )−1)
)
≤ Kλ1((XXT )−1) = KO(n−1)

und mit (C.0.24)
E(‖B̂n −Bn‖2) = O(n−1pK).

Die Änderung der Konvergenzrate für die Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren wirkt sich
auch auf die Rate ihrer Inversen aus. Daher muss der Beweis von Lemma C.0.15 angepasst
werden.

Lemma D.0.20 Unter den Annahmen 1 - 7 und 9 - 11 gilt folgende Konvergenzrate

‖Σ−10 Bn([ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1)BT
nΣ−10 ‖

= OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p−1K) +OP (n−

1
2 p

1
2K

1
2 ).

Beweis. Wir nutzen den Beweis von Lemma C.0.15.
Mit (C.0.62) betrachten wir

‖Σ−10 Bn([ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1)BT
nΣ−10 ‖

≤ ‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1‖‖BT
nΣ−20 Bn‖. (D.0.5)

Für den zweiten Faktor erhalten wir aus (C.0.63) das Resultat

‖BT
nΣ−20 Bn‖ = OP (p). (D.0.6)

Für den ersten Faktor aus (D.0.5) können wir mit (C.0.64) folgenden Ausdruck behandeln

‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1‖ (D.0.7)
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≤ ‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]− [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]‖‖[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1‖2S

1− ‖[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1‖S‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T

n Σ̂−10 B̂n]− [cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]‖

.

Wir nutzen das Resultat aus (C.0.65)

‖[cov(f)−1 + BnΣ−10 Bn]−1‖S = O(p−1). (D.0.8)

Für den verbleibenden Ausdruck ‖ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n − cov(f)−1 −BT

nΣ−10 Bn‖ müssen wir
die veränderte Rate der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren beachten. Dafür schreiben wir
mit dem Resultat aus Lemma D.0.16

‖ ˆcov(f)−1 − cov(f)−1‖ = ‖(cov(f) + Dn)−1 − cov(f)−1‖ ≤ ‖Dn‖‖cov(f)−1‖2S
1− ‖cov(f)−1‖S‖Dn‖

= OP (n−
1
2 [log n]

1
2K).

Wir erhalten dann mit (C.0.67)

‖ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n − cov(f)−1 −BT

nΣ−10 Bn‖

≤ ‖ ˆcov(f)−1 − cov(f)−1‖+ ‖B̂T
n Σ̂−10 Bn −BnΣ−10 Bn‖ = OP (n−

1
2 [log n]

1
2K) +OP (n−

1
2 p

3
2K

1
2 ).

Während der Nenner in (D.0.7) für n→∞ gegen 1 konvergiert, gilt mit (D.0.8) für den Zähler

‖[ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]− [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]‖‖[cov(f)−1 + BT
nΣ−10 Bn]−1‖2S

= (OP (n−
1
2 [log n]

1
2K) +OP (n−

1
2 p

3
2K

1
2 ))OP (p−2)

= OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p−2K) +OP (n−

1
2 p−

1
2K

1
2 ).

Zusammen mit (D.0.6) erhalten wir das Resultat in (D.0.5)

‖Σ−10 Bn([ ˆcov(f)−1 + B̂T
n Σ̂−10 B̂n]−1 − [cov(f)−1 + BT

nΣ−10 Bn]−1)BT
nΣ−10 ‖

= OP (n−
1
2 [log n]

1
2 p−1K) +OP (n−

1
2 p

1
2K

1
2 ).

Bemerkung D.0.21 Da wir in (D.0.4) die gleiche Rate für die Matrix der Faktorladungen
erhalten wie in (C.0.47) und der Beweis von Lemma C.0.5 nicht von Annahme 8 abhängt, können
wir auch für den Fall stationärer Faktoren die Raten der Lemmata C.0.12 - C.0.14 nutzen.
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