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Notation

(A)ij Element in Zeile 4, Spalte j der Matrix A.
E(X) Erwartungswert der Zufallsvariable X.
E(X|C) Bedingte Erwartung der Zufallsvariable X gegeben C.
0,0 Landausymbole (deterministisch).
Op, op Landausymbole (stochastisch).
I'(«, B) Gammaverteilung mit Parametern o und 3.
X Arithmetisches Mittel der Eintrage von x = (z1,...,zy).
o Hadamard Produkt - elementweise Multiplikation von Matrizen.
cov(X,Y) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y.
det(A) Determinante der Matrix A.
all 0 0
diag(+) Fiir eine Matrix A € R"*" : diag(A) =] o *-. 0
0 0 apn
al 0 0
Fir ai,...,a, € R: diag(ar,...,an) =0 -. 0

0O 0 a,
Aji(A) j-grokter Eigenwert der Matrix A € R™*",
R Korper der reellen Zahlen.
Zz Menge der ganzen Zahlen.
N(u,o?) Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2,
1 Einsvektor (1,...,1)T.
A>B Fiir symmetrisch positiv semidefinite Matrizen A und B : A — B ist positiv

semidefinit.

I, Einheitsmatrix der Dimension p X p .
rg(A) Rang der Matrix A.
il Stochastische Konvergenz.
tr(A) Spur der Matrix A.
var(X) Varianz der Zufallsvariable X.
mean(aq, ...,a,) Mittelwert von aq, ..., a,.
sd(ay,...,an) Standardabweichung von aq,...,a,.
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Einleitung

In der heutigen Zeit sind in vielen Anwendungen grofle Datenmengen verfiigbar, die fiir
die Gewinnung von Informationen und das Verstdndnis von Prozessen genutzt werden
kénnen. Besonders in naturwissenschaftlichen Disziplinen kann durch verbesserte Ver-
fahren eine immer gréfser werdende Anzahl an Daten gemessen und beobachtet werden.
Beispielsweise ist in der Signalverarbeitung, durch die Digitalisierung, das Datenaufkom-
men fiir Musik, Videos und Bilder stark gewachsen, in der Klimatologie werden hoch-
dimensionale Daten genutzt um neue Vorhersage- und Klimamodelle zu entwickeln, in
der Molekularbiologie sind immer detailliertere genetische Informationen fiir die For-
schung verfiigbar. Um mit diesen Datenmengen umgehen zu kénnen werden zuverlissige
Methoden aus der multivariaten Statistik bendtigt, denn haufig bedeutet eine grofse Da-
tenmenge nicht nur die Verfiigbarkeit von Beobachtungen iiber einen langen Zeitraum
hinweg, sondern dariiber hinaus eine grofse Anzahl von Messungen und Daten fiir jeden
Beobachtungszeitpunkt.

In dieser Arbeit wollen wir eine Anwendung aus der Finanzwelt betrachten, in der heut-
zutage oft hochdimensionale Portfolios, also eine groffe Anzahl an Investitionsobjekten
und deren Verhalten untereinander betrachet werden miissen. Besonders fiir das Risi-
komanagement ist es wichtig, zuverlassige Aussagen iiber die einzelnen Positionen und
iiber ihren Beitrag zum Gesamtrisiko treffen zu kénnen, um Vorhersagen fiir das Portfo-
liorisiko zu ermoglichen. Zu diesem Zweck werden die Kovarianzmatrizen der Portfolios
betrachtet. Da diese jedoch nicht beobachtbar sind, miissen sie aus den vorhandenen Da-
ten geschatzt werden.

Bei der Wahl der Schiatzmethode ist es einerseits wichtig den Rechenaufwand zu betrach-
ten, andererseits muss die Giite der Schétzung beriicksichtigt werden. Haufig wird fir die
Schitzung die Stichprobenkovarianzmatrix genutzt. Allerdings tritt, sobald die Dimen-
sion der Matrix in der gleichen Grofenordnung vorliegt wie die Stichprobengrofie, das
Problem der Singularitdt auf. Da es aber insbesondere fiir die Portfolioselektion wichtig
ist, eine gute Schétzung fiir die Inverse der Kovarianzmatrix zu haben, geht man haufig
zu anderen Schitzmethoden iiber.

Weiterhin ist es fiir die Anwendung in der Finanzwirtschaft wichtig eine Schitzung zu
erhalten, die positiv semidefinit ist, da andernfalls Portfolios mit negativen Varianzen
bestimmt werden kénnten. Den Hintergrund werden wir in Kapitel [3| erldutern.

Um dem Problem der grofsen Dimensionen entgegenzutreten, werden haufig Strukturan-
nahmen getroffen. Ein beliebtes Beispiel hierfiir sind Faktormodelle, die vorwiegend in
der Okonomie und der Finanzwissenschaft genutzt werden. Wir werden diesen Ansatz
aufgreifen und die Rendite eines hochdimensionalen Portfolios durch eine moglichst klei-
ne Anzahl von Faktoren erkléren. Je weniger gemeinsame Faktoren fiir die Erklarung
der Rendite nétig sind, desto grofser ist der Effekt der Dimensionsreduktion durch das



Einleitung

Faktormodell.

Dieser Ansatz wurde intensiv von Fama und French| (1993) untersucht und sie fanden
heraus, dass die Rendite eines Portfolios bestehend aus Aktien und Anleihen schon durch
ein Faktormodell mit fiinf Faktoren gut erklart werden kann.

Wir werden die Entstehung der Faktormodelle in Kapitel [I[f motivieren, verschiedene An-
passungsmoglichkeiten erldutern und die Struktur dann fiir die Schétzung der Kovarianz-
matrix nutzen. Der Vorteil der Faktormodelle liegt darin, dass nicht die Kovarianzmatrix
des Portfolios direkt geschétzt wird, sondern die Komponenten des Faktormodells, aus
denen anschliefsend die Kovarianzmatrix rekonstruiert werden kann.

Nach der Einfithrung der Faktormodelle in Kapitel [I, nutzen wir diese in Kapitel 2] um
die Kovarianzmatrix eines hochdimensionalen Portfolios zu schétzen. Wir wenden dazu
den Ansatz aus |[Fan et al.| (2007) an und vergleichen die Schitzung der Kovarianzmatrix
aus dem Faktormodell mit der Stichprobenkovarianzmatrix unter der Annahme, dass die
Dimension des Portfolios und die Anzahl der Faktoren mit der Stichprobengréfse wach-
sen konnen. Als Vergleichswert betrachten wir die Konvergenzraten der beiden Schétzer
unter verschiedenen Normen. Aufierdem analysieren wir unterschiedliche Annahmen an
die Faktoren des Faktormodells. Im einfachsten Fall gehen wir von unabhéngig identisch
verteilten Faktoren aus. Da in der Praxis aber haufig makrotkonomische oder branchen-
spezifische Daten als Faktoren genutzt werden, gehen wir zu der Annahme iiber, dass die
Faktoren einer stationdren Zeitreihe entstammen.

Es stellt sich heraus, dass die Auswirkung dieser verdnderten Annahme auf das asympto-
tische Verhalten der Kovarianzmatrixschitzer nur gering ist. In beiden Ansétzen zeigen
wir, dass der Vorteil durch die Schatzung der Kovarianzmatrix mithilfe des Faktormodells
gegeniiber der Stichprobenkovarianzmatrix nur gering ist. Dahingegen kann die Inverse
der Kovarianzmatrix mithilfe des Faktormodells deutlich besser geschétzt werden als
durch Invertieren der Stichprobenkovarianzmatrix.

In Kapitel 3] untersuchen wir, wie sich diese Resultate auf Anwendungen in der Finanz-
wirtschaft auswirken. Dazu betrachten wir Ansétze der Portfolioselektion fiir die Kon-
struktion optimaler Portfolios und die Berechnung des Risikos bei einem vorgegebenen
Portfolio. In beiden Anwendungsgebieten wird die Kovarianzmatrix verwendet und wir
analysieren den Einfluss der Schétzung der Kovarianzmatrix in beiden Bereichen. Es
stellt sich heraus, dass besonders die Portfolioselektion von der Verwendung von Fak-
tormodellen profitiert, da dabei die Schétzung der inversen Kovarianzmatrix eingeht. Im
Risikomanagement wird hingegen die Kovarianzmatrix direkt angewendet, daher ist der
Nutzen des Faktormodells nur gering.

In Kapitel [ fiihren wir mithilfe des Dreifaktormodells fiir Aktienrenditen aus [Fama und
French| (1993)) eine Simulation unserer Untersuchungen mithilfe eines realen Datensatzes
durch. Dazu nutzen wir die Software R (http://www.R-project.org/).

In Kapitel [5] untersuchen wir, ob sich der Faktormodellansatz unter der Annahme von
stationédren Faktoren auch fiir die Schiatzung der Autokovarianzmatrix zu einem Zeitab-
stand h eignet. Die Resultate in diesem Abschnitt vergleichen wir dann fiir A = 0 mit
den Ergebnissen aus Kapitel 2| fiir die Kovarianzmatrix.


http://www.R-project.org/

1. Faktormodelle

Das Konzept der Faktormodelle wurde in Ross (1976]) als neuartiger Ansatz fiir die Be-
wertung von Kapitalanlagen eingefiihrt. Insbesondere sollen sie eine Alternative zu dem
von Ross kritisierten Capital Asset Pricing Model (CAPM) darstellen.

Das CAPM, basierend auf dem Mean-Variance Ansatz von Markowitz (1952)), ist ein
Modell zur Bewertung einzelner Kapitalanlagen unter den Annahmen eines Marktgleich-
gewichts, normalverteilter Wertpapierrenditen und quadratischer Nutzenfunktionen von
Investoren. Um die erwartete Rendite einer Kapitalanlage mithilfe des CAPMs zu bestim-
men, muss ein Marktportfolio bekannt sein, anhand dessen die Kapitalanlage gemessen
werden kann. Die erwartete Rendite wird als Linearkombination der risikolosen Rendite
(Rp) und der erwarteten Uberschussrendite des Marktportfolios bestimmt. Letztere wird
mit dem sogenannten Betafaktor (5;57) gewichtet, der die Schwankung der Kapitalanlage
im Vergleich zum Marktportfolio beschreibt:

E(R;) = Rp + Bin(E(Rym) — Rr)
Big = cov(R;, Ryy)
M Nar(Ry)

Dabei bezeichne R; die Rendite der Anlage ¢ fiir i € {1,...,p, M}, wobei der Index M
fiir das Marktportfolio steht.

Das von Ross neu eingefithrte Konzept basiert auf einem Arbitrageargument und tragt
daher den Namen Arbitrage Pricing Theory (APT). Ein besonderer Vorteil gegeniiber
dem CAPM ist, dass die Annahme des Marktgleichgewichts fallen gelassen werden kann.
Auch die Bestimmung eines Marktportfolios ist nicht mehr nétig, da die Rendite der
Kapitalanlagen durch gemeinsame Marktfaktoren approximiert wird.

Der Ausgangspunkt fiir die APT ist die Darstellung der Rendite einer Kapitalanlage R;
als Linearkombination der Faktorauspragungen (f;):

Ri = a; + bif + ¢,

mit einem Intercept a;, einem Storterm e; und anlagespezifischen Faktorladungen
b; = (bi1,...,bix), i=1,...,p,

sowie dem Vektor der Faktorauspragungen

f=(f,...,fx)".
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Dabei bezeichne p die Anzahl der Kapitalanlagen und K die Anzahl der gemeinsamen
Faktoren. Fiir den Storterm miissen die Bedingungen

E(gilf) = 0 und

var(g;) = 02 = 0% < 00
gelten. Unter der Annahme der Arbitragefreiheit entwickelte [Ross (1976, |1977) aus die-
ser Darstellung der Renditen einen approximativen linearen Zusammenhang zwischen

der erwarteten Uberschussrendite einer Kapitalanlage und den Risikoprimien fj der ge-
meinsamen Faktoren:

(E(R;) — Rr) ~ byf.
Basierend auf der APT wurden verschiedene Arten von Faktormodellen fiir unterschied-
liche Anwendungen entwickelt.

In dieser Arbeit nutzen wir Faktormodelle, um die Uberschussrenditen eines Portfolios
durch gemeinsame Marktfaktoren zu erklaren. Dazu betrachten wir fiir ¢ = 1,...,p die
Uberschussrendite Y; einer Kapitalanlage i und bezeichnen die Dimension unseres Port-
folios, also die Anzahl der Kapitalanlagen, mit p. Als Faktoren in unserem Modell dienen
uns K Uberschussrenditen von gemeinsamen Marktfaktoren. Diese sollen die Uberschuss-
renditen der p Kapitalanlagen erklaren. Dabei ist die Wirkungsweise der Faktoren an-
lagespezifisch und wird durch Faktorladungen b;;, ¢ = 1,...,p, j = 1,..., K bestimmt.
Das Faktormodell fiir unser Portfolio besitzt dann die folgende Form

y =Bf +e. (1.0.1)
Dabei ist

= (Yq,... ,Yp)T € R? der Vektor der Uberschussrenditen unseres Portfolios,

y
b; = Ebil, .o, b; K) € RY der Vektor der Faktorladungen fiir Kapitalanlage i,
B= (bl, el bp)T e RP*K die Matrix aller Faktorladungen des Portfolios,

f= (fl, cee fK)T e RE der Vektor der Faktoren und
(61, e ,6p)T € RP der Vektor der kapitalanlagespezifischen Fehlerterme.

Fiir diesen gilt

E(e|f) = 0 und

cov(elf) = . (10.2)

Weiterhin sind die Faktoren und die Fehlerterme unkorreliert, das heifst

cov(e,f) = 0.
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Dies ist eine zentrale Bedingung fiir diese Arbeit, da sie es ermoglicht die Kovarianzmatrix
des Portfolios mithilfe der Darstellung (A.2.4) in folgende Komponenten zu zerlegen

3 = cov(y) = cov(Bf + €) = cov(Bf) + cov(e) + 2Bcov(f, )
= Beov(f)BT + E(cov(elf)) 4 cov(E(e|f)) = Beov(f)BT + 3. (1.0.3)

In dieser Darstellung wird der Vorteil der Dimensionsreduktion deutlich, solange die
Anzahl der Faktoren im Vergleich zur Dimension des Portfolios klein ist. Wegen der
Symmetrie der Kovarianzmatrix sind bei direkter Schitzung p(pi;l) Parameter zu schét-
zen. Bei der Betrachtung des Faktormodells miissen die Eintrdge der p x K Matrix der
Faktorladungen, die symmetrische K x K Kovarianzmatrix der Faktoren und die Ein-
trige der Fehlerkovarianzmatrix geschétzt werden. Haufig wird diese als diagonal (vgl.
Fan et al., 2007) oder diinn besetzte Matrix (vgl. |[Fan et all 2011 angenommen, daher

reduziert sich die Anzahl der zu schatzenden Parameter deutlich.

Fiir die datenbasierte Anpassung eines Faktormodells benttigen wir n beobachtete Da-
ten des Portfolios, y1, ..., yn, die durch das Faktormodell generiert werden sollen. Haufig
unterscheidet man drei verschiedene Typen von Faktormodellen. In Tsay| (2010) und |Zi-
vot und Wang| (2006) werden sie als makrookonomische, fundamentale und statistische
Faktormodelle beschrieben.

In makrookonomischen Faktormodellen werden neben den Portfoliodaten auch die Fak-
torauspriagungen beobachtet. Dabei kann es sich beispielsweise um Aktienindizes, Zinsen,
Renditen oder andere makrookonomische Grofien handeln. Die Modellanpassung erfolgt
dann meist durch eine Kleinste-Quadrate-Schétzung fiir die Matrix der Faktorladungen.
Die Schitzung kann fiir jede der p Kapitalanlagen einzeln oder als multivariate Regres-
sion fiir das gesamte Portfolio gleichzeitig durchgefiihrt werden. Da wir diesen Ansatz in
den folgenden Kapiteln verfolgen werden, verweisen wir fiir die Schétzung auf Kapitel

In fundamentalen Faktormodellen werden beobachtbare, kapitalanlagespezifische Funda-
mentalwerte genutzt, um das Modell anzupassen. Dabei kann es sich beispielsweise um
Bilanzwerte, Wachstumswerte oder Branchenklassifikationen handeln. Innerhalb der fun-
damentalen Faktormodelle gibt es zwei verschiedene Ansétze.

Im BARRA Ansatz (vgl. [Burmeister et al., [1994) werden die gewéhlten Fundamental-
werte genutzt, um zeitinvariante Faktorladungen zu konstruieren. Die Faktoren werden
dann durch Regression geschétzt.

Im Fama-French Ansatz wird fiir jeden Fundamentalwert ein Hedgeportfolio gebildet.
Die Renditen dieser Hedgeportfolios werden als Faktoren im Faktormodell genutzt, dar-
auf basierend werden analog zum makrotkonomischen Faktormodell die Faktorladungen
durch Regression geschéitzt. In|Fama und French| (1993) wird ein Modell beschrieben, das
zwel Fundamentalwerte nutzt: die Unternehmensgrofe (Borsenkurs = Anzahl Aktien
Aktienkurs) und das Verhéltnis von Bilanzkurs zu Borsenkurs. Die Faktoren, die aus
diesen Fundamentalwerten gebildet werden, nutzen wir fiir die Simulation in Kapitel [4]

In statistischen Faktormodellen wird die Modellanpassung ohne zuséatzlich beobachtete
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Daten durchgefiihrt. Dazu wendet man héufig eine Faktoranalyse oder eine Hauptkom-
ponentenanalyse an.

Bei der Faktoranalyse gilt die Annahme, dass die Beobachtungen y,...,y, einer or-
thogonalen Faktorstruktur folgen. Dies bedeutet, dass fiir ¢ = 1,...,n ein Faktormodell
folgender Form gilt

y: = Bf;, + ¢
cov(fi,e;) =0
E(fz) = E(EJ,) =0
Var(fi) = IK
var(e;) = diag(o?,. .. ,crg).

Diese Darstellung kann durch Transformation des Faktormodells (1.0.1) immer erreicht
werden, indem die Faktoren und die Matrix der Faktorladungen wie folgt transformiert
werden

f = Cov(f)féf
B= Bcov(f)%.

Die Faktoren und Faktorladungen sind nicht eindeutig bestimmt, da mit jeder beliebi-
gen orthogonalen Matrix M Transformationen vorgenommen werden kénnen, sodass das
Faktormodell

yi = BMMf; + ¢;

gilt. Ausgehend von der orthogonalen Faktorstruktur werden in der Faktoranalyse in
einem ersten Schritt Maximum Likelihood Schétzungen fiir die Faktorladungen und
die Fehlerkovarianzmatrix D unter der Annahme unabhéngig identisch normalverteil-
ter Uberschussrenditen durchgefiihrt. Basierend auf diesen Schétzungen kénnen dann die
Faktoren durch das verallgemeinerte Kleinste-Quadrate Verfahren bestimmt werden. Da
die Darstellung wie oben beschrieben nicht eindeutig ist, kann in einem dritten Schritt
eine Transformation mithilfe einer orthogonalen Matrix vorgenommen werden, um Fak-
toren zu erhalten die sinnvoll interpretierbar sind.

Fiir die Hauptkomponentenanalyse betrachten wir den Vektor der Faktoriiberschussren-
diten y mit der Kovarianzmatrix 3. Das Ziel der Hauptkomponentenanalyse ist es, die
Varianz durch moglichst wenige Komponenten zu erkldren. Dazu betrachten wir folgen-
des Verfahren.

Fir¢=1,...,p betrachten wir standardisierte Gewichtsvektoren w; € RP mit wiTwi =1.
Die Hauptkomponenten x; sind Linearkombinationen der Portfolioiiberschussrenditen
mit diesen Gewichtsvektoren:

€T, = w;fpy.
Insbesondere gilt fiir die Hauptkomponenten

var(z;) = w! Bw;, i=1,...,p und
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T .o
cov(z;, xj) = w; Bwj, i, =1,...,p.

Die Gewichte miissen dabei so bestimmt werden, dass die Hauptkomponenten folgende
Bedingungen erfiillen:

1. Die erste Hauptkomponente z% = w?y wird so bestimmt, dass 2} = max,, var(x)
unter der Bedingung wlTwl = 1 erfiillt ist.

2. Die zweite Hauptkomponente x5 = wgy wird so bestimmt, dass 23 = max,, var(zg)
unter den Bedingungen wlwy = 1 und cov(z1, x3) = 0 erfiillt ist.

3. Analog wird die i-te Hauptkomponente ] = w;fry so bestimmt, dass
max,, var(r;) unter den Bedingungen w!w; = 1 und cov(zi, xj) = 0 fiir

x; =
j=1,...,i—1 erfiillt ist.

Da die Kovarianzmatrix positiv semidefinit ist, kénnen die Hauptkomponenten durch
Spektralzerlegung der Kovarianzmatrix berechnet werden. Wir betrachten die Eigenwer-
te A1,...,Ap der Kovarianzmatrix, sodass Ay > A2 > ... > A, > 0 gilt. Die zugehorigen
normierten Eigenvektoren bezeichnen wir mit vy,...,v,. Sie dienen uns bei der Berech-
nung der Hauptkomponenten als Gewichtsvektoren. Dann gilt

T
T, =V; Yy,

var(z;) = v;prvi =\
und wegen der Orthogonalitdt der Eigenwerte von symmetrischen Matrizen
cov(zi, ;) = vi Bv; = 0 fiir i # j.

Durch diesen Ansatz sind also alle Bedingungen fiir die Bestimmung der Hauptkompo-
nenten erfiillt.

In unserem Faktormodell nutzen wir die Hauptkomponentenanalyse, indem wir das oben
beschriebene Verfahren auf die empirische Kovarianzmatrix der y1, ..., y, anwenden. Die
ersten K Hauptkomponenten dienen uns dann als Faktoren. Die Faktorladungen kénnen
wir basierend auf diesen geschétzten Faktoren wieder durch Regression berechnen.

Ein Vorteil der angenommenen Faktorstruktur ist, dass die mitunter hochdimensiona-
len Probleme durch ein niedrigdimensionales Faktormodell gelost werden kénnen. Diesen
Ansatz nutzen auch Fan et al. (2007) fiir die Schitzung von Kovarianzmatrizen. Wir
wollen ihren Ansatz im folgenden Kapitel darstellen.



2. Kovarianzmatrixschatzung in
Faktormodellen

In diesem Kapitel nutzen wir die Theorie der Faktormodelle aus Kapitel [1, um die Ko-
varianzmatrix eines Portfolios zu schétzen. Dafiir wenden wir den Ansatz von [Fan et _al.
(2007) und |Fan et al. (2011)) an und leiten das asymptotische Verhalten der Schitzer unter
unterschiedlichen Annahmen an die beobachtete Stichprobe her. Insbesondere betrachten
wir das Szenario, in dem die Dimension des Portfolios p mit wachsender Stichprobengro-
$e n gegen unendlich geht und auch die Anzahl der beobachteten Faktoren K wachsen
kann.

Unter verschiedenen Voraussetzungen an die Faktoren der beobachteten Stichprobe ver-
gleichen wir das asymptotische Verhalten der aus dem Faktormodell hervorgehenden
Schiitzung der Kovarianzmatrix nach mit der Stichprobenkovarianzmatrix.

2.1. Schatzung der Komponenten des Faktormodells

Fiir die Schétzung der Kovarianzmatrix betrachten wir eine Stichprobe vom Umfang n
mit Beobachtungen der Portfolioliberschussrenditen und der Faktoren

(Y1, £1), -5 (Y, £n).
Fiir diese Stichprobe formulieren wir das Faktormodell (1.0.1]) mit folgender Notation

X = (fy,...,f,) e REx»
Y = (y1,...,yn) € RP"
E = (e1,...,&,) € RP",

Das Faktormodell ((1.0.1)) gilt dann in der Form
Y = B, X +E, (2.1.1)

dabei handelt es sich, wie oben schon angedeutet, um Matrizen:

Yiu ... Y biin ... bik fir . fin €11 ... Eln
: = : - T
Y]-)I - }/pn bpl . pr le cee fKn Epl .- Epn

Wir betrachten die Anzahl der Faktoren K und die Dimension des Portfolios p in Ab-
héngigkeit von n. Um diese Abhéngigkeit bei der Matrix der Faktorladungen B zu ver-
deutlichen, nutzen wir den Index n und setzen b;; := by, ;;.



2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Wir bestimmen mithilfe der Stichprobe einen Schétzer fiir die Kovarianzmatrix 3,,, in-
dem wir in ([1.0.3)) die Schétzer der einzelnen Matrizen einsetzen.

A ~ A

3, = B,cov(f)BL + 3. (2.1.2)

Der Kovarianzmatrixschétzer setzt sich zusammen aus der Stichprobenkovarianzmatrix

der Faktoren in der Darstellung von Lemma

1 1
v (f) = )&, Ca——g § < 2.1.3
COV( ) n o 1 n(n _ 1) ) < )

der empirischen Fehlervarianz
. ) 1 oo
3o = dlag(—EE ),
n
wobei
E=Y-B,X=Y(, - H)

die Matrix der Residuen ist und dem Kleinste Quadrate Schétzer fiir die Matrix der
Faktorladungen

B, = YXT(xXT)!, (2.1.4)

der sich durch Minimieren des Ausdrucks ||Y — B, X||? berechnen lisst.
Dabei ist H die symmetrisch positiv definite n x n Hutmatrix aus dem linearen Modell

H = XT(xxX7)"'X. (2.1.5)

Eine weitere Moglichkeit die Kovarianzmatrix zu schétzen, ist die Stichprobenkovarianz-
matrix. Sie bietet die Moglichkeit einer Schétzung ohne Anwendung des Faktormodells.
Wir nutzen dazu die Darstellung aus Lemma

R 1 1
S eum = YY!' - —— v117y”. 2.1.6
T —1 n(n—1) ( )

Der Nachteil der Stichprobenkovarianzmatrix ist, dass sie fiir das hochdimensionale Sze-
nario mit p > n singular ist.

2.2. Annahmen und Notation

In den verschiedenen Szenarien, die wir in diesem Kapitel betrachten, sollen einige ge-
meinsame Annahmen gelten, die wir nun diskutieren.



2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Annahme 1 Bei gegebenen Faktoren f gilt fiir den Erwartungswert und die Kovari-
anzmatrix der Fehlerterme die Aussage (1.0.2]). Die Fehler sind unkorreliert und ihre
Kovarianzmatrix hat Diagonalstruktur

cov(e|f) = 3y = diag(o?,. .., 012,).
Diese Annahme ist in Faktormodellen iiblich, wenngleich sie eine starke Einschriankung
an die Fehler darstellt.

Annahme 2 Die vierten Momente der Fehler und Faktoren sind gleichméfig beschrénkt:
max;<i<x E(f) = O(1) und max;<i<, E(e}) = O(1).

Die Annahme an die vierten Momente der Fehler und Faktoren wird genutzt, um die
Konvergenzraten der jeweiligen Stichprobenkovarianzmatrizen herzuleiten. Fiir die Uber-
schussrenditen des Portfolios gilt diese Annahme nicht automatisch, da dafiir auch An-
nahmen an die Faktorladungen nétig wéren.

Mit der Annahme an die vierten Momente der Faktoren gilt mit der Cauchy—Schwarz-
Ungleichung fiir ¢ = 1, ..., K und eine Konstante C' > 0:

B(f?) < [BUH)E < | max B(FH] < 05,

Demnach sind auch die zweiten Momente der Faktoren gleichméfig beschrankt.
Dieses Resultat folgt analog auch fiir die zweiten Momente der Fehler.

Annahme 3 Es existiert ein ¢; > 0, sodass fiir den kleinsten Eigenwert der Kovarianz-
matrix der Faktoren Ag(cov(f)) > ¢; fiir alle n gilt.

Annahme 4 Es existiert ein ¢ > 0, sodass fiir den kleinsten Eigenwert der Kovarianz-
matrix der Fehler \,(32) > ¢ fiir alle n gilt.

Diese Annahmen werden benétigt, um die Invertierbarkeit der beiden Kovarianzmatrizen
sicher zu stellen und die Konvergenzraten der inversen Kovarianzmatrix des Portfolios
herzuleiten.

Annahme 5 Es gilt E(||y|?) = O(p).

Obwohl wir die Uberschussrenditen der Portfoliopositionen mithilfe der Faktoren und der
Faktorladungen durch das Faktormodell erkléren, treffen wir diese Annahme um damit
die Ordnung der Frobeniusnorm fiir die Matrix der Faktorladungen herzuleiten. Dazu
nutzen wir die Annahme |3, dann gilt mit

calg < cov(f). (2.2.1)
Mit der Faktormodelldarstellung der Kovarianzmatrix nach (1.0.3) folgt dann:

¥, = B,cov(f)BL + 2y > B,,cov(f)B] > B,,c;IxB! = ¢;B,BY

10



2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

und mit

p

P P
) = Do) = B0 B0 < SO = Blls) (222)
i=1 i=1 i—1
folgt mithilfe von E(||ly||?) = O(p) daher

2 T T —1r i
[Bn]* = er{B.B]} qt{zn}< E(llyll*) = O(p)

und damit insbesondere )
[Br = O(p2). (2.2.3)

Umgekehrt ist es nicht mdglich, die Ordnung der Frobeniusnorm fiir die Matrix der
Faktorladungen als Annahme zu formulieren und daraus mithilfe der {ibrigen getroffenen
Annahmen die Aussage von Annahme [5| herzuleiten. Ein Grund dafiir ist, dass fiir die
Umkehrung die Aussage durch die analoge Aussage fiir den grofsten Eigenwert
cov(f) < Ai(cov(f))Ix ersetzt werden miisste. Dazu wiére eine zusétzliche Annahme an
die Spektralnorm der Kovarianzmatrix der Faktoren nétig. Da zusétzlich die Abschétzung
aus nicht umgekehrt werden kann, kénnte damit ohnehin nur eine Aussage fiir die
zentrlerten Momente der Uberschussrenditen getroffen werden.

Alternativ ist es moglich, folgende direkte Abschétzung vorzunehmen

E(ly]?) = E(IBuf +e[*) < E(IB.f]*) + E([lel),

da der zweite Summand nach Annahme [2| von der Grofenordnung O(p) ist, schitzen wir
nur den ersten Summanden mithilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und Annahme 2]
ab.

K K
Z Z ‘bZJHbzl‘E ’f]flm

1j=11=1
[bi;1)? CZ b33

Durch eine zusétzliche Annahme maxi<;<p ||b;||? = O(1) konnte dann mit (B.2.7) die
Ordnung der Frobenuisnorm der Matrix der Faktorladungen und Annahme [5| hergeleitet
werden.

M@

K p K
’Z z]fj E(Z Z‘ l]fj -

Jj= i=1 j=1

K p
S bilbal JEA £V E( A1) < €3

=1 i=1 j

M@

E(llyl*)

—

A

i

=1

.
Il

o
Mw

1

Annahme 6 Die Verteilung der Faktoren f ist stetig und die Anzahl der Faktoren ist
kleiner als die Dimension und die Stichprobengrofe: K < p und K < n.

Diese Annahme wird benétigt, damit die Matrix XX fiir n > K fast sicher invertierbar
ist. Die Annahme an die Anzahl der Faktoren ist sinnvoll, da das Faktormodell genutzt
werden soll, um die Dimension des betrachteten Problems zu reduzieren.
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Annahme 7 Die Faktoren fi,..., fx sind iiber n fest gewéhlt. Es existiert eine sym-
metrisch positiv definite Matrix A, deren kleinster Eigenwert von Null weg beschrankt
ist, fiir die gilt

1
-BIB, — A, n - .
b

Diese Annahme bendétigen wir fiir die Herleitung der Konvergenzrate der inversen Kova-
rianzmatrix des Portfolios.

Fiir den Vergleich der beiden Kovarianzmatrixschétzer und ([2.1.6) nutzen wir die
Frobeniusnorm || - || und die Spektralnorm || - ||s. Fiir die Definition und Eigenschaften
dieser Normen verweisen wir auf den Anhang [B] Zusétzlich definieren wir eine weitere
Norm, unter der die Faktorstruktur besser beriicksichtigt wird.

Definition 2.2.1 Sei 3, eine Folge von positiv definiten Kovarianzmatrizen der Dimen-
sion p,, X py,. Fir eine Matrix A der Dimension p,, X p, definieren wir folgende Norm:

1

n

_1 _1
[Alls, = —=[Zn>AZ, . (2.2.4)

Die Definition dieser Norm impliziert folgende Verlustfunktion fiir symmetrische p x p
Matrizen

TS0 D 5 SRET o5 e 1 N TP T o550 Jut B0 Sot:3 5) St A E

L(E, %) = yp|=-2|s = ﬁ”g—é(g Csymt

NG

— [t EE IR INN 2 — 28 NN 7 4 1,}]

= [{(ED 1) - 28m ! + L}

~ esm oyt
Diese ist angelehnt an die Verlustfunktion, die James und Stein| (1961) definieren

L(Z, %) = tr{ZX 71} — log(det(ZX71)) — p.

Insbesondere gilt fiir eine Matrix A € R™*" folgende Bezichung zwischen der Norm || - ||s
und der Spektralnorm:

1 1 1
A = —|SAS I = —u{S AR IR IATS ) = —u{S AR TIAT)
n n n

1, _ 1 _
<_—|=TAfI=T AT ~I= s A= s AT
n 5) T

<
1 -
= = TRIAL (2.25)
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Aus den oben getroffenen Annahmen kénnen wir direkt die Ordnung der Spektralnormen
einiger Matrizen in unserem Faktormodell bestimmen. Fiir die Inverse der Kovarianzma-
trix der Faktoren gilt nach Annahme [3]

leov(£) 7l = O(1). (2.2.6)
AuRerdem gilt nach Annahme [4 fiir die Inverse der Fehlerkovarianzmatrix
IZ5t s = O(D). (2.2.7)

Daraus kénnen wir auch die Spektralnorm der Inversen der Kovarianzmatrix X, bestim-
men. Mit der Darstellung des Faktormodells ((1.0.3)) gilt

¥, = B,cov(f)BL + 2 > %,
also gilt insbesondere

=1 = (Bueov(f)BL +3) ! < 3

n

Wegen (B.4.2)) folgt dann auch
12, s < 125 ls = O(1). (2.2.8)

Bevor wir mit den Abschédtzungen der Schétzfehler unter unterschiedlichen Annahmen
an die Stichprobe beginnen, fiihren wir Notationen fiir die Schétzfehler der einzelnen
Komponenten des Faktormodells ein. Der Schitzfehler fiir die p x K Matrix der Faktor-
ladungen B, lasst sich schreiben als

C, = EXT(xx")"! =B, - B,. (2.2.9)

Der Schétzfehler der K x K Kovarianzmatrix der Faktoren besitzt die Darstellung

1 1
Dy = — 1XXT - mXMTXT — cov(f) = cov(f) — cov(f). (2.2.10)

Der Schétzfehler der p x p Kovarianzmatrix der Fehlerterme besitzt unter Berticksichti-
gung des Faktormodells folgende Struktur

1 .
F,:=1,0 -E(I, — H)ET — 39 =3 — Xp. (2.2.11)
n

Wird die Faktorstruktur nicht beriicksichtigt, so nutzen wir die Stichprobenkovarianz-
matrix nach Lemma [A.1.1] fiir die Definition des Schitzfehlers der Kovarianzmatrix der
Fehlerterme

1 1
G,=—F EE'— —— EIITET - x,. 2.2.12
" -1 n(n—1) 0 ( )

Mithilfe dieser Notationen formulieren wir folgendes Lemma

13



2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Lemma 2.2.2 Die Darstellung des Kovarianzmatrizschitzers aus dem Faktormodell (2.1.2))
lasst sich in die folgenden Summanden zerlegen:

3, =3, +B,D,B? 4+ [C,cov(f)BL + B, cov(f)CL] + Cecov(f)CL + F,,.  (2.2.13)
Fiir die Stichprobenkovarianzmatriz nach (2.1.6)) erhalten wir analog folgende Darstel-
lung:

. 1
Seam = 2+ B.D,BI + G, + —1(BHXET +EXTB!)
n p—

1
— m(BnX]nLTET +E117X"B).

(2.2.14)

Beweis. Durch Einsetzen der Faktormodelldarstellung fiir die Kovarianzmatrix ([2.1.2))

und (2.2.11)), sowie (2.2.9) gilt
3, = Bueov(f)BL + 3y = (B, + C,)cov(f)(B, + C,)T + 3o + F,,
= B,cov(f)BL + B,cov(f)CL + C,cov(f)BL + C,cov(f)CL + Xy + F,

= B,.cov(f)B] + =y + B,D,, B} + B,,cov(f)C} + Cycov(f)B]
(2.2.10)

+ Cueov(f)CT +F,

= ot B, D, B} + [Cpcov(f)B] + B,cov(f)Cl] + Cpeov(f)Cl + F.
(1.0.c

Fiir die Stichprobenkovarianzmatrix gilt in der Darstellung von (2.1.6))

. 1 1
Seam = YY!' - ——v117Y”
n—1 n(n—1)
1
= B, X +E)X™BT + ET) —
E1i) n — 1< nX +E)( nt+E)

1
= —1(BHXXTBZ + B, XE” + EXTBT + EET)
n J—

1

- B, X+EMTXxX'BT + gT

_
n(n —1)
1

= 1BnXXTB;C —

(B, X117X"B? + B, X117E” + E117X"B? + E117E")

1
— B, Xuu"xX"™B + — (B, XE" + EXTB?
nin—1)"" ”+n—1( " + )
1 1 1
— EE'- ——  EMM"ET - —— (B, X11TET + E117XTBT).
* n—1 nin—1) n(n—l)( " * n)

Einsetzen von ([2.2.10)) und (2.2.12)) liefert

A

1
Yem = B,D.B! +B,cov(f)Bl + X+ m(BnXET +EX'B]) + G,

14



2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

1
m(BnXMTET +E117XTB)
1
= >, +B,D,Bl + G, + m(BnXET + EXTBI)
1
— m(anmlTET +E11TXTBY).

U

Diese Darstellungen sind besonders niitzlich fiir die Behandlung der Schéatzfehler, da sie
die Kovarianzmatrix 3,, enthalten. Es geniigt also die Konvergenzraten der jeweils vier
anderen Summanden zu bestimmen und die jeweils dominierende Rate zu identifizieren,
um den Schétzfehler zu quantifizieren.

Hier wird deutlich, dass wir auch fiir die Herleitung der Konvergenzraten fiir die Stich-
probenkovarianzmatrix die Faktorstruktur anwenden, da dadurch die Beweise vereinfacht
werden.

Fiir die Betrachtung der Inversen der Kovarianzmatrix im Faktormodell nutzen wir die
Sherman-Morrison-Woodbury Formel nach (B.3.1). Diese wenden wir auf (1.0.3) und

(2.1.2) an:
s =3 - 2B, fcov(f) ! + BLIZ; B, !Bl 2, (2.2.15)

N ~

Bl =301 - 301B,[cov(f) Tt 4+ B, 3B, T IBIS L (2.2.16)

Bei der Behandlung des Schétzfehlers subtrahieren wir diese beiden Darstellungen vonein-
ander und ordnen um, um das Problem fiir die Bestimmung der Konvergenzrate wieder in
kleinere Teilprobleme zu zerlegen. Die Details dazu folgen an gegebener Stelle im Beweis.

2.3. Unabhingige Faktoren

Wir beginnen nun mit der Herleitung der Konvergenzraten fiir die Kovarianzmatrixschét-
zer unter den verschiedenen Normen. In diesem Abschnitt betrachten wir den einfachsten
Fall der Schétzung und treffen zusétzlich zu den Annahmen [T bis [7] folgende Annahme

Annahme 8 Die betrachtete Stichprobe (y1,f1),...,(yn,f,) ist unabhéngig identisch
verteilt.

Wir wollen nun das asymptotische Verhalten des Kovarianzmatrixschéatzers aus dem Fak-
tormodell und der Stichprobenkovarianzmatrix vergleichen, der Ansatz basiert auf der
Arbeit von |Fan et al.| (2007). Dazu nutzen wir die Darstellungen und .
Die Beweise werden mithilfe von Abschitzungen der einzelnen Komponenten dieser Dar-
stellungen hergeleitet, die wir ausfithrlich in Anhang [C] behandeln werden.

Zunéchst betrachten wir die Konvergenz der Schéatzer (2.1.2)) und (2.1.6) unter der Fro-
beniusnorm.

15



2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Satz 2.3.1 Konvergenzraten unter der Frobeniusnorm
Unter den Annahmen[1 - [0 und [§ gelten fir die Kovarianzmatrizschitzung im Faktor-
modell und die Stichprobenkovarianzmatrixz folgende Konvergenzraten:

E(|Z — Zul?) = O(n~'p*K?) (2.3.1)
und
E(||Zsam — Zul?) = O(n 1p2K?). (2.3.2)

Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir die Darstellung des Schitzers aus dem Faktormodell
aus ([2.2.13)) und wenden dann die Dreiecksungleichung an, um die Resultate der Lemmata

[C.0.3] [C.0.6] [C.0.4] und [C.0.9] nutzen zu koénnen. Damit erhalten wir
E(|Z, — =% = E(|B,D,BE + [B,,cov(f)CI + Cpeov(f)BL] + Cyeov(f)CT + F, |1?)
<4(E(|B»DnBL|?) + E(|Bncov(f)CL + Creov(f)BL %) + E(||Creov(f)CL|?)
+ E(|[Fal®)
= O0(n WK% + O(n 1p’K) + O(n ?p*K) 4+ O(n"'p) + O(n ?pK?)
= O(n 'p’K?),

da die Rate des ersten Summanden dominiert.
Die Argumentation fiir die Stichprobenkovarianzmatrix erfolgt analog. Mithilfe der Dar-
stellung (2.2.14)) und der Dreiecksungleichung erhalten wir

. 1
E(|Zsam — =0|?) = E(|B.D, B + G, + m(B,Q(ET +EXTBY)

b
n(n —1)

< 4(E(|BnDuB, %) + E(|Gal?) +

(B, X117ET + E117XTBT)|?)

e PUB,XE )
1
n?(n —1)2

Aus den Konvergenzraten der Lemmata [C.0.3] [C.0.10] [C.0.7] und [C.0.8§| folgt

E([|Ssam — Zal®) = O(n™'p*K?) + O(n~'p*) + O(n~'p’K) + O(n"'p*K)
= O(n"'p’K?),

+ E(|B,X117E"|%)).

da auch hier die Rate des ersten Summanden dominiert. []

Wir bemerken, dass bei beiden Schétzern die Rate dominiert, die aus der Schétzung
der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren resultiert und die Dimension des Portfo-
lios durch die Matrix der Faktorladungen eingeht. In der Frobeniusnorm ist daher kein
Vorteil durch die Schitzung der Kovarianzmatrix mithilfe des Faktormodells erkennbar
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

und beide Schéatzer sind nur konsistent, falls die Dimension deutlich kleiner als die Stich-
probengrofe ist (p?> < n). In unserem hochdimensionalen Szenario ist die Betrachtung
der Frobeniusnorm daher eher ungeeignet.

Wir stellen weiterhin fest, dass wir fiir die Stichprobenkovarianzmatrix eine schlechtere
Rate erhalten, als im allgemeinen Beweis von Lemma[A.T.2] Die Ursache hierfiir ist, dass
wir fiir die Wertpapieriiberschussrenditen Y;, ¢ = 1,...,p keine Annahme iiber gleich-
mafig beschrénkte vierte Momente treffen. Eine solche Annahme wiirde in Annahme
starkere Einschrankungen an die Matrix der Faktorladungen erfordern.

Wir untersuchen nun das Konvergenzverhalten der beiden Kovarianzmatrixschitzer unter
der in Definition [2.2.T] eingefithrten Norm. Unsere Ergebnisse iiber die Stichprobenkova-
rianzmatrix weichen von denen in |Fan et al. (2007) ab, da wir durch die Anwendung der
Spektralnorm wie in [Fan et al. (2011)) eine verbesserte Abschitzung einiger Konvergenz-
raten erreichen.

Satz 2.3.2 Konvergenzraten unter der Norm || - |x,
Unter den Annahmen (1] - [6 und[§ gelten fir die Schitzung der Kovarianzmatriz aus dem
Faktormodell und die Stichprobenkovarianzmatrixz folgende Aussagen:

B($, - ull%,) = O(n™'K) + O(n2pK) (2.33)
und
E(Hﬁlsam - EnH%zn) = O(n_lp)- (2.3.4)

Beweis. Wir betrachten die Konvergenzrate des ersten Ausdrucks. Wegen der Darstellung
des Kovarianzmatrixschéitzers nach (2.2.13]) erhalten wir mithilfe der Dreiecksungleichung
und den Resultaten der Lemmata [C.0.3] [C.0.6] [C.0.4] und [C.0.9] folgende Abschétzung

E(|Zn - Zall%,)
= E(|B,D,B} + B,cov(f)CL + Cycov(f)Bl] + Cheov(f)CL + Fyll3)
< 4(E(|BnDyBy[3:,) + E(|Bncov(f)Cy + Cueov(f) By 13:,)
+ B(||Creov(£)Cy [1%,) + E(|Fall%,))
=0 p'K*) +O0(n'K)+O0(n*pK) + O(n ') + O(n 2K?).
Da nach Annahme |§| die Dimension grofer ist als die Anzahl der Faktoren (p > K),

dominieren die Raten des zweiten und des dritten Summanden und wir erhalten als
Resultat

E(|£, - Zal3,) = O(n™'K) + O(n?pK).
Fiir die Abschétzungen der beiden dominierenden Summanden betrachten wir nicht die

Raten der einzelnen Faktoren, sondern das Produkt der Komponenten, da sich der Aus-
druck dadurch jeweils vereinfacht. Die Details iiber die Herkunft der Raten sind in Lemma
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

IC.0.6l bzw. Lemma [C.0.4] nachzulesen.
Fiir die Stichprobenkovarianzmatrix gilt nach (2.2.14]) und mit der Dreiecksungleichung
die Darstellung
. 1
E(|[Ssam = Zall%,) = E(IB2DnBy, + Gn + —— (B, XE" + EX'By)
ot
n(n—1)
< 4(E(|B.D.B}[I3,) + E(|Gall3,) + =12
1 TwT T~TRT|2
+ mE(||BnX11]1 E' +E11'X'B, %))
Aus den Lemmata [C.0.3 und [C.0.10] und Korollaren [C.0.7 und [C.0.§]| folgt
E(||Bsam — Enll3,) = O(n 'p ' K?) + O(n~'p) + O(n'K) + O(n"'K)
= 0(n " 'p),

(B, X117E” + E11"X"B]) |13, )

1
SE(|B.XE" + EX"B]|3;,)

da nach Annahme [f gilt, dass K < p und daher die Rate des zweiten Summanden domi-
niert.

Diese finale Rate stammt aus der Konvergenzrate des Schétzfehlers der Fehlerkovarianz-
matrix und ldsst sich mit Annahme[2]iiber die gleichméRig beschrankten vierten Momente

der Fehler herleiten (vgl. Lemma [A.1.1)). L]

Bemerkung 2.3.3 Fiir den Vergleich betrachten wir die Raten der stochastischen Kon-
vergenz, die aus der Konvergenz im quadratischen Mittel im Satz folgen. Dazu analysieren
wir die Anzahl der Faktoren und die Dimension in Abhéngigkeit von der Stichproben-
grofe. Wir setzen K = O(n®) und p = O(n®) fur a,a; > 0. Dann definieren wir
f =min{l — 1,2 — a — a1 }, sodass wir mit schreiben kénnen

120 — Balls, = Op(n~?7?)
und 1 = 1 — « ist. Daher kénnen wir mithilfe von (2.3.4) die Darstellung
||28am — 2=, = OP(niﬁlﬂ)

wihlen. Da nach Annahme [f gilt, dass K < p, ist auch a3 < o

Solange o < 1 gilt, die Dimension also héchstens in der gleichen Groéfsenordnung wéchst
wie die Stichprobengréfe, erhalten wir 5 = 1 — 1. Nach Annahme gilt immer o1 < a,
daher hat der Schitzer aus dem Faktormodell unter diesen Bedingungen eine bessere
Konvergenzrate als die Stichprobenkovarianzmatrix.

Fiir Werte « > 1, wenn also die Dimension schneller wichst als die Stichprobengrofe,
erhalten wir 5 = 2 — @ — ay. Dann hat der Schétzer aus dem Faktormodell immer dann
eine bessere Konvergenzrate als die Stichprobenkovarianzmatrix, wenn o1 < 1 gilt. Die
Konvergenzrate der Stichprobenkovarianzmatrix ist also nur dann besser als die Rate des
Schétzers aus dem Faktormodell, wenn o > 1 und «; > 1 gelten. In dieser Situation ist
aber 1 < 0, das heiftt der Schitzer ist nicht mehr konsistent.
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Zuletzt vergleichen wir die Konvergenzraten der Inversen der Kovarianzmatrixschétzer.

Satz 2.3.4 Konvergenzraten der Inversen unter der Frobeniusnorm
Unter den Annahmen (] - [§ gilt fir die Inverse des Kovarianzmatrizschitzers aus dem
Faktormodell folgende Konvergenzrate

15,1 - 2,1 = Op(n”2pK?) (2.3.5)

und falls p%K = o(n%), so gilt fir die Inverse der Stichprobenkovarianzmatriz die Kon-
vergenzrate

oy _ _1
stalm - ERIH = Op(’I’L QPQK)' (236)

Beweis. Fiir den Beweis von ([2.3.5)) betrachten wir die Darstellungen der Inversen nach

[@-2.17) und (2-2-16)
12, = 21 =112 = Zg"Ba[cov(f) '+ BIX; B, ' BLYG!
— 3+ 2, Byjeov(f) T+ BIX) B, T IBIE Y.

Mithilfe von Nulladditionen teilen wir diese Gleichung in sechs Terme auf, die wir in

Lemma bis Lemma abschétzen.

13, == = 130" - S0t - 35" Baeov(f) '+ B35 BT B3

+ 3 Bufeov(f) L+ BIS 1B, BT - B0 1B,[cov(f) L + BIS 1B, T IBE S !
+ 3, Bufeov(f) L+ BIS B, IBIS; ! - 251B,[cov(f) ! + BIS; 1B, B2 !
+ 3 Byfeov(f) L+ BIS B, T IBIS ! - 20'B,[cov(f) ! + BIS; B, 'BI 2!
+ 35 B,feov(f) "+ BIS B, IBIS; ! — 25 1B,[cov(f) ! + BIS 1B, B 2!
+ 35 ' Bycov(f) "+ BIE B, 'BIX Y|
=31 - 20! = (55" — g )Baleov(f) !+ BISy BB

— 25" Bufeov(f) ! + B B TBL (3 - )

— 3. 4B, — By)[cov(f)t+ BIS B, Bl st

— B, cov(f) " + BIS B, (BT - Bz !

— 2B, {[cov(f) L+ BIS B, — [cov(f) ! + BIZ !B, I BIS |
<0 =+ I = =g ) Baleov(f) T + Br B, T B 2| (2.3.7)

B, 'BL (2 - =Yl

+ 125 ' Bafeov(f) L + BIS !
+]1Z5 (B — By)lcov(f) T + BB, BT
+ |25 Byfcov(f) T + BI 1B, 1B - B!
+ (135 ' Bu{leov(f) " + BEE B T — [eov(f) T + BB TBIS
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Aus den Lemmata [C.0.12] [C.0.13] [C.0.14] und [C.0.15| erhalten wir fiir diese Summanden

die Konvergenzraten

Die finale Rate stammt im Wesentlichen aus der Schétzung der Matrix der Faktorladun-
gen und der Kovarianzmatrix der Faktoren, vgl. Lemma

Fiir den Beweis der zweiten Aussage nutzen wir eine andere Beweistechnik und
leiten die Rate aus dem Resultat von Satz her. Wir betrachten mit Ay := X,
und Ay = 3,0, — 2,,. Dann gilt A + Ay = 20, und fiir |25 Zsam — S|l < 1
folgt die Ungleichung

”2;1“2”2&1”@ — EnH

12 — =01 < - :
o " 1- ”an(zsam - 271)”

Mit (B.2.3]) folgt weiter

”EEIHQHEWm — EnH

13 — 251 < e : (2.3.8)
1= {127 1 sam — Zal
Mithilfe der Darstellung gilt
3, = 3o + B,cov(f)BL > 3,

daraus folgt

3.1 =20+ Bucov(f) BT < 3
Mit und Annahme 4| folgt

tr{3;, '} = tr{[Zo + Bacov(f)B,] 7'} < tr{3g '} = O(p),
also insbesondere
1= = =212 < {222 = O(p?). (2.3.9)

Aus diesem Resultat und der Aussage von Satz folgt fiir den Nenner der rechten
Seite in (2.3.8]):

- 3 _1 3
125 1B sam — Ball = Op(n"2p2 K)
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

und mit der Annahme p%K = o(n%) konvergiert der Nenner stochstisch gegen 1. Fiir den
Zahler gilt

A 1
"2;1‘|2|’28am — 3 = Op(?”f?pQK)
und damit folgt die Aussage ([2.3.6)). [

Wir bemerken, dass die Schatzung aus dem Faktormodell bei der Betrachung der inversen
Matrizen einen deutlichen Vorteil gegeniiber der Stichprobenkovarianzmatrix hat. Solan-
ge wir eine kleine Anzahl von Faktoren im Vergleich zur Dimension betrachten, erhalten
wir in beiden Féllen konsistente Schiatzungen. In Kapitel [3| werden wir sehen, dass dieses
Ergebnis sich auch auf Anwendungsfille innerhalb der Portfolioselektion auswirkt.

2.4. Stationadre Faktoren

Die in Abschnitt getroffene Annahme, dass die Faktoren unabhéngig identisch verteilt
sind, stellt eine starke Vereinfachung dar. Da fiir die Faktoren héufig Zeitreihen makro-
6konomischer Grofien genutzt werden, muss diese Annahme fallen gelassen werden, damit
die Abhéngigkeitsstruktur der Zeitreihe abgebildet werden kann. Diesen Ansatz verfolgen
Fan et al| (2011). Wir wenden ihn nun an, um einen Vergleich zu den Resultaten aus
Abschnitt anzustellen. Trotz der Abhéngigkeitsstruktur in den Faktoren betrachten
wir in dieser Arbeit nur die Schétzung der unbedingten Kovarianzmatrix.

Fiir die Herleitung von Konvergenzraten unter der Betrachtung von Zeitreihen sind wei-
tere Annahmen notig.

Annahme 9 Die Zeitreihe der Faktoren {f;};>1 ist stationér und ergodisch. Die Fehler
(e1,...,€n) sind unabhéngig identisch verteilt. Die Zeitreihen der Faktoren {f;};>1 und
der Fehler {&;}+>; sind unabhéngig.

Diese Annahmen sind iiblich um Aussagen iiber die gesamte Zeitreihe, unabhingig von
dem betrachteten Zeitpunkt, machen zu koénnen.

Wir betrachten nun die o-Algebra der Vergangenheit und die von den Ereignissen nach
n erzeugte o-Algebra,

FOu = o((fi,e)): —o0 <t <0)
Fol=o((ft,e0) 1 n <t <o0).

Dazu betrachten wir den a-Mischungskoeffizienten

a(n) = sup |P(A)P(B) — P(AB)|.
AeF° , BEFE

Zusétzlich treffen wir folgende Annahme

Annahme 10 Der a-Mischungskoeffizient zum Abstand ¢ klingt exponentiell ab: Es
existieren Konstanten 71, C > 0, sodass fiir alle t € ZT gilt

a(t) < exp(—Ct™).
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Weiterhin miissen wir folgende Annahme an die Verteilung der Faktoren treffen

Annahme 11 Es existieren Konstanten rg, by > 0 mit 3ry Ly ry 1'> 1, sodass fiir alle
s>0undalleie{1,...,K} gilt

P(|fiel > s) < exp(=(s/b1)").

Diese Annahmen benétigen wir fiir die Betrachtung des Schétzfehlers bei der Stichproben-
kovarianzmatrix der stationiren Faktoren, da der Ansatz aus Lemma[C.0.2] auf Annahme
[8] basiert, die wir nun nicht mehr beriicksichtigen.

Die Resultate fiir die Faktoren aus Lemma[C.0.5 basieren nur auf Annahme 2] daher miis-
sen wir fiir den Vergleich zwischen unabhéngigen und stationédren Faktoren nur eine neue
Rate fiir ||D, || als Ersatz fiir Lemma[C.0.2] herleiten. Der Beweis dafiir basiert wegen der
Abhéngigkeitsstruktur auf einer anderen Beweistechnik. Wir nutzen die Annahme an das
Tailverhalten der Verteilung der Faktoren, daher dndert sich die Rate und wir erhalten
im Vergleich zu dem Fall mit unabhéngigen Faktoren einen zusétzlichen Faktor logn.

Satz 2.4.1 Unter den Annahmenl[] - [6 und[9 - [1]] gelten fiir die Schatzung der Kovari-
anzmatriz im Faktormodell und die Stichprobenkovarianzmatriz folgende Konvergenzra-
ten
E(|£n = Zu?) = O(n~ ' [log n]p* K*),
E(Hﬁ:sam - EnHQ) = O(nil[IOgn]]ﬂKQ)‘

Beweis. Wir nutzen analog zum Beweis von Satz die Darstellung ([2.2.13)) und Ko-
rollar Bemerkung und die Lemmata [C.0.4] [C.0.6] und [C.0.9

E([Z5 — Zal*) < 4(E(IBuDyB |I*) + 2E(|Bucov(£)Cy [|?) + E(||Crcdv (£)Cr |1%)
+E(|Fa]?))
= O(n Hlogn]p*K?) + O(n " 'p?K) + O(n?p*’K) + O(n"'p)
+ O(n"%pK?).

Dabei dominiert wie in Satz die Rate des ersten Summanden, hier mit zusétzlichem
Faktor logn, daher erhalten wir das Resultat

E(|Z, — Zu*) = O(n™'[log n]p? K?).

Analog erhalten wir mit (2.2.14]), Korollar Bemerkung[D.0.18, Lemma|C.0.10]und
den Korollaren [C.0.7] und [C.0.§| folgende Abschitzung fiir die Stichprobenkovarianzma-

trix:

. 1
E(stam - EnHZ) S 4(E(HBnDnB£”2) + E(HGnHQ) + mE(”BHXETHQ)
1
——  __E(|B,X11TE"?
S T 2 %)
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

= O(n'logn]p” K?) + O(n~'p*) + O(n~'p*K) + O(n~ 'p’K).
Auch hier dominiert die Rate des ersten Summanden und wir erhalten das Resultat
E(Hﬁ]sam - 3,|1%) = O(n™ ' [log n]p* K?).
[

Da der Ubergang zu den stationiren Faktoren nur die Rate des Summanden verschlech-
tert, der schon in Abschnitt die dominierende Rate lieferte, geht die Anderung hier
direkt in die Aussage des Satzes ein. Da der Faktor log n nur sehr langsam wéchst, macht
sich der Ubergang zu stationdren Faktoren in den Konvergenzraten kaum bemerkbar.
Dies werden wir auch in den Simulationen in Kapitel [f] sehen. Wir untersuchen nun,
wie sich der zusétzliche Faktor logn auf das Konvergenzverhalten in der Norm || - ||s,
auswirkt.

Satz 2.4.2 Unter den Annahmen/[] - [6 und[9 - [I]] gelten fiir die Schitzung der Kovari-
anzmatriz aus dem Faktormodell und die Stichprobenkovarianzmatriz folgende Aussagen:

E(|Z, - Za]%,) = O(n Hlognlp 'K?) + O(n ' K) + O(n"?pK)
und
E(Hﬁ]sam - EnH%n) = O(n'[logn]p™ ' K?) + O(n"'p).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz Wir nutzen die Darstellung

aus ([2.2.13)) und die Resultate aus Korollar [D.0.17, Bemerkung|D.0.18 und den Lemmata
[C.0.4] [C.0.6| und [C.0.9]

E(|Zn ~ £4l3,) < 4(E(|B.DnBy[13:,) + 2E(|Bacov(£)Cr3:,) + E(|Cacov(£)CLI, )
+E(|Fa%))
=O0(n logn]p™'K) + O(n'K) + O(n " *pK) + O(n™ ') + O(n 2K?).

Dabei dominieren die Raten der ersten drei Summanden und wir erhalten
E(|[S, — Bal$,) = O(n lognlp ™' K) + O(n'K) + O(n"*pK).

Mit der Darstellung (2.2.14]), Korollar [D.0.17} Bemerkung [D.0.18 Lemma |C.0.10| und
den Korollaren [C.0.7] und [C.0.§| erhalten wir fiir die Stichprobenkovarianzmatrix

1
(TR

E(|[Zsam — Znall%,) < 4(E(IB.DyB[3,) + E(|Gal3,) + B.XE"[3,)

+ 7 E(B,X11TET|3,))

1
n2(n —1)
=O0(n logn]p™'K) + O(n'p) + O(n'K) + O(n'K).
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Dabei dominieren die Raten der ersten beiden Summanden und wir erhalten

E(HSSCLm - EHHQE,L) = O(n_l[log n]p_lK) + O(n_lp)-
]

Da der Faktor logn nur sehr langsam wéchst, wir aber wachsende Portfoliodimensionen
p betrachten, kann in den Raten beider Schétzer der erste Summand vernachléssigt wer-
den. Wir erhalten daher die gleichen Konvergenzraten wie in Satz[2.3.2] Dort hatten wir
gezeigt, dass fiir Dimensionen und Stichprobengrofen, fiir die die Schitzungen konsistent
sind, die Schéatzung mithilfe des Faktormodells besser ist als die Stichprobenkovarianz-
matrix (vgl. Bemerkung [2.3.3)).

Fiir die inverse Kovarianzmatrix gilt folgender Satz:

Satz 2.4.3 Unter den Annahmen(1] -[7 und[9 -[11] gilt fiir die Inverse des Kovarianzma-
trizschdtzers aus dem Faktormodell

1,8 ==Y = Op(n~2pK2) + Op(n~2[logn]2p~ ' K)
und falls p%K =o(n %) folgt
I1Zk, = =04l = Op(n~2 [logn] 2 p*K).

Beweis. Wir fiihren den Beweis analog zu dem Beweis von Satz[2.3.4] und nutzen fiir die
Inverse der Kovarianzmatrix im Faktormodell die Darstellung nach (2.3.7)). Mit Lemma

[D-0:20] Bemerkung[D.0.2T] und den Lemmata[C.0.12] bis[C.0.14] erhalten wir die Abschét-

zZung

1= =S < 120! = S+ 1B = S )Baleov(f) ™ + BL S B T B
+ 12y 'Byeov(f) ! + BIS "B, 'BL(Z, ! - =Y
+ (125 (B, — By)leov(f) ' + BIS, 1B, 'BIs
+[|Z5 By feov(f) Tt + BIS 1B, Y(BT - BD)= !
+I= 1Bn{[ v(f)" + BT 1B, — [cov(f) ! + BIS; 1B, IBIS
= (Op(n~2p?) + Op(n~'p2K)) + (Op(n~2p) + Op(n~'pK))
1 1 3 1 3
+ (Op(n~ E)JFOP(TZ 1p2K)) + Op(n~2pK2) + Op(n 2pK?)
+(Op(n~2[logn)7p ' K) + Op(n~2p2 K7)).

lo\»—‘ m\»—t

Hier dominiert die Rate des gleichen Summanden wie im Fall mit unabhéngigen Fakto-
ren, dazu kommt die Rate1 des Summanden, der wegen der stationdren Faktoren einen
zusitzlichen Faktor [logn]2z erhalten hat:

IS-1 - B4 = Op(n~2pK?2) + Op(nz[logn]zp K).
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2. Kovarianzmatrixschatzung in Faktormodellen

Fiir die Stichprobenkovarianzmatrix erhalten wir das Resultat fiir die Inverse vollig analog
zum Beweis von Satz [2.3.4] Hierbei ist lediglich zu beachten, dass sich die Rate der
Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren in der Frobeniusnorm bei stationdren Faktoren
von der bei unabhéngigen Faktoren unterscheidet. Wir erhalten

150, = =t = Op(n~2 [log n]2p°K).
]

In der Rate der Inversen der Kovarianzmatrix aus dem Faktormodell dominiert der zwei-
te Summand, da [log n]% im Vergleich zur Dimension p nur sehr langsam wachst. Wir
erhalten daher die gleiche Rate wie unter unabhéngig identisch verteilten Faktoren. Fiir
die Inverse der Stichprobenkovarianzmatrix verschlechtert sich die Rate im Vergleich zu
den unabhéngig identisch verteilten Faktoren um den Faktor [log n]% Weiterhin ist hier
der Vorteil der Schatzung mithilfe des Faktormodells gegeniiber der Stichprobenkovari-
anzmatrix sehr deutlich.

Aus den Resultaten dieses Abschnitts wird deutlich, dass der Ubergang von unabhéngigen
zu stationdren Faktoren im Faktormodell nur geringe Auswirkungen auf die Asymptotik
der betrachteten Schétzer der Kovarianzmatrix hat. Dieses Ergebnis wird auch in der
Simulation in Kapitel [4] deutlich, denn oft sind die Unterschiede zwischen den Simulati-
onsergebnissen der beiden betrachteten Fille kaum sichtbar.
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3. Auswirkungen der
Kovarianzmatrixschatzung auf
Anwendungen in der Finanzwirtschaft

Zwei wichtige Bereiche der Finanzwirtschaft, in denen Kovarianzmatrizen eine entschei-
dende Rolle spielen, sind das Risikomanagement und die Portfoliotheorie. Im Risiko-
management werden Kovarianzmatrizen dazu bendétigt, das Risiko eines Portfolios zu
bestimmen, Risikovorhersagen zu machen oder das Risiko unter verschiedenen Krisens-
zenarien abschétzen zu kénnen. In der Portfoliotheorie werden Kovarianzmatrizen fiir das
Treffen von optimalen Investitionsentscheidungen und die Bestimmung der Portfoliodi-
versifikation unter verschiedenen Bedingungen bendotigt.

In beiden Anwendungen basieren viele Rechnungen auf der Varianz eines linearen Port-
folios. Betrachten wir Portfoliogewichte & € RP und die Wertpapieriiberschussrenditen
y=(Y,... ,Y}))T, so berechnet sich die Uberschussrendite Yp eines linearen Portfolios
durch

Yp=¢Ty.

Die Varianz dieses Portfolios ldsst sich dann mithilfe der Kovarianzmatrix der Wertpa-
pieriiberschussrenditen schreiben als

var(Yp) = T3¢,

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dass die Kovarianzmatrix bzw. deren Schétzung
notwendigerweise positiv semidefinit sein muss, da sonst negative Portfoliovarianzen auf-
treten kénnten.

In den folgenden Abschnitten gehen wir nidher auf die Rolle der Kovarianzmatrix in den
beiden genannten Bereichen ein und untersuchen die Auswirkungen der Schitzungen der
Kovarianzmatrix aus Kapitel 2] auf die betrachteten Anwendungen.

3.1. Portfoliotheorie

Eine wichtige Aufgabe der Portfoliotheorie ist die Entscheidung iiber die Verteilung von
Kapital mit dem Ziel optimale Portfolios zu konstruieren. Optimale Portfolios kénnen
mithilfe diverser Zielsetzungen beschrieben werden, die meist die Betrachtung von Risi-
ko und Rendite unter verschiedenen Nebenbedingungen umfassen. Die Konstruktion von
optimalen Portfolios geht auf Markowitz| (1952)) zuriick, dessen allgemeiner Ansatz auf
dem Ausgleich von Rendite und Risiko basiert. Dabei werden die Wertpapierstiickzahlen
des 1 — o — optimalen Portfolios so bestimmt, dass unter einer gegebenen Renditevorgabe
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die Varianz des Portfolios minimiert wird. In diesem Fall wird also ein hoheres Risiko
akzeptiert, solange mit dem hoheren Risiko auch eine hohere Rendite einhergeht. Die-
sem Ansatz gegeniiber steht die Konstruktion des globalen varianzminimalen Portfolios.
Dabei geht es nur darum die Wertpapiergewichte so zu bestimmen, dass die Varianz des
Portfolios ungeachtet der Portfoliorendite minimal wird.

Bei beiden Ansétzen ist es denkbar, weitere Nebenbedingungen zu beachten. So wére es
sinnvoll optimale Portfolios unter verschiedenen Handelsbeschrankungen wie beispiels-
weise Leerverkaufsverboten zu betrachten oder unternehmensspezifische Einschrankun-
gen wie die Beschrankung der Wertpapieranteile, die in bestimmte Branchen investiert
werden diirfen, zu berticksichtigen. Wir betrachten hier aber nur den einfachsten Fall, in
dem Wertpapiergewichte beliebige Werte annehmen diirfen, solange die Summation zu
Eins gewéhrleistet ist.

In den folgenden Abschnitten beschreiben wir die Konstruktion der optimalen Portfolios
in den beiden oben beschriebenen Fallen und untersuchen dann, welche Auswirkungen
die Schéatzungen der Kovarianzmatrix auf die Varianz der konstruierten Portfolios haben.

3.1.1. Aligemeiner Markowitzfall

Das p — o— optimale Portfolio nach Markowitz ist definiert als Losung &,, € RP des fol-
genden Minimierungsproblems: Wir suchen die varianzminimierenden Portfoliogewichte,
sodass die Gewichte sich zu Eins summieren und das Portfolio die vorgegebene erwartete
Portfoliorendite ~y,, erzielt. Formal schreiben wir das Minimierungsproblem als

ngnn s €, (3.1.1)

unter den Bedingungen
gl=1

Dabei bezeichnet pu,, = E(y) die erwartete Portfoliorendite. Mit dem Lagrangeansatz
bestimmen wir das optimale Portfolio wie folgt

L& M, 02) = E52,6, + M(1— €51) + Aa(v, — €5y,

Die partiellen Ableitungen liefern folgendes Gleichungssystem

oL

—— =3¢, - M1 —dop, =0 3.1.2
aﬁg E 1 21 ( )
OL .

oy —l-&=0 (3.1.3)
OL T

a0 & p, =0. (3.1.4)
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Aus (3.1.2)) folgt

¥,&, = M1 + Aop, und insbesondere £, = M3 M + o2 by, (3.1.5)

Eingesetzt in (3.1.3) und (3.1.4) muss nun das folgende Gleichungssystem gelost werden:

1=M172 1 + m&z*n
Y = Al]lTZ;Ll/J,n + AgunZ [T

Wir nutzen die folgende Notation:

o =171
U = nTz—lun
Pn =ty S

das heifft in Matrixschreibweise gilt nun
(2 2)0)-C)
Yn  Pn A2 Tn
-1
()= %) G)eama (G 26
A2 Yo On Tn Pndn — wn —tn  Pn Tn
)\1) 1 <¢n - ¢n7n>
= = . 3.1.6
(M Pndn — Y2 \@nTn — ¥n (3.1.6)
Eingesetzt in (3.1.5)) erhalten wir die optimalen Wertpapiergewichte

sn = )‘127:1]1 + )‘22;1“11

On — Ynn -1 ©nYn — ¥n —1
=—— > " 14+ —3 .
‘Pnﬁbn ¢n " Ondn — djn n Hn

Die Varianz des optimalen Portfolios ldsst sich nun darstellen als

¢r's,¢, = (Azunz +M1TE N E, (S T+ X )
= Qe TN+ 0TS H(GELE T 4+ 2,5 )

= 20, B+ Ay B, + AT,

2X1 A2t + N3y + Mon

— 2 (D — Wn) (PnVn — Pn)
BIO " (Pndn — ¥2)(ondn — V2)
[Pn — wn'YnP
Onn — 1/}%)(%% - ¢%)

[Son'Yn - Q;Z)n]Q
(ndn — V3) (Pndn — ¥7)

+ ¢n

+ gon(
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2¢PnPntn — 20ndn + dnp + Pndp — 2UR7aen + dnpTn + Parn
(ndn — ¥3)(Pndn — ¥7)
—2¢nPnntn + 21/}2771 = 20nnPnIn
(PnPn — w%x%@n@z - 1/}%)

2 Onpnn + On(Ondn — /IJZ)??L) + SOn'Y?L(SOnan - ¢3L)
(ondn — ¢72L)(30n¢n - ¢%)
—20nPnYn¥n — 2VnYn(Pnpn — 1/1721)
(Pnbn — V2) (Pndn — V3)

_ Son%% + ¢n — 2V . (3.1-7)

90n¢n - w%

Um die Auswirkungen der Schitzung der Kovarianzmatrix auf die Varianz des Portfolios
zu betrachten, setzen wir in die Definitionen von ¢, ¥, und ¢, die Schitzer und
(2.1.6) ein. Aufserdem schétzen wir p,, mithilfe der Stichprobe durch: fi,, = %Z?:l Yi-
Dann gilt folgendes Resultat:

_l’_

_|_

Satz 3.1.1 Falls ©,¢, — V2 von Null weg beschrinkt ist und die Terme m,
Pn bn .. . J e
Pt =T2) (ondm =02 und ~y, beschrinkt sind, folgt unter dem Annahmen fir die

Portfoliovarianz im allgemeinen Markowitzfall

p2K?2) (3.1.8)

N

AT~ A B
En Ensn - gz;zngn - OP(n
und
AT ~ A~ 1
& Xsam€, — Egzngn = OP(n 2p3K)' (319)
Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir die Varianzdarstellung nach (3.1.7)). Wir beginnen mit

(3.1.8) und schétzen die Konvergenzen der einzelnen Bestandteile von (3.1.7]) zunéchst

einzeln ab, beginnend mit ,:
@0 — enl = 1151 - 1781 = 11 (S - 201,

da es sich hierbei um ein Skalar handelt, konnen wir von diesem Ausdruck die Spur
betrachten und mit den Rechenregeln der Spur und (B.2.3) wie folgt umformen:

@ — ul = te{|17 (3 = 2701} = e {(2, - =11
< [IZ70 =St = pl st - =0l

Nach Satz gilt |0 =21 = Op(n_%pK%), daher folgt hier

Sy — — _1 3
pl3nt == = Op(n™2p°K2).
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Nach Annahme 5| gilt b, = E(|ly[|?) = E([Y1]? + ... + [Y}]?) = O(p). Daher gilt mit der
Jensen Ungleichung

leenl? = IEO)I? = [EQ)P + ... + [B(Y)]* < E(]) + ... + E([%]*) = O(p),

1
also (|t = O(pb).
Auferdem gilt wegen der Bedingung E(||y||?) = O(p) aus Annahme :

B(lf, — ) = B(1- Y1 - B(y) E(H—Zyz y)I?)
=E(§ij[;j (Vi — E(¥)]") = i;E([Z%—E%»]Q),

da die Yj; — E(Yj) fir j = 1,...,p unabhéngig identisch verteilte, zentrierte Zufallsva-
riablen sind, folgt

Bl — ) = 3 var(3 (i = B(7)) = D var (Vi = ()

= %ZE([(Yﬂ - E(Y))?) = %ZE(YJ%) —[E(Y)? < %ZE(yjle) — O(n~p).
j=1 = =~

Also insbesondere
N _1 1
£y, — ppll = Op(n”2p2). (3.1.10)
Weiter gilt
[ — | = 1733 1, — 175 g |
= 'Sy, 178 i, 178y, - 1S
= 17 =2, + 172 (- )

und mit der Dreiecksungleichung teilen wir diesen Ausdruck in zwei Summanden auf und
schreiben die Skalare mithilfe der Spur um:

o =l < 117 (55" = B2 + (0757 iy = )|
= tr{[17(=," — = D} + {172 (e, — )|}
= [tr{ (=" = 2, D, 17} + [ {2, (fr,, — Hn)]lT}I.

Mithilfe von (B.2.3) und der Dreiecksungleichung schéitzen wir diese Terme ab und er-
ganzen durch eine Nulladdition

[ =l < ILTIISTY = 2l + LTS5 e — g2l
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3. Auswirkungen der Kovarianzmatrixschitzung auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft

= LTS — 0 e + 2 — Bl 1T TS 1 — £,

< 27N = S b+ 1 — )+ 1T 1 — £,
= p3|| 8,1 — 2,1 (0(p?) + Op(n~2p3)) +p2O(p2)Op(n”2p?)

= O)|IE," — 2, + Op(n 7p2).

Dabei dominiert die Rate des ersten Summanden und mit (2.3.5]) folgt

N ~ _1 3
[ — n| < O(p)|Z," — 21| = Op(n2p°K2).
Analog gilt
Iun o i, — B un+un2 UENVID Sy TR TED Sty MBS TED Suey T
= !ﬂf(Eﬁl En Vit + (o, — )2, un+u s i, — )|
<l (S0 =20 |+ [ — 1) 20 |+ S0 (e, — )]
= [tr{ (X" = Dl H A 60 {0 (o, — )T H A+ 160 { 20 (B — ) el }-

Wir schétzen durch (B.2.3)) ab und ergénzen wie oben geeignet durch Nulladditionen

|6 — dul < i 11350 = S e |+ 1 — s S5 N |+ e 115 e — g
= llan — pn + e IZL = 0 — s+
+ e = e IZ2 e — b+ sl + o S5, — -

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung

(60— dnl < (i — pi |+ i DIS" =2 A" = pan + )
+rm£—unuuznlu<|mn bl 1)+ 1 NI — g

= 0(p?)|Z;" = B, |0(p?) + Op(n~2p?)0(p2)0(p?) + O(p?)O(p?)Op(p?n~2)

= 0|, ~ 2, + Op(p2n~2) + Op(pin~2).

Dabei dominiert die Rate des ersten Summanden und es folgt mit ([2.3.5])

|60 — bn| = Op(n 2p2K2).

Nach Voraussetzung ist ¢, ¢, — 12 von Null weg beschriinkt und on ¢i”_ 0 Ton dfﬁ"_ Ak

Wiﬁn—wg) sowie 7, sind beschrankt. Es folgt
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3. Auswirkungen der Kovarianzmatrixschitzung auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft

A2 1 90 2 o
_ (Pt 00 =B pant On = B _ 0 -y,
BLD  Ppin — Y2 Ondn — Yy

Fiir den Beweis von - konnen wir die Abschatzungen aus dem ersten Tell des Be-
weises direkt iibernehmen. Dort hatten wir gezeigt, dass |dn — dn| < p|| B2l — 21| gilt.

Daher gilt mit der Aussage (2 aus Satz [2

|@n — @l = Op(n™p°K).
Analog zum ersten Teil des Beweises gelten

[t = Yal = Op(n~2p*K)
und

(60— 60| = Op(n2p"K).

Es folgt fiir die Varianz des Portfolios

& Soambn — £nTntl

‘SD’Yn + ¢n - an')/n @n’)@% + ¢n — 21/}71771‘ _
‘Pn¢n @Z)Q Onn — 1/1121

Op(n*%pgK).

U

Da in diesen Beweis direkt die Konvergenzrate der Inversen der Kovarianzmatrix aus Satz
eingeht, ist hier wieder deutlich der Vorteil der Schétzung aus dem Faktormodell
zu erkennen. Die Dimension des Portfolios geht durch einen zusétzlichen Faktor p ein.
Fiir die Betrachtung der stationédren Faktoren muss die verdnderte Rate fiir die Inverse
der Kovarianzmatrix aus Satz[2.4.3] eingesetzt werden. Fiir den Beweis ist nur eine kleine
Modifikation notwendig.

Korollar 3.1.2 Fulls @, ¢, — 12 von Null weg beschrinkt ist und die Terme

2 )
(;/; - o ¢¢ ey und vn, beschrinkt sind, so folgt unter den Annahmen |1 Ii undg
|11}

fiir die Portfoliovarianz im allgemeinen Markowitzfall

e

£, 5,8, — €75, = Op(n2[logn]2K) + Op(n~ 2p*K?)

und

é:ﬁ]samén - ££En£n = OP(?’L_% [log n]%p?)K)

32
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir ||f,, — p,,|| die gleiche Konvergenzrate gilt, wie im
unabhéngig identisch verteilten Fall. Fiir j = 1,...,p sind die Yj; — E(Y}) stationdr und
zentriert, daher folgt analog zum Beweis von (3.1.10) mit Annahme

Bt~ 1)) = 3 5 B[S0~ EO)),
j=1 t=1
=3 L (0 - B)) = 3 Sy - B ()
j=1 t=1 J=1
=23 ([0 - BO5)) = 1 X E0R) - (B0 < 1 Y E0R) = 00
j=1 =1 =

Also insbesondere

_1
2

. 1
[£n = ]l = Op(n™2p2).

Die Behauptung folgt dann analog zum Beweis von Satz mit den Raten aus Satz
243 O

Da [log n]% im Vergleich zu p? nur langsam wichst, dominiert bei der Schitzung der
Portfoliovarianz mithilfe des Faktormodells die zweite Rate und wir erhalten die gleiche
Rate wie bei unabhéngig identisch verteilten Faktoren.

3.1.2. Das globale varianzminimale Portfolio

Beim globalen varianzminimalen Portfolio betrachten wir das Minimierungsproblem ((3.1.1])
ohne Renditevorgabe

min &), 5né,,
Eng

unter der Bedingung
T
ngl = 1.

Mit dem Lagrangeansatz erhalten wir dann die optimalen Wertpapiergewichte in folgen-
der Darstellung

L(&ng? )\) = ggzngng + )‘(1 - gg]l)
Mit den partiellen Ableitungen ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

L
oL =%, M =0 (3.1.11)
o€l
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3. Auswirkungen der Kovarianzmatrixschitzung auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft

L
g—)\ =1-¢],1=0. (3.1.12)

Die erste Gleichung (3.1.11)) umgestellt nach §,,, ergibt
g = AT,

und das Finsetzen in (3.1.12)) liefert

1=M7T21 = Mg,
1
= A=,
@

Die optimalen Wertpapiergewichte lassen sich demnach darstellen als

|
Sng = ;Enlﬂ

und die Varianz beim globalen varianzminimalen Portfolio berechnet sich durch

1 _ _ 1 _ 1
mgZn€ng = EnTznlznznln = 1'% =—. (3.1.13)

Im Folgenden betrachten wir die Auswirkungen der Schétzung der Kovarianzmatrix
(2.1.2) und (2.1.6) auf die Varianz des globalen varianzminimalen Portfolios.

Satz 3.1.3 Sind alle p, von Null weg beschrinkt, so gilt unter den Annahmen [1H§ fir
die Varianz des globalen varianzminimalen Portfolios unter dem Kovarianzmatrizschdtzer
des Faktormodells

AT A A _1 3
g Xnéng — €Ly Bnk,, = Op(n 2p*K?) (3.1.14)
und unter der Stichprobenkovarianzmatriz
~T A ~ 1
&g Ssambng — €y Bn€n, = Op(n 2p°K). (3.1.15)

Beweis. Wir betrachten zunéchst die erste Aussage (3.1.14)):
Im Beweis von Satz hatten wir bereits gezeigt, dass

(@ —pul <Pl =231
gilt. Nach (2.3.5) gilt |2, — ! = Op(nfépK%) und daher folgt hier

Sy _ _1 3
plIE =20 = Op(n2p°K2).
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3. Auswirkungen der Kovarianzmatrixschitzung auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft

Da nach Voraussetzung alle ¢, von Null weg beschrankt sind, gilt mit (3.1.13)):

AT o~ A 1
|£ngzn£ng - ngnéng| = ’Sén
Das Resultat (3.1.15)) folgt analog: Wegen |, — ¢n| < pl|E5k, — 27| und der Aussage

sam

von IEnk = = Op(n_%sz), folgt mit (3.1.13)):

RIS p 1 1 o
s Sy — €1, Zng| = |- = = | = Op(n™5K).
n

n

1
~ = 0p(n 3p’K).
Pn

U

Auch fiir die Varianzschitzung beim globalen varianzminimalen Portfolio stellt der Fak-
tormodellansatz eine Verbesserung gegeniiber der Schatzung iiber die Stichprobenkova-
rianzmatrix dar, da auch hier die Konvergenzrate der Inversen aus Satz zusétzlich
zur Dimension p eingeht. Fiir den Fall der stationéren Faktoren erhalten wir die Konver-
genzraten direkt durch Einsetzen der verdnderten Raten aus Satz

Korollar 3.1.4 Sind alle v, von Null weg beschriankt, so gilt unter den Annahmen [1] -
@ und(9 - [L1

é:ggnéng a £592”5719 = OP(Tf% [log n]%K) + Op(n*%p%(%)

und
AT <« ~ T _1 1l 3
£ngzsam£ng - ngznéng - OP(TL 2 [log n] 2p K) .
Beweis. Der Beweis folgt direkt durch Einsetzen der Konvergenzraten aus Satz [2.4.3] in
den Beweis von Satz B.1.3l L]

Aus allen Resultaten in diesem Abschnitt iiber Portfolioselektion erkennen wir, dass die
Schitzung mithilfe des Faktormodells bessere Ergebnisse liefert als die Schatzung durch
die Stichprobenkovarianzmatrix. Dies ist auf die Nutzung der Inversen der Kovarianzma-
trix zuriickzufiihren. Allerdings ist es wichtig zu beachten, dass bei beiden Schéitzungen
die Portfoliogréfse und die Anzahl der Faktoren nur langsam wachsen darf, da die Schét-
zer sonst nicht konsistent sind und die Varianz der Portfolios unter Umstédnden nur sehr
schlecht geschétzt wird.

3.2. Risikomanagement

Im Risikomanagement betrachen wir, im Gegensatz zur Portfolioselektion, die Varianz
eines Portfolios mit fest vorgegebenen Wertpapiergewichten &,, € RP. Die Gewichte sum-
mieren sich zu Eins auf, das heifit EZ]I = 1. Um diese Bedingung zu erfiillen, ohne
extreme Shortpositionen eingehen zu miissen, nehmen wir an, dass die Komponenten des
Gewichtsvektors gleichméfig beschrankt sind, &€, = O(1)1.

Der Einfluss der Schétzung der Kovarianzmatrix mithilfe von und auf das
Risikomanagement kann wie folgt beschrieben werden:
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3. Auswirkungen der Kovarianzmatrixschitzung auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft

Satz 3.2.1 Unter den Annahmen [1] - [6 und [§ gelten fir die Varianz des vorgegebenen
Portfolios folgende Aussagen

18,6, — E15,¢, = Op(n~2p°K) (3.2.1)
und
€S samt,, — E15,€, = Op(n 3p°K). (3.2.2)

Falls keine Shortpositionen im Portfolio &,, zugelassen sind (§,, > 0, komponentenweise),
gelten

¢1%,¢, — ¢85,€, = Op(n~2pK) (3.2.3)
und

££2sam£n - 65271571 = OP(niépK)' (324)

Beweis. Wir beweisen zunéchst den Fall mit zugelassenen Shortpositionen ([3.2.1)).
Wegen &,, = O(1)1 gilt mit (B.2.3)

E18,€,, — €838, = (€L (S0 — )€, | = [0{ (B0 — Zn)€EL Y
< 1ETIZn — Zallllénll = OWLTIE, — SallOM)]11]
= 0(p?)||£n — 2| 0(p7) = OM)||En — -

Mit der Aussage von Satz folgt dann
€188, — €10kl = Op(n 2p°K).
Analog gilt fiir die Stichprobenkovarianzmatrix nach dem Beweis von
€5 Bsamy — €35 n€nl < O0)|[Bsam — .
also
En Soambn — EnTn€, = Op(n 2p’K).

Fiir den Fall ohne Shortpositionen liegen alle Wertpapiergewichte im Intervall [0, 1], also
gilt insbesondere die Ungleichung

€l = /&2 + - +E<Vat -+ E=V1=1
und daher gilt fiir (3.2.3]) mithilfe von (B.2.3))
€7 3n€, — €1 8nk,] = €1 (B0 — Zn)€,| = [tr{(Zn — Tn)€, 80}
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<R lIZn = Sallllénll = 150 — Sl
Es folgt daher nach Satz [2.3.]

EnEnE, — €1 Sk, = Op(n”2pK).
Analog gilt fiir die Stichprobenkovarianzmatrix
’Egisamén - Egzn€n| S ”gsam - 2n”7

also

ggﬁsamEn - 517112”571 = OP(n_%pK)'
0]

Da die Aussage mithilfe des Resultats aus Satz [2.3.1] bewiesen wird, in dem wir die glei-
chen Konvergenzraten fiir beide Schétzer gezeigt haben, erhalten wir auch fiir die Port-
foliovarianz bei gegebenen Portfoliogewichten unter beiden Schitzmethoden die gleichen
Konvergenzraten. Beim Ubergang zu stationiren Faktoren éndert sich die Rate nur durch
den zusétzlichen Faktor [log n]%

Korollar 3.2.2 Unter den Annahmen[1] - [6 und[g - [1] gelten fir die Varianz des vor-
gegebenen Portfolios folgende Aussagen

£1S,€, — €1'S,€, = Op(n~2[logn]?p°K)
und
&S umé, — €208, = Op(n~ 2 [logn]2p*K).

Falls keine Shortpositionen im Portfolio &, zugelassen sind (€,, > 0, komponentenweise),
gelten

£18,¢, — €15,€, = Op(n~2[logn]pK)
und

52;25(1771571 - 62271571 = OP(nié [log n]%pK)

Beweis. Der Beweis folgt mit den Resultaten aus Satz analog zum Beweis von Satz
321 O

Wir erkennen aus den Resultaten dieses Abschnitts, dass die Varianzschitzung im Ri-
sikomanagement nicht von der Anpassung eines Faktormodells profitiert, da nicht die
Inverse der Kovarianzmatrix sondern die Kovarianz selbst fiir die Berechnung genutzt
wird. Insbesondere im Fall mit erlaubten Leerverkdufen muss in hohem Mafe darauf ge-
achtet werden, dass die Dimension des Portfolios und die Anzahl der Faktoren nicht zu
schnell mit der Stichprobengréfie wachsen, da hier ein zusétzlicher Faktor p in die Rate
eingeht.
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4. Simulation

In diesem Kapitel fithren wir eine Simulation fiir die Schétzung der Kovarianzmatrix
in Faktormodellen durch. In einer ersten Kalibrierungsphase wenden wir das bekannte
Dreifaktormodell aus |[Fama und French| (1993) auf einen realen Datensatz an, um die
Parameter fiir die Verteilungen zu ermitteln, aus denen wir dann in der Simulationsphase
das Faktormodell simulieren. Basierend auf dem simulierten Faktormodell fiihren wir
die in Abschnitt erlauterten Schéatzungen durch und betrachten deren Giite in den
Normen, fiir die wir in den Abschnitten und Konvergenzraten hergeleitet haben.
Zusatzlich simulieren wir die Ergebnisse aus den Anwendungen in Kapitel

4.1. Kalibrierung

In Fama und French (1992)) werden verschiedene unternehmensspezifische Grofen auf
ihren Einfluss auf Wertpapierrenditen untersucht, um auf deren Basis Faktoren fiir ein
fundamentales Faktormodell zu konstruieren. Das Resultat ist, dass durch die Unterneh-
mensgrofe und das Verhéltnis von Bilanzkurs zu Borsenkurs das Verhalten der Renditen
gut erklért werden kann. Darauf basierend fiithren |[Fama und French| (1993)) das Dreifak-
tormodell fiir Aktien ein und erldutern die Konstruktion der Faktoren. Der erste Faktor
ist die Uberschussrendite der Aktien im Vergleich zur sicheren Anlage. Die anderen beiden
Faktoren werden jeweils aus den Werten fiir die Unternehmensgrofie und dem Verhéltnis
von Bilanzkurs zu Boérsenkurs bestimmt. Wir nutzen dieses Modell, um die Verteilungspa-
rameter unserer Simulation zu bestimmen. Die Daten sind verfiighar unter http://mba.
tuck.dartmouth.edu/pages/faculty/ken.french/data_library.html|(15.11.2012).
Fiir die Kalibrierung passen wir ein lineares Modell an, in dem die Renditen von 30 Indus-
trieportfolios die abhéngigen Variablen und die Fama/French Faktoren die unabhéangigen
Variablen sind

Yi1 fi fa1 f31 €i1
Sl =ba |l ¢ | +b| | +bs| |+ ], i=1,...,30.
Yi fln f2n f3n Ein

Wir nutzen dazu verschiedene Stichprobengréfien, da wir auch die Simulation fiir ver-
schiedene Werte von n durchfiihren. Die Datenbank umfasst aktuell Tagesdaten fiir den
Zeitraum zwischen dem 01.07.1926 und dem 31.07.2012 und wir nutzen die n aktuellsten
Datenpunkte fiir n € {756, 1250, 5000, 10000}. Dieses Verfahren liefert uns die in Tabelle
aufgelisteten Zeitraume.
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n Zeitraum
756 | 03.08.2009-31.07.2012
1250 | 16.08.2007-31.07.2012
5000 | 28.09.1992-31.07.2012
10000 | 13.12.1972-31.07.2012

Tabelle 4.1.: Zeitraume fiir verschiedene Stichprobengrofien

Aus dem linearen Modell erhalten wir 30 Vektoren der Regressionskoeffizienten, von de-
nen wir den Mittelwert fi, und die Stichprobenkovarianzmatrix c6v(b) bilden. Fiir die
Residuen des Modells bestimmen wir die Standardabweichungen 61, ..., 639. Fiir den Fall
der unabhéngigen Faktoren nutzen wie die Daten fiir die Faktoren aus der Datenbasis
und schétzen deren Mittelwert fiy und die Stichprobenkovarianzmatrix cov(f). Fiir den
Fall der stationdren Faktoren nutzen wir den Ansatz aus |[Fan et al| (2011) und passen
ein Vektorautoregressives (VAR-)Modell der Ordnung 1 an die beobachteten Daten an:

ft:“+q)ft—l+nt7 te {]-avn}
mit
n NN3(07217)-

Daraus erhalten wir Schétzungen fiir die Modellparameter fi € R3, & € R¥3 und 277 €
R3*3. Diese Schiitzungen nutzen wir nun, um das Faktormodell zu simulieren.

4.2. Simulation des Faktormodells

Die Simulation fiir die unabhéngigen Faktoren verldauft nach folgenden Schritten:

1. Wir erzeugen n Werte fiir die drei Faktoren, (f1, fa, f3)7 ~ N3(fig, cov(f)) und
bilden daraus die Matrix X € R3*™,

2. Wir setzen die Portfoliodimension auf den Startwert p := 16.

3. Wir generieren p Werte fiir die Faktorladungen, (b;1, bi2, big) ~ N3(fu,, c6v(b)) und
bilden daraus die Matrix B,, € RP*3.

4. Die Stichprobe fiir die Standardabweichungen der Fehler soll aus einer Gamma-
verteilung generiert werden, fiir die wir vorher die Parameter bestimmen miis-
sen. Um die Annahme {4] zu erfiillen, ermitteln wir zunéchst einen Threshold 7 :=
ming <;<3o 0;.

Um die Parameter passend zu den Daten zu wahlen, nutzen wir das folgende Ver-
fahren aus Fan et al.|(2007): Wir approximieren den Erwartungswert und das zweite
Moment, bedingt auf Werte iiber dem Threshold durch

af — 5q

E(olo > 1) = -

I
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4. Simulation

af? + a8 — Tq
l—q
q:=P(oc<T).

E(0%o>71)=

9

Die Startwerte fir die Parameter berechnen wir mithilfe der Momente der Gam-
maverteilung. Fiir X ~ I'(«, ) gilt E(X) = af und var(X) = o8?. Wir wihlen
daher die Startwerte wie folgt:

apfp = mean(dy,...,030)
aéﬁo = sd(61,...,030)-
Mithilfe dieser Startwerte bestimmen wir die Parameter rekursiv, sodass gilt
E(o|lo > 1) = mean(d1,...,030)
und
E(c*|o > 1) = var(6y,...,630) + [mean(&y, ..., 630)]°.
Die Losung fiir diese beiden Gleichungen lautet

B (=7 -q—2m +2mq)?
C T2q2 £ AT qm — 4T - ¢®>m 4 4m2 — 8m2q + 4m?2q? — 272q — 4n + 4ng

17+ 47 qm — 47 - Pm 4 4m* — 8mPq + 4mP® — 2r%¢ — dn+ dqn

B 2 —7-p—2m + 2mgq ’
mit

m := mean(d1,...,030),

n = var(61,...,530) 4+ (mean(é1, ..., 630))%
Nach der Berechnung dieser Parameter simulieren wir fiir ¢ = 1, ..., p Standardab-

weichungen fiir die Fehler: o; ~ I'(«, 5) und bilden daraus die Kovarianzmatrix der

Fehler 3y = diag(c?, ... ,012)).

5. Wie generieren n Werte fiir die Fehler, (e1,...,&,) ~ N,(0,X() und bilden daraus
die Matrix E € RP*™.

6. Wir berechnen die Werte fiir die Wertpapieriiberschussrenditen Y = B,, X + E.
7. Wir berechnen X, und die Schéitzer ﬁ]n, ﬁ]sam nach Abschnitt .

8. Solange p < 1000 ist, erhohen wir p um 20 und fiihre folgende Schritte durch
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a) wir generieren 20 Werte fiir die Faktorladungen, (b}, by, bi3) ~ N3(fx, cov(b))
und bilden die Matrix B!, € R?°*3. Diese fiigen wir mit der Matrix aus
Schritt Bl zusammen: B,, = (B, B,)7.

b) Wir generieren fiir i = 1,...,20 Werte fiir Standardabweichungen der Fehler,
ol ~ T'(a, B) und bilde die Matrix { = diag((c})?, ..., (0hy)?). Diese fiigen
wir mit der Matrix aus Schritt 4| zusammen: Xy = diag(Xg, X).

c) Wir generieren n Werte fiir die Fehler, (e1,...,€,) ~ N2o(0, X{) und bilden
daraus die Matrix E' € R?*". Diese fiigen wir mit der Matrix aus Schritt
zusammen: E = (E,E)T .

d) Wir fiihren die Schritte [6] und [7] durch.

Fiir die Simulation des Faktormodells mit stationiren Faktoren muss nur Schritt [I ersetzt
werden. Anstelle der Simulation aus einer Normalverteilung simulieren wir hier aus dem
VAR-Modell: Wir generieren n Werte fiir die Faktoren: (f1, fa2, f3)7 ~ AR(jt, P, ﬁ)n) und
bilden daraus die Matrix X € R3x™.

4.3. Auswertung

Insgesamt fiihren wir die Simulation fiir jeden Wert von n 500 mal durch. Aus den simu-
lierten Kovarianzmatrizen und den Schétzungen berechnen wir zunéchst die Schétzfehler
und betrachten diese in der Frobeniusnorm, der Norm || - ||s, und zusétzlich die in-
verse Matrix in der Frobeniusnorm, um die Ergebnisse aus den Sétzen -2:43 zu
visualisieren. Dazu bilden wir den Mittelwert und die Standardabweichung iiber die 500
Simulationen und stellen diese in Abhéngigkeit von der Dimension p dar.

Um einen direkten Vergleich zwischen den unterschiedlichen Annahmen an die Faktoren
zu erhalten, stellen wir jeweils die Schétzfehler der Schiatzungen aus dem Faktormodell
und der Stichprobenkovarianzmatrix fiir unabhéngig identisch verteilte (rot) und statio-
nédre Faktoren (griin) in einer Abbildung dar.

Weiterhin nutzen wir die Simulation, um die Auswirkungen der Schatzung auf die in
Kapitel [3] beschriebenen Anwendung aus der Portfolioselektion und dem Risikomana-
gement zu visualisieren. Dazu berechnen wir jeweils die Varianz des Portfolios mithilfe
der Wertpapiergewichte des optimalen Portfolios nach Markowitz, des globalen varianz-
minimalen Portfolios und des gleichgewichteten Portfolios und betrachten die mittleren
quadratischen Abweichungen iiber die 500 Simulationen. Fiir den allgemeinen Marko-
witzfall unterstellen wir eine erwartete Rendite von 10%.

Die Resultate, deren Berechnungen die Inverse der Kovarianzmatrix beinhalten, bilden
wir nur fiir Dimensionen kleiner als die Stichprobengréfe ab, da der Schétzfehler der
Inversen der Stichprobenkovarianzmatrix andernfalls extrem hohe Werte liefert.

Aus den Abbildungen - kénnen wir erkennen, dass die Schétzfehler beider
Schétzer sich in der Frobeniusnorm fiir wachsende Dimension p nahezu gleich verhalten.
Auch der Unterschied zwischen stationéren und unabhéngig identisch verteilten Fakto-
ren, der in der Theorie durch den Faktor logn beschrieben wird, ist vernachléssigbar.
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4. Simulation

Die Abbildungen [4.1(b)| - [4.4(b)| bestétigen das Resultat aus Satz bzw. Satz

dass unter der Norm || - ||s,, die Schitzung aus dem Faktormodell besser ist als die Stich-
probenkovarianzmatrix. Der Unterschied zwischen stationdren und unabhéngig identisch
verteilten Faktoren ist in den Simulationsergebnissen nicht erkennbar. Wir sehen, dass
fiir jedes feste n die Schétzfehler iiber wachsende p fast auf konstantem Niveau bleiben.
Diese Beobachtung ist konsistent zu Bemerkung da die dominierende Rate in dem
betrachteten Fall unabhéngig von p ist.

In den Abbildungen — ist sehr deutlich zu erkennen , dass die Schatzung der
Inversen der Kovarianzmatrix stark von der Nutzung des Faktormodells profitiert. Diese
Beobachtung deckt sich mit dem Resultat aus Satz 2.3.4] bzw. Satz [2.4.3] Auch hier ist
der Unterschied zwischen stationdren und unabhéngig identisch verteilten Faktoren in
der Grafik nicht erkennbar.

Aus den Abbildungen - erkennen wir, dass sich die Ergebnisse fiir die ver-
schiedenen Anwendungen stark unterscheiden.

Bei der Varianz des optimalen Portfolios nach Markowitz ist ein deutlicher Unterschied
zwischen den Schétzfehlern der Stichprobenkovarianzmatrix und der Schiatzung aus dem
Faktormodell erkennbar. Bei gréfseren Werten von n ist sichtbar, dass beim Schétzer aus
dem Faktormodell die Schétzfehler im Fall der unabhéngig identisch verteilten Faktoren
kleiner sind, als bei den stationéren Faktoren. Insbesondere bemerken wir, dass die Hohe
der Schétzfehler sehr datensensibel ist. In Tabelle ist erkennbar, dass fiir die Stich-
probengrofie 1250 die Daten der Subprimekrise ein starkes Gewicht haben, wiahrend der
Zeitraum zur Stichprobengrofe 756 die besonders turbulenten Jahre 2007 und 2008 nicht
umfasst.

Bei den anderen Anwendungsféllen, dem globalen varianzminimalen Portfolio und dem
gleichgewichteten Portfolio im Risikomanagement sind zwischen den unterschiedlichen
Schétzverfahren und auch zwischen den verschiedenen Annahmen an die Faktoren keine
deutlichen Unterschiede bei den Schétzfehlern erkennbar.

Bei der Betrachtung der Ergebnisse ist zu beachten, dass die Anzahl der Faktoren K
immer den Wert 3 annimmt und n in den Abbildungen jeweils fest gewéhlt ist.
Wir beobachten, dass durch die Vergrofserung der Stichprobe die Schatzungen exakter
werden.
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Abbildung 4.1.: Stichprobengréfe 756. - Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schétzfehler {iber 500 Simulationen, Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schéitzfehler iiber 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhéngig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationdren Fak-
toren in griin. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schétzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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Abbildung 4.2.: Stichprobengréfe 1250. - Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schétzfehler {iber 500 Simulationen, Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schéitzfehler iiber 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhéngig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationdren Fak-
toren in griin. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schétzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der

Stichprobenkovarianzmatrix.
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Abbildung 4.3.: Stichprobengréfe 5000. - Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schétzfehler {iber 500 Simulationen, Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schéitzfehler iiber 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhéngig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationdren Fak-
toren in griin. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schétzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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Abbildung 4.4.: Stichprobengréfe 10000. — Mittelwerte und Standardabwei-
chungen der Schétzfehler {iber 500 Simulationen, Mittlere qua-
dratische Abweichung der Schéitzfehler iiber 500 Simulationen. Die Er-
gebnisse unter der Annahme unabhéngig identisch verteilter Faktoren
sind jeweils in rot eingezeichnet, die Ergebnisse bei stationdren Fak-
toren in griin. Dabei sind die durchgezogenen Linien die Schétzungen
aus dem Faktormodell und die gestrichelten Linien die Ergebnisse der
Stichprobenkovarianzmatrix.
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5. Schatzung der Autokovarianzmatrix
im Faktormodell

Bislang haben wir uns mit der Schitzung der Kovarianzmatrix mithilfe von Faktormodel-
len beschaftigt. Haufig interessiert man sich auch fiir den Zusammenhang der Beobach-
tungen zu verschiedenen Zeitpunkten, der fiir einen Zeitabstand h durch die Kovarianz
cov(y¢+n,yt) beschrieben wird. Typischerweise ist die Autokorrelation bei Finanzzeitrei-
hen nicht signifikant ungleich Null, unter den 30 Industrieportfolios, die wir fiir die Si-
mulation in Kapitel [4] genutzt haben zeigt sich aber, dass die Autokorrelation fiir einige
Sektoren (z.B. Unterhaltungsindustrie, Gesundheits- und Arzneimittelsektor, Dienstleis-
tungssektor und Geschéftsausstattungsindustrie) fiir kleine Zeitabsténde signifikant ist.
Fiir einen Vektor y € RP wird die p X p Autokovarianzmatrix berechnet durch

2. (h) == cov(yern, ¥t) = E((Yirn — E(yern)) (vt — E(Yt))T)~

Diese beinhaltet die Zusammenhénge zwischen allen Komponenten des Vektors iiber den
Zeitraum h.
Fiir stationére Zeitreihen héngt die Autokovarianz nicht von dem betrachteten Zeitpunkt
t € {1,...,n}, sondern nur von dem Zeitabstand h ab.
Die empirische Schétzung der Autokovarianzmatrix wird durch

A 1 n—h

2sam(h) = n Z(Yt+h - }_’n)(}’t - }_’n)Ta

=1 (5.0.1)

1 n
Yn = n;}’t

berechnet (vgl. Brockwell und Davis, 2009, S. 407ff.). Da es nur sinnvoll ist, die Auto-

kovarianzmatrix zu schétzen, wenn % — 0 flir n — oo, treffen wir folgende Annahme:

Annahme 12 Fiir den Zeitabstand h gilt h = o(n).

Wir wollen nun untersuchen, wie Faktormodelle fiir die Schétzung der Autokovarianzma-
trix genutzt werden kénnen. Dazu wenden wir das Faktormodell mit stationdren Faktoren
aus Abschnitt[2.4]an, die zentralen Annahmen dafiir wiederholen wir an dieser Stelle noch
einmal.

Annahme @] Die Zeitreihe der Faktoren {f;};>; ist stationér und ergodisch. Die Fehler
(€1,...,€&y,) sind unabhéngig identisch verteilt. Die Zeitreihen der Faktoren {f;};>; und
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5. Schétzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell

der Fehler {&;}+>1 sind unabhéngig.
Diese Annahme nutzen wir in Lemma [5.0.1] um die Darstellung der Autokovarianzmatrix
im Faktormodell herzuleiten.

Annahme Der o-Mischungskoeffizient zum Abstand ¢ klingt exponentiell ab: Es
existieren Konstanten r1,C' > 0, sodass fiir alle t € Z+ gilt

a(t) < exp(—Ct™).

Annahme Es existieren Konstanten rg, by > 0 mit 3ry Ly Ty 1'> 1, sodass fiir alle
s>0undallei e {1,...,K} gilt

P(|fit] > s) < exp(—(s/b1)").

Diese Annahmen benétigen wir, um in Lemma [5.0.2] die Konvergenzrate der empirischen
Autokovarianz herzuleiten. Hierfiir wenden wir wegen der Abhéngigkeit der Faktoren das
Resultat aus |[Merlevede et al.| (2009) an.

Lemma 5.0.1 Unter den Annahmen [1l und [ besitzt die Autokovarianzmatriz im Fak-

tormodell folgende Form
¥, (h) = Bycov(fin, fi)BL.

Beweis. Mit der Darstellung des Faktormodells ([1.0.1]) erhalten wir mithilfe von Annah-
me [I1
S (h) = cov(yin y1) = E((Yren — E(yen))(ve — E(yi)")
= E((Bufisn + t1n — BuE(fi41))(Bufi + & — BLE(f))")
= E(Bn(fi4n — E(firn)) + €00n)(Ba(fi — E(£)) +€)")
= EBn(fi1n — E(fin))(f — E(£) B +Bu(fiin — E(fin))el
+ern(fi — E(£)'BL + ¢,y el
= BnE((fron — E(fin)) (£ — E(£))7)B), + BoE((frrn — E(fiyn))el)
+ E(erin(fi — E(£))BL + E(esnel).

Nach Annahme [9]sind die Fehler und die Faktoren unabhéngig, sowie die Fehler {iber die
Zeit unabhingig. Daher folgt mit Annahme []]

S0 (h) = BuE((fen — E(614)) (6 — E(6))7)BY = Bycov(fiiy, £)BI.
]

Um die Autokovarianzmatrix mithilfe von n Beobachtungen zu schéitzen, setzen wir in
die Darstellung von Lemma [5.0.1] analog zur Kovarianzmatrixschitzung in Abschnitt
die Kleinste Quadrate Schitzung fiir die Matrix der Faktorladungen und die
empirische Autokovarianzmatrix der Faktoren analog zu ein:

3, (h) = Bhcov(fp, f;)BL. (5.0.2)
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5. Schétzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell

Im Vergleich zur Schatzung der Kovarianzmatrix (2.1.2)) wird deutlich, dass hier weniger
Parameter zu schétzen sind, da die Fehler iiber die Zeit unabhéngig sind.

Unser Ziel ist die Analyse des asymptotischen Verhaltens des aus resultierenden
Schétzfehlers. Diesen betrachten wir unter Ausnutzung von in folgender Form

3,.(h) — 2, (h) = Bucov(fin, £)BL — Bcov(fiyy, f)BY
= (Bn + Cp)eov(fipn, £) (B, + Cp)T — Bycov(fyyn, fi)BY
= B, (cov(Ffryn, fr) — cov(fipn, £))BL + B,cov(fin, f;)CL
+ Crcov(fin, £)BL + Cpcov(fypn, f;)CL. (5.0.3)
Wir werden den Schétzfehler spater wieder in der Frobeniusnorm betrachten und beno-
tigen dafiir Abschatzungen fir ||c6v(fiyp, f)| und [|cov(fppp, fi) — cov(th,ft)H Fiir die

Matrix der Faktorladungen und deren Schéatzfehler nutzen wir die Raten aus und
Lemma [D.0.19

Lemma 5.0.2 Fir die empirische Autokovarianzmatrix der Faktoren gilt unter den An-
nahmen [ und [12
E(||cov(fen, £)[?) = O(n ™' (n — h)K?).

Beweis. Wir nutzen die Darstellung der empirischen Autokovarianzmatrix nach (5.0.1)

n—nh n—~h
. 1 - _ 1 _ _ _
ENCIRSIES P SIS RO oS R Y 10

t=1 t=1
n—h n—h n—h

1 1 1 1wl (n—h) 1

= — T TE, 7— £, —1TXT _ = Xl e o xpTx”T
H;Hht n;th ntz_;n 0t n n?

und betrachten die Konvergenz dieser vier Summanden getrennt voneinander.
1. 1 Z ft+hf
Mlthllfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir

K K n—h

n—nh
B()> >t 1) = 5B D2 frnif)

=1 j=1 t=1

1 K K n—h
= EZZE((Z ft+h,1;ft,j)2)
i=1 j=1 t=1
n—hK K n—h n_hKK
= n? ZZZE(ftah,ifgj)g n? ZZ \/E ft+hz (f”)
=17

i=1 t=1 i=1 j=1 t=1

Da die vierten Momente der Faktoren nach Annahme [2| gleichméfig beschréankt
sind, folgt

n—h
B~ 3t 17) = O (n — 1K), (5.0
t=1
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2

3.

4.

‘ % Z?;h fr e 1T XT

Wir setzen

=0 ... 01 ... 1)".
b htl (5.0.5)

Vorbereitend betrachten wir zunéchst
||]1h-1-1,n]lT||2 = tr{]lh—i-l,n]lT]l]l:fCH,n} = tr{ﬂ£+1,n]1h+1,n]1Tﬂ} = (n—h)n. (5.0.6)
Dann gilt mit (B.2.4) und der Rate aus (C.0.19))

11 1
B(l 3 e 1TXT?) = B 5 X1, XT )
t=1

1 1 _
< QE(HXTXIF)||11h+1,n]1T||2 = ﬁO(n2K2)(n —h)n =0~} (n — h)K?).

(5.0.7)
i Xt
Analog zu (5.0.5)) setzen wir 1 ,,_j = (1, .o 1,0, ,O)T. Dann gilt mit der Rate
aus (C.0.19) und analoger Rechnung zu (}5.0.6)
10 1 1
Bl S X1 ) = B(lX11], X)) < - BIXTXIP) i,
t=1

_ %O(rﬂ[{a)n(n —h) = O(n" (n — H)K?),

(5.0.8)
(n;h) TTIQX]I]ITXT
Mit der Rate aus (C.0.19) und analoger Rechnung zu ([5.0.6) folgt
(n—h) (n—h)?
B(|—5 X1 X |?) < ——5— B(IXTX|*)|[11"]?
" ( " n? (5.0.9)
_\n- 272\,2 _ -2 272
=5 O(n“K*)n“ =0(n “(n— h)°K*).

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung und den Abschétzungen (5.0.4)) und (5.0.7)) -
(5.0.9)

n—h

n—h
A 1 1 1
B(leov(fuans£)I?) < B S feand! 1)+ B S fron 17X |?)
t=1 t=1

+ E(nglxnfﬂm L E(E (- ) L X11TXT )
né<=n t n n2
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=O0(n%(n—h)?K*)+0(n " (n—h)K?*)+0m(n—-h)K?* +0n %(n—h)?>K?)
= O(n_l(n - h)K2)7

wegen n — h < n. ]

Wir bemerken, dass sich die Rate fiir h = 0 zu O(K?) reduziert. Dies entspricht der Rate
fiir die empirische Kovarianzmatrix der Faktoren in (C.0.56)).
Fiir das asymptotische Verhalten des Schitzfehlers betrachten wir folgendes Lemma

Lemma 5.0.3 Unter den Annahmen[q und[g -[13 existiert ein C > 0, sodass der Schitz-
fehler der empirischen Autokovarianzmatriz der Faktoren fir alle n und h mit n > h
gleichmdfig beschrinkt ist:

E(||cov(frpn, £:) — cov(fiqn, £)]|?) < Cmax{([n — h] ' [log(n — h)]K?), (n"*hK?)}.

Beweis.
cov(frin, £r) — cov(fiin, fi) = Z fonfl — = Z fronf) — = Z fuf] + = Z £ £
— E(fiqnf]) +E(ft+h)E(ftT)
1 A n—h 1 T h 1 T n
_ T T 1z T T
L L SY-UNETD 91 D131 A 10 ST AN SIS
t=1 t=1 t=1 t=1 t=n—h+1
n—~h)= -
PG B ) + B B
h
B | I
- — Z (Enfl — E(fpE)) Z fnfl — .60 + - ; £, — £,£7
1. <« o he -
+-f Y T RE - 5fnf,? + E(fn) E(£])
t=n—h+1
_ h =
— T T T
= Z fornfl — E(nfl)) — (uf; — E(fn) E()) - n(n—h) ; fienli
1 i he
-y fifF fT £l — —f,f".
EPUATL DA

t=n—h+1

Nun schitzen wir die Normen der Summanden getrennt voneinander ab.

LA S Gt — B(fentl)) — (Buf7 — E(fin) B(E]))
Wegen der Stationaritit der Faktoren und Annahme [I2| kénnen wir direkt das Er-
gebnis fiir die empirische Kovarianzmatrix aus Lemma auf die empirische
Autokovarianzmatrix iibertragen. Dazu bendtigen wir die Annahme der exponenti-
ell abfallenden Tails der Verteilung von den Faktoren und den exponentiell abklin-
genden Mischungskoeffizienten zum Zeitabstand ¢, um Satz (vgl. Merlevede

ol



5. Schétzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell

et al.| (2009)) anwenden zu kénnen. Wir erhalten die Rate
E(] Z fonfl — B(fnfl)) — (B8, — E(fn) E(E))I)
= O([n - h] Hlog(n — h)]K?).

h
2. n(n h) Z? 1 ft+hft
Mlthllfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und Annahme [2] erhalten wir

Z £ nf71%) HQZZE( th+hzft,] )
t=1

=1 j=1
h2 —h K K n—h h2 K K n—h
u 2n)2 ZZZ (fEenalts) SWZZZ\/E fhn)Ef)
=1 j=1 t=1 i=1 j=1 t=1
= O(hQn_2K2).

Ly fE7

n t=1"t'n
Wir definieren 1, 5, analog zu (5.0.5). Dann erhalten wir durch analoge Rechnung
zu (5.0.6) und mit der Rate aus (C.0.19) folgendes Resultat

h
1 - 1 1
E(ll~ doaEH) = E(H@Xh,hﬂTXTHQ) < EE(HXTXHQ)H]ll,h]lT”Q
1 _
= ﬁO(n2K2)nh = O(n 'hK?).

lfT Zn fT
Cnn t=n—h+41 "t
Analog zu - definieren wird 1,,_j41,,. Dann erhalten wir mit analoger Rech-

nung zu und ( m

1
H*fT Z £71%) E(ll XMn ha1n X < ﬁE(IIXTXHQ)HMﬁhH,nHQ
t=n—h+1

1 _
= HO(nQKZ)nh = O0(n 'hK?).

. fn
Mit (C.0.19) erhalten wir die Rate

h2
nb

h- -
E(|—fa5, %) = E(| 3X1111TXTH) SSE(XTX|)[nt?

2
= h—60(n2K2)n2 = 0(n?h*K?).
n
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Insgesamt erhalten wir dann mithilfe der Dreiecksungleichung

E()|cov(fpn, £) — COV(ft—i-hu £)11*)

— Z (Frnf! — E(fnf!)) — (B — E(fn) E(ED))[?)
h n—h 1- n
+ E(”n(T th+thH + E(] thfT” )+ E(] Ef;ip > 1P
t=n—h+1

he _
+ E(l-£a8, %))
= O([n — h[log(n — h)]K?) + O(n 2R K?) + O(n"'hK?) + O(n ' hK?)
+O(n?h*K?)
= O([n — h][log(n — h)|K?) + O(n 'hK?),
wegen h < n und damit folgt die Behauptung. ]

Auch hier erhalten wir fiir h = 0 die gleiche Konvergenzrate, wie in Lemma fiir
den Schétzfehler der empirischen Kovarianzmatrix.

Wir kénnen nun die Resultate der Lemmata und und die Darstellung
nutzen, um die Asymptotik fiir die Schiatzung der Autokovarianzmatrix im Faktormodell
herzuleiten.

Satz 5.0.4 Unter den Annahmen|3, [0 und[q - [13 existiert eine Konstante C' > 0, sodass
die Schitzung der Autokovarianzmatriz im Faktormodell fiir alle n und h mit n > h
gleichmafig beschrinkt ist:

E(|8(h) =, (0)|?) = € max{([n—h] " log(n—h)|p*K2), (n~ hp2K?), (n"2[n—h]p K3)}.

Beweis. Mithilfe der Darstellung aus (5.0.3)), der Dreiecksungleichung und (B.2.3)) schrei-
ben wir

E(|[Zn(h) = Ba(h)|?) < 4E(Bn(cov(frin, ) — cov(firn, £))By |1°)
+ B(|Bucov(frn, £)Cpl*) + E(|Cucov(frn, £)ByII°) + E(||Crcov(fern, £)Co %))
< E(IBull*|(cov(fesn, i) — cov(fean, )12 1B7 %) + B(IBal*[lecdv(fern, £) 7 1Cp %)
+ B([|CulPlcov (fesn, ) I71By 1*) + E(ICallllcov(fesn, ) I*|C 1)

Mit den Abschétzungen aus (2.2.3) und den Lemmata [D.0.19, |5.0.2 und [5.0.3| folgt

E(||Zn(h) = Za(h)[*) = O(ln — k] log(n — W)p*K?) + O(n~ ' hp* K?)
+O0(n "% — hp*K3) + O(n3[n — h)p*K*)
= O([n — h] ™" [log(n — M)]p*K*) + O(n™ ' hp? K?) + O(n™*[n — hp* k),

wegen K < n. ]
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Es fallt auf, dass wir fiir h = 0 im Vergleich mit Satz[2.4.1]zu einer abweichenden Konver-
genzrate kommen. Der Grund dafiir ist, dass wir in Lemma[C.0.6| fiir die Abschétzung von
|B.cov(f)CT|| den Ausdruck als Produkt behandelt haben, hier aber die Komponenten
von ||B,,cov(fiyp, fi)CL|| jeweils einzeln abgeschiitzt haben. Dadurch verbleiben die Ra-
ten O(n~log n]p? K?) und O(n~'p?K?), die finale Rate wird daher durch max{logn, K}
festgelegt.

Insgesamt ist festzuhalten, dass wir fiir die Herleitung der Asymptotik bei der Schiatzung
der Autokovarianzmatrix im Faktormodell analog zu dem Verfahren bei der Kovarianz-
matrix vorgehen konnen. Die Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel hergeleitet haben sind
weitgehend konsistent zu denen in Abschnitt [2.4]
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Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit untersucht, wie sich Faktormodelle fiir die Schétzung von
hochdimensionalen Kovarianzmatrizen eignen. Dabei haben wir die Asymptotik der gén-
gigen Stichprobenkovarianzmatrix mit der Asymptotik der Schitzung der Kovarianzma-
trix aus dem Faktormodell unter verschiedenen Normen verglichen.

Es stellte sich heraus, dass die Dimensionsreduktion des Faktormodells keinen entschei-
denden Vorteil fiir die Schitzung der Kovarianzmatrix bringt. Bei der Schitzung der
inversen Kovarianzmatrix ist ein deutlicher Vorteil des Schéitzers im Faktormodell gegen-
iiber der Inversen der empirischen Kovarianzmatrix erkennbar.

Diese Resultate wirken sich direkt auf Anwendungen in der Finanzwirtschaft aus. Wah-
rend in der Portfolioselektion der Vorteil der Schéatzung der Inversen genutzt werden
kann, wird im Risikomanagement eine Schétzung der Kovarianzmatrix benétigt. Fiir die
von uns untersuchten Anwendungen im Risikomanagement bringt die Anwendung von
Faktormodellen daher keinen entscheidenden Vorteil.

Unsere Untersuchungen bauten anfangs auf der stark vereinfachenden Annahme unab-
héngig identisch verteilter Faktoren im Faktormodell auf. Wir haben gezeigt, dass der
Ubergang zu stationiren Faktoren, wie sie beispielsweise bei der Nutzung von Zeitreihen
vorliegen, nur geringe Auswirkungen auf die Asymptotik der Kovarianzmatrixschétzung
hat. Unter der Annahme von stationédren Faktoren haben wir unsere Untersuchung er-
weitert und neben der Schitzung der Kovarianzmatrix im Faktormodell auch die Auto-
kovarianzmatrix fiir einen Zeitabstand h > 0 betrachtet.

Eine weitere stark vereinfachende Annahme im Faktormodell ist die Unkorreliertheit der
Fehlerterme. Die Lockerung dieser Annahme, wie sie schon in [Chamberlain und Roth-
schild| (1984)) vorgeschlagen wurde, haben wir in dieser Arbeit nicht verfolgt. Fan et al.
(2011) nutzen in diesem Zusammenhang approximative Faktormodelle, in denen sie die
Annahme treffen, dass die Fehlerkovarianzmatrix im Faktormodell diinn besetzt ist. Fir
die Schitzung dieser diinn besetzten Matrix greifen sie auf ein Thresholdverfahren aus
Cai und Liu| (2011) zuriick. Die zusétzliche Schiatzung der Fehlerkovarianzmatrix hat ins-
besondere Auswirkungen auf die Konvergenzraten der Kovarianzmatrix des betrachteten
Portfolios.

Die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse iiber die verbesserten Schétzer durch Ver-
wendung von Faktormodellen kénnten daher mit einer weiteren Studie unter Beriicksich-
tigung von korrelierten Fehlertermen verglichen werden.
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A. Hilfssatze und Beweise

A.1. Kovarianzmatrizen

Lemma A.1.1 Seix € RP ein Zufallsvektor und X1, ...,x, eine unabhdngig identisch verteilte
Stichprobe von x. Dann besitzt die Stichprobenkovarianzmatriz cév(X) von X = (x1,...,X,) €
RP*"™ die Darstellung
1 1
6v(X) = XxXT - ———x117X". A1l
cov(X) n—1 n(n—1) ( )
Beweis.
cov(X) = ! i(x —x)(x; —x)T
n—1 p ! !
1 n
= — D (xix] = xix" - xx] +xx")
i=1
1 n
= — Z;xixf —nxx’ — nxx’ 4 nxx”’
1 T o=T
= ——(XX* —nxx")
n—1
1 1
= (xXxT — XIL ILTXT) ——(xXxXT - =x117XT)
n—1 n—1 n
1
= XX - ———X117X7,
n—1 n(n —1)
L]
Lemma A.1.2 Sei x = (z1,...,3,)T ein Zufallsvektor mit maxi<;<, E(z}) < C fir eine
Konstante C > 0. Sei x1,...,X, eine unabhdngig identisch verteilte Stichprobe von x und
X = (x1,...,%Xn) € RP*™. Dann gilt fir die Stichprobenkovarianzmatriz von X in der Dar-

stellung (A.1.1) folgende Aussage
E(||eov(X) — cov(x)[[*) = O(n™"p?).
Beweis. Wir bezeichnen die Komponenten der Stichprobenkovarianzmatrix mit cév(z;,z;) =

S | Ty — ﬁ Y opeq Thi 9oy 21y fir 4,5 =1,...,p. Dann gilt fiir die Konvergenz im
quadratischen Mittel

E([lcov(X) = cov(x)[|?) = B( Y Y [eov(wi, x;) — cov(@i, x;)]%). (A.1.2)

i=1 j=1
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In dieser Darstellung betrachten wir nun einen beliebigen Summanden fiir 4,7 = 1,...,p und
fihren eine Abschétzung mithilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung durch

E([cov(z;, x;) — cov(z;, xj)]2)

:E([niléxkix;ﬁ-— (ziz;) r— ;xmzl‘u ))}2)
§2E([n1lkixkimkj—E(xmj)]Q)—i—ZE( = kalleJ_Emz )} ),

=:2A; + 2A4,.

(A.1.3)

Wegen der gleichméfig beschrankten vierten Momente sind mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

auch die zweiten Momente der Komponenten gleichméfig beschrénkt.

Wir betrachten nun A;. Mit n% = + n(n ) und der Cauchy—Schwarz-Ungleichung gilt

A =

wrj — Bzizy))?)

= E([% Z(mm’xkj — E(x;xj)) + m Zm,ﬂ»xkj]z)

k=1
< 2E([% S (@rizng — Blziay))]?) + 2E([ﬁ )
k=1 k=1

= fE([Z(xkixkj - E(Cﬂzxj))]z) + QE([ﬁ Zl'kixkj]z)
k=1

Die (xp;xk; — E(x;x;)) sind unabhéngig identisch verteilte zentrierte Zufallsvariablen, daher folgt
weiter

Ay

\ /\

Var Z (zrizn; — E(wx;))) + 2E([% Zxkﬂij)
P nin—1) =

Evar«xuxu — B(wiz) + 2B(——— 3 wizng]?)
n n(n—1) Pt

= 2By — Baw))) + 25 O weel)

= (Blatiaty) ~ [Bleay)P) + 28 (s Y o)

2 5, 1 - )
< EE(xlixlj)+2E([m’;$kixkj] )
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und mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung schitzen wir ab durch

n

xl] n - 1 o 1\2 ZE((L‘%,LJ}%])
k=1

A § xl

2

3

§ E(z1,)E xlj n—l — E(xii)E(xij).

k=1

Da die vierten Momente nach Voraussetzung gleichméfig beschrankt sind, folgt

A =0(nH)+0(n?) =0(n").

Nun betrachten wir Ay mithilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung. Wegen n(nlfl) = n2 + (n )
gilt

Ay = 1) Zl'kzzzl] _E xz )] )
k=1

1 n n n
= E(l— (rimy; — B(x:)E(x;)) + ] Z Thizy)?
k=11=1 k=11=1
=~ n2 Z Z :Ek?’b‘rlj )E( ))] ) + 2E Z Z.’L’ki{[]lj]z)
k=11=1 k:l =1
=:2A3 + 2A,.

Wir schétzen zunéchst A4 durch die Cauchy—Schwarz-Ungleichung ab:

A= s B Yo enl!) < gy 3.3 Bl

k=11=1 k=11=1
nQ n n o n
= ni(n — 1)2 (ZE(Jcilxi]) + Z ZE(xiz)E(%QJ))
k=1 k=11=1
I#£k
TL2 n n n
= nt(n —1)2 ( E(xii)E(xij) + ZZE(xiz)E(m?J))
k=1 k=11=1

Wegen der gleichméfig beschrankten zweiten und vierten Momente erhalten wir

Ay = O(niZ).
Wir kommen nun zur Abschétzung von As.
1 n n
n2 ZZ xkle] I,)E( ))]2)
k=11=1

n n n
1

n

=3 DYDY B(wmiy — E(w) E(x)) (@miwe; — E(wi) E(w)))). (A.1.4)
k=1 1=1 m=1o0=1

Jeden dieser n* Summanden kénnen wir einer der folgenden sieben Darstellungen zuordnen, die

wir nun getrennt voneinander mithilfe der zweiten und vierten Momente der z;, i = 1,...,p

abschétzen.
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1. Fiir k # [ # m # o gilt, da die Stichprobe unabhéngig identisch verteilt ist

ni Z > E((zriwy; — (i) E(x)))(#mito; — E(2:)E(25)))
FELIZE LT g 0ty
=SS Y (Blemwmines)  Bloniy) B Bla)
RELIZE R0y og Ooim)
— B(@i) B(@;)B@mizo;) + B(w:)2EB(z)?)
—aX Z (000) B (1) B @) B ) — B By B B
k=1 l: m:l 1

Fiir die Abschétzungen der anderen Summanden schitzen wir die Darstellung aus (A.1.4]) ab

durch
1 n n n n
As < Y200 D (Elenigyzmiae) + E(wi)* B(z;)?).

k=11=1 m=1o0=1
2. Fir k = 1 = m = o gilt mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und den gleichméfig
beschréankten zweiten und vierten Momenten

% Z(E(x%zxij) + E(x;)’E ) < F Z B E(x)) + E(x?)E(m?)) =0(n73).

3. Da die Stichprobe unabhéngig identisch verteilt ist, gilt fiir kK = m und [ = o mithilfe der
Jensen-Ungleichung und der Annahme an die vierten Momente

% Z Z (zisat;) + B(xi)?E(x;)%) = % Z Z(E(xiz)E(l"?j) + E(z:)*E(x))%)
k=1 l:l k=11=1
< %ZZ 22)E(}) + E@@?)B(a?)) = O(n~?),
k=1 :1

4. Fiir k =1 und m = o gilt analog mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und der Annahme
an die vierten Momente

1 n n
v Z Z xkixijlia:lj) + E(aﬁl) =— Z Z sc;“xkj CL’liSUlj) + E(CL’Z')QE(LBJ‘)Q)
k=11=1 n k=11=1
1%k 17k
1 - - 2 2 2 2 2 2 -2
< =YY (B@EGE)E@})E}) + @) E(3) = O(n™2).
k=11=1
17k

5. Fir k =m =13 o oder k = m = o # [ folgt wieder mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung
und der Annahme an die vierten Momente

1 n n
HZZ(E(%MWW%)+E($i) = 422 (@3215) B (1) + B(2:)* E(x5)?)
k=1 1=1

k:lll
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n

1
nd

<

M:

¢E<xii>E<xﬁj>E<wa> + B(z})E(22)) = 0(n™?).
k=11

o
Eale

Wegen der gleichméfig beschrankten zweiten und vierten Momente gilt diese Rechnung
analog fiir die Féllel =0o=k#mund l =o0=m # k:

1 n n
=2 Z (eriznszizng) + E()*E(z;)?) = O(n™?).
k=1 1l=1

1#k

6. Fir k = m # o # [ gilt mithilfe der Jensen-Ungleichung, der Annahme an die vierten
Momente und da die Stichprobe unabhéngig identisch verteilt ist

3

NIE
M=

(B(xiit12m;) + B(w:)*E(x;)?)

3
N
e
Il
——
ANl
E
3
w3
=l
P
=

3

I
3%‘,_.
NE
M=

(E(23) B (1) B(wm;) + B(2:)* B (x;)?)

S
Il
_

i
T
wn

®3
= |l
e
=

:J;‘H
NE
NE
M:

(B(wi,) E(23) + E(z7)E(23)) = O(n™").

J

~
Il
-

I

i
3
I
—_

3
™
iy
=
)

Wegen der gleichméfig beschriankten zweiten Momente gilt dieses Ergebnis auch fiir den
Fallo=1+# m # k:

%ZZ N (Blaniaual,) + E(w)?E(z;)?) = O(n™").

7. Fir k =1 # m # o oder k = 0 # | # m gilt mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und
den beschrankten vierten Momenten

- S (Blwkizkjviam;) + B(xi)*E(x;)?)

2k me 1}
1 n n n
< 2 S S (JEGR)EGE) B B@2,) + B EE2) = 0.
=11l=1 m=1
1#£k m¢{k,l}

Insgesamt erhalten wir fiir Az in (A.1.4) die Rate O(n~!) und fiir (A.1.3) folgt mit den Abschiit-
zungen A;, A3z und Ay

E([cov(zi,24) — cov(zi, x;)]%) = O(n™1).
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Wegen der gleichméfig beschrankten Momente sind in dieser Abschétzung die Schranken unab-
héngig von i und j. Daher gilt das Resultat gleichméfig fiir alle Summanden in der Darstellung

(A1.2):
E(]|cov(X) — cov(x)[|?) = E(Zz[cav(zi,xj) - cov(xi,xj)]2> — O(n~1p?).

i=1 j=1

A.2. Bedingte Erwartungen

Lemma A.2.1 Seien X und Y integrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) und sei C eine o— Algebra mit C C A. Weiterhin sei auch XY integrierbar.

Wir bezeichnen die Bedingte Erwartung von X unter C als E(X|C). Dann gelten folgende Figen-
schaften (vgl. |Bauer, 2002, S.120)

E(E(X|C)) = E(X). (A.2.1)
E(aX 4+ bY|C) = aE(X|C) + bE(Y|C) fast sicher fir a,b € R. (A.2.2)
E(XY|C) = XE(Y|C) fast sicher, falls X messbar beziiglich C ist. (A.2.3)

Mithilfe dieser Figenschaften kann die Varianz einer quadratintegrierbaren Zufallsvariable X
geschrieben werden als

var(X) = E(var(X|C)) + var(E(X|C)). (A.2.4)
Beweis. Es gilt

var(X) = B(X - E(X)P) E(B(IX - E(X)]?C))

= B(E(IX - B(X|C) + E(X|C) - E(X)P[C))
—  B(E(IX - B(X|C)P|C) + 2E([X — B(X|0)|[E(X|C) - E(X)]|C)

+ EB([B(X|C) — E(X)]?|C)) =: B(A; + 2As + As3).

Mit der Linearitéit der Bedingten Erwartung nach (A.2.2)) gelten

E(A) = B(E(X - E(X[C)P[C)) = E(var(X|C)),

E(A) E(E(X - E(X|C)][E(X]|C) - E(X)]|C))

&

([EX[C) - E(X)E(X - E(X[C)[C))

>
I [

o)
=

)
A )

( _
=_ B(BXIC) - B(X)][E(X]C) — E(E(X[C)[C)])
([E(XIC) -

IIE
=

[E(X]C) — E(X)][E(X|C) - E(X|C)]) =0

A.

[ )

1))

und

BE(As) = E(E(E(X|C) - E(X)]?|C))
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= B(B([E(X|C) - E(E(X[C))]’|C))

= E(var(E(X]|C))|C) = var(E(X]|C)).

Damit folgt die Behauptung. 0]

A.3. Exponentielle Ungleichungen

Lemma A.3.1 Seien Z1,Zy Zufallsvariablen, fir die Konstanten ri,79 € (0,1) und by,be > 0
existieren, sodass fir alle s > 0 gilt

P(|Z;] > s) <exp(l—(s/b;)"), i =1,2.
Dann gilt fir ein r3 und ein by > 0
P(|Z1Z5| > s5) < exp(1 — (s/b3)"™)
fiir alle s > 0.

Beweis. (Vgl. [Fan et al.l |2011, Lemma A.2) Wir setzen fiir alle s > 0

b := b1bo,
172
= und
r1+ 1o
ro/r1 1 ” r
sb. T o2 Tl
R 2 172 s R Tritr2 r1t+7r2
M._( . ) = sTtr by e

Wir zeigen, dass P(|Z1Z3| > s) < P(M|Z1| > s) + P(|Z2| > M).

Um den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit anwenden zu konnen, nehmen wir die Zerlegung
|Z2| > M und |Z3] < M vor. Wegen {|Z1Z5| > s |Z2| > M} C {|Z2] > M} und {|Z1Z5] >
sN|Za| < M} C{M|Z| > s} gilt

P(|leg‘ > S) = P(|leg‘ > s, |Z2| > M) +P(|Z1Z2| > s, |ZQ‘ < M)
< P(|Zs] > M) + P(M|Z,] > s). (A.3.1)

Nun setzen wir die Voraussetzung des Lemmas ein und erhalten

P(21%] > 8) < exp (1= (1)) +exp (1= (755)")

b Mby
riry 3 mr
sTiFTa pytRp T s
:exp(l— = )—l—exp(l— = )
b5? o S L N
gTitr2 b;l +r2 bl ritre b71'1

172

gTitra
) + exp (1 — — s )

r1tre T+
by' "7 by

= 2exp (1 - (z)r). (A.3.2)

rire  — "”1_:2 _ 7'1_:2
— T1tT2 T2
= exp (1 — s7itra by b,
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Sei nun 0 < r3 < r und bz > max{(%)%b, (1 +10g2)%b} >b.
Wir setzen F'(s) := (3)" — (5;)™ und zeigen, dass F'(s) fiir s > b3 monoton wachsend ist. Dazu

betrachten wir die erste Ableitung von F(s):

rs"1 pgstsTl T S, T3,5. T S, T, 8.,
F(s) = T = e = O = R 2 L L 2

da b3 > b ist.
Daher folgt fiir s > b3 auch F'(s) > F(bs). Es gilt

Flbg) = (2 = (2 = (2 =15 maxg() Ly -1, (820

= max{T—?’7 1+1log2} —1=log2,
r

wegen r3 < r. Daher folgt F(s) > F(bs) > log 2.
L. Fall: s > b3: Wir nutzen (A.3.1)) und setzen (3)" = F(s) + (7)™ in (A.3.2) ein:

S S

P(|Z1Z5| > s) < 2exp (1 — (gy) =2exp (1 — (F(s) + (E)TS))
< 2exp (1 —log2— (%)”) =exp (1 - (é)r?’)

Damit haben wir fiir diesen Fall die Behauptung des Lemmas gezeigt.

2. Fall: s < bs. Wir betrachten exp(1 — (35)").

Falls s = bs: exp(1 — (4)™) = exp(0) = 1.
Falls s < b3: exp(1 — (33)™) € (exp(0),exp(1))>1.
Wegen P(|Z17Z5] > s) <1 folgt daraus:

P(|Z17,] > 5) < exp (1 — (%)ﬁ).

Also folgt die Behauptung fiir alle s > 0. ]

Satz A.3.2 (Vgl. Merlevede et all, (2009, Theorem 1, Remark 1)
Seien (X;) ez reelle, zentrierte Zufallsvariablen mit

sup P(| Xi| > t) <exp(l — "), firt> 0,71 > 0,
k>0

die die starke Mischungseigenschaft erfiilllen, sodass Konstanten ~vo > 0 und ¢ > 0 existieren mit

a(n) < exp(—cn?) fir alle n > 0.

Sei % =L + %<Z, dann existieren fir alle n > 4 positive Konstanten Cq,Cq,C3,Cy4,Cs, die
abhdngig von ¢,y1 und vy sind, sodass fir alle x > 0
Y x2 :1;2 1-7(17')')
P(supl|S;| >z) < - — _—— (_ - R )
(sup |91 > @) <mexp (= &) +exv (= o ms) +ee (= g e (g

gilt, wobei Sy, = X7+ ...+ X,,.

Beweis. Fiir den Beweis siehe Merleveéde et al.| (2009). L]
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B. Lineare Algebra

B.1. Spureigenschaften

Lemma B.1.1 Wir betrachten Matrizen A und B in den Dimensionen, sodass die folgenden
Matrizoperationen jeweils definiert sind. Dann gelten folgende Spureigenschaften (vgl. | Kollo und
von Rosen| (2005, Prop. 1.1.4 und 1.2.3),|Bernstein (2009, Lemma 8.4.12)):

tr{AB} = tr{BA}

(B.1.1)
tr{aA +bB} =a-tr{A} +b-tr{B} a,beR (B.1.2)
tr{A} =rg(A), falls A idempotent (B.1.3)
tr{ATA} =0<= A =0 (B.1.4)
tr{ AT} = tr{A} (B.1.5)
tr{AAT} =) "> "al, AR (B.1.6)

i=1 j=1
xT Ax = tr{Axx"} (B.1.7)
tr{AF} = "NF(A) fiir A € R (B.1.8)

i=1

Fiir symmetrische Matrizen A,B,C, mit A < C und C > 0 gilt

tr{AC} < tr{BC}. (B.1.9)

B.2. Normen

Definition B.2.1 (Frobeniusnorm) Fiir eine Matrix A = (a;;) € R?*? ist die Frobeniusnorm
definiert als

q p 1
1 bl
Al = [r{AATHE = [ 33 layl?] (B.2.1)
i=1j=1
Falls A eine symmetrische p x p Matrix ist, so gilt
’ 3
Al = > a2 (B.22)
i=1

Diese Identitat folgt direkt durch Einsetzen von (B.1.8)) in die Definition.

Eigenschaften der Frobeniusnorm
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B. Lineare Algebra

Lemma B.2.2 Fiir eine ¢ x r Matrix A1 und eine r X ¢ Matrix Ao gilt
[tr{A1Az}] < [[AL[[[[A2] und [[A1 Az < [[Aq]|[|Az]- (B.2.3)
Insbesondere gilt fiir eine ¢ x r Matriz A1 und eine v x r Matriz Ao

[tr{ A1 A2 AT} < AT A4 [[|As]| und |[A1 A2 AT < [ AT A4|]| Asll. (B.2.4)

Beweis. Nach (B.1.1)), (B.1.2), (B.1.4) und (B.1.6) kénnen wir durch < A, Ay >:= tr{A; AL}
ein Skalarprodukt definieren, fiir das dann auch die Cauchy—Schwarz-Ungleichung gilt. Dann

folgt mit (B.1.1))
tr{A 1 As}| < [tr{AT A} 2 [tr{ATAL})7 = [tr{A, AT} 2 [tr{A,AT})?
= || AL]|]|As].

Weiterhin gilt wegen der Submultiplikativitit der Frobeniusnorm (Vgl. Bernstein) {2009, Prop.
9.3.5.)

[A1 A < [[Aq]l|Azf-
Insbesondere folgen damit auch

[tr{A1 A AT} = [tr{AT AL AL} < [|AT AL ||| Az

und
A AAT = [tr{A A, ATAATATY: < |ATATAA|Z|ATA,
1 1 1 1 1
< ALAT|Z|ATAL 2 |ATAL? < [|Ao)2||AT |7 AT A, ||
= |lAS|IIATA,].
g AelIAT A

[
Definition B.2.3 (Spektralnorm) Fiir Matrizen A € R"™*" ist die Spektralnorm definiert als
JAlls := Pmax(ATA))2.
Fiir symmetrische Matrizen ergibt sich daraus
[Alls = [Amax(A)]-

Definition B.2.4 (p-Normen) Fiir Vektoren x € R™ ist die p-Norm von x fir 1 < p < o0
definiert als

1
HXH — [Z?:l |xi|p]p I<p<o
r maxij<i<n |$l| p = Q.
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B. Lineare Algebra

Beziehung zwischen der Frobeniusnorm und der Spektralnorm
Zwischen der Frobeniusnorm und der Spektralnorm gilt fiir zwei Matrizen A; € R™ ™ und
Ay € R™*! folgende Beziehung:

[A1Az]ls < [[ArAz]l < [|A1][s] Azl < [|A1[l][Az]. (B.2.5)

(Vgl. Bernstein, [2009, Cor. 9.3.7.)

Fiir die Spur eines Matrixprodukts von A, As € R"*", wobei A; symmetrisch und As positiv

semidefinit sei, gilt
tI‘{AlAQ} S Afmax(Al)tI‘{Ag} = HA1||5tI'{A2} (B26)

(Vgl. Bernstein|, [2009, Fact 5.12.7)

Eigenschaften der p—Normen
Fir 1 <p<qg<oogilt
X[l < lIxllq < lIxllp < [1x[]2- (B.2.7)

(Vgl. Bernstein, [2009, S.544f.)

B.3. Matrixtheorie

Sherman-Morrison-Woodbury Formel

Fiir Matrizen A € R**", B € R**™, C € R™*" und D € R™*™ gilt: Falls A, D — CA~'B
und D nichtsingulir sind, dann ist A — BD~!C nichtsingulir und es gilt die Sherman-Morrison-
Woodbury Formel

(A-BD'C)'=A'+ A 'B(D-CA'B)"!CA™ " (B.3.1)
(Vel. Bernstein), 2009, Cor. 2.8.8)

Gleichungen und Ungleichungen fiir Inverse Matrizen
Fiir n x n Matrizen A; und A,, mit A; + A5 nichtsingular, gilt

A(A1+A) TAy = Ap(A1+A) T TA T = A — A (A1 +HA) T TAL = Ay — Ay (AL +Ay) A,
(B.3.2)
(Vgl. Bernstein, [2009, Fact 2.16.13)

Wir betrachten nun zwei Matrizen A, Ay € R"*". Falls A; nichtsingulir ist und ||AT Aol < 1
gilt, dann ist A; + Ay nichtsingulédr und es gilt

1Al AT

1A+ Ag)~t — A7) < JAzlIACTE
( AT S T AT A

(B.3.3)
(Vgl. \Golub und Van Loan, 1989, Theorem 2.3.4).
Insbesondere kann hierbei auch die Abschéitzung durch die Spektralnorm nach genutzt
werden, sodass folgt

Al AT "I
1— AT [[s] Az

[(Aq+As) ' — AT < (B.3.4)
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B. Lineare Algebra

B.4. Eigenwerte

Ungleichungen
Sei A eine n x n Matrix mit den Eigenwerten A;(A),..., A, (A). Falls A symmetrisch ist, gilt

Amin (AL, < A < Apax (AT, (B.4.1)
(Vgl. Bernstein, [2009, Cor. 8.4.2).
Fiir symmetrische n x n Matrizen A; und As mit A; < As gilt fliri=1,...,n:
Ai(A1) < Xi(Ag). (B.4.2)

(Vgl. Bernstein, [2009, Theorem 8.4.9).

B.5. Hutmatrix

Fiir die Hutmatrix aus dem Linearen Modell gilt folgendes Lemma
Lemma B.5.1 Die Hutmatriz H ist fast sicher idempotent mit
tr{H?} = tr{H} = K (B.5.1)
und es gilt
[H|s = O(1). (B.5.2)
Beweis. H ist idempotent, da
H=XT(xx")"'x
und
H? = HH = X7 (XX")"1XX"(XX") 71X =XT(XX")"'X =H
gilt. Fiir die Spur der Hutmatrix folgt mit
tr{H} = tr{ X7 (XXT) "' X} = tr{XX"(XX")"'} = tr{Ix} = K.

Die Eigenwerte von symmetrischen idempotenten Matrizen nehmen nur die Werte 0 und 1 an
(vgl. [Kollo und von Rosen), 2005 Prop. 1.2.3). Daher gilt fiir die Hutmatrix die Aussage (B.5.2)).
L]
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C. Herleitung der Konvergenzraten fir
Abschnitt 2.3

Wir beweisen nun die Konvergenzraten der einzelnen Komponenten des Faktormodells und der
Zerlegungen ([2.2.13)) und (2.2.14), die fiir die Gesamtabschétzungen in Abschnitt nétig sind.
Wir beginnen mit dem Schétzfehler der Kovarianzmatrixschitzung fiir die Faktoren.

Lemma C.0.2 Fir den Schdtzfehler D,, der Stichprobenkovarianzmatrixz der Faktoren f gilt
unter den Annahmen[3, [¢ und[§

E(|Dy|?) = O(n™ ' K?).

Beweis. Nach Annahme [§sind die fy, ..., f, unabhingigig identisch verteilt und nach Annahme
besitzen die Komponenten von f gleichméifig beschrinkte vierte Momente. Dann folgt das
Resultat durch Anwendung von Lemma ]

Mithilfe dieser Abschétzung betrachten wir nun den Term B, D,,B” aus (2.2.13) und (2.2.14)) in
den beiden Normen (B.2.1) und (2.2.4)).

Lemma C.0.3 Unter den Annahmen/[]] - [6 und[§ gelten folgende Aussagen:
B(|B,D,BL|?) = O(n~pK?) (©0.)
und
BB, D,BI%,) = Oy K?). (©02)

Beweis. Fiir die Abschitzung in der Frobeniusnorm geniigt es, die einzelnen Komponenten ab-
zuschétzen.

Wir nutzen dazu ([2.2.3), die Eigenschaft (B.2.3)) und die Spureigenschaften aus Kapitel
BB, = BB < [BnllIByll = [Bnl* = O(p). (C.0.3)
Mit diesem Resultat und Lemma schétzen wir (C.0.1)) ab durch
E(|B.D.B; %) = E(tr{[B.D.B;]*}) < E(|B;B.,[*|D.[?)
= | B BolE(IDn|*) = 0(p*)O(n~' K?) = O(n~'p*K?).

Fiir die zweite Aussage des Lemmas nutzen wir eine Abschitzung fiir |BIX 1B, ||s und die
Abschétzung fiir den Schétzfehler der Kovarianzmatrix der Faktoren aus Lemma
Fiir die Inverse der Kovarianzmatrix nutzen wir die Darstellung aus (2.2.15)):

3, = ;! - =5 'B,[cov(f) ' + BLE; B, "Bl
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Nach gilt mit A; := BI'S;'B,, und A, := cov(f)~!:
B’ 'B, =B’%;'B, - BI3;'B,[cov(f)"' + BIZ;'B,] 'BIxZ;'B,
= cov(f) ™" — cov(f) teov(f) Tt + BIX; B, ] cov(f) !
und daher folgt mit der Dreiecksungleichung
IBXS, "B, |5 < [lcov(f)7tls + [lcov(f) Heov(f) ™t + BIS; "B, teov(f) s, (C.0.4)

Die Matrix cov(f)~! ist symmetrisch positiv definit und BZ' 3 !B, ist symmetrisch positiv
semidefinit. Somit gilt

B!®,'B, =B!Z;'B, +cov(f)"! —cov(f) ' >0
= BIS;'B,, +cov(f)™!
= [BI=,'B,, + cov(f)!]™*
Insbesondere folgt also

cov(f) teov(F) Tt + B B, teov(f) ! < cov(f) eov(f)cov(f) ! = cov(f)

und mit (B.4.2)
||cov(f)_1[cov(f)_1 + BZEaan]_lcOV(f)_IHS < Hcov(f)_1||s.

Damit geniigt es fiir die Abschitzung von (C.0.4), den Ausdruck |[cov(f)™!|ls zu betrachten.
Nach (2.2.6) gilt ||cov(f)~!||s = O(1) und damit folgt direkt

IBIS'B,|s = O(1). (C.0.5)
Fiir (C.0.2) gilt damit die Abschétzung
1 1 L
E(|B,D,BL|%,) = ~F(|S. *B,D,BIS, )
p
1 _1 Tt 1 Ty—1
- “Et{=,’B,D,B’®,?%,"B,D,B!S,})
p
1 IR 1
= E(r{S *3,?B,D,B!®'B,D,B’}) = EE(tr{[DnBZE;LlB,L]Q})

1 _ 1 _
< -E(|D,BI=.'B,|I”) < =E(|D,|*)|B.=, B,
@B23) p (B25) P

Dann folgt mit Lemma und (C.0.5)

E(|B.D.BL|%,) = %w(n—lk%om) — O(n~'p " K?).

L]
Lemma C.0.4 Unter den Annahmen/[]] - [6 und[§ gelten
B(|Crcov(H)CT ) = O(n 27 K) (C.0.6)
und
E(||Cpeov(f)CL %, ) = O(n *pK). (C.0.7)
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Beweis. Fiir diesen Beweis ist es sinnvoll, statt der einzelnen Komponenten den abzuschatzenden
Ausdruck als Produkt zu betrachten. Wegen der Darstellungen nach (2.2.9) und (2.1.3)) verein-
facht sich die Darstellung und wir zeigen, dass fiir die beiden resultierenden Summanden die
gleiche Konvergenzrate gilt. Wir nutzen die Cauchy—Schwarz-Ungleichung und schreiben

E(tr{[C,cov(f)CL]?})

— E(tr{[EXT(XXT)*l(ﬁXXT - ﬁX]l]lTXT)(XXT)”XETF})
= E(tr{[ﬁEXT(XXT)*XXT(XXT)’1XET
— ﬁEXT(XXT)”X]l]lTXT(XXT)_IXET]Q})
1 1
— E(tr{[mEHET - mEHMTHETP})
1

W[EHMTHET]Z})

1 2
< 2E(tr{m[EHET] +
2

9 2
= mE(HEHETH )+ 217

Wir betrachten die Matrix von 4; und schreiben ihre Norm geeignet in vier Summanden um,
um diese jeweils einzeln abzuschétzen:

2 2
E(|EH11"HE"|]?) =: W“‘“ + mAa.

H11 Hln E? Z?:l Hljef
EHE! = (g1, ..., )| : .. ol =(e, o, )
Hnl Hrm 55 Z] 1 n] J
= ZZHijeiE;' (C.O.S)

i=1 j=1

Fiir A; schreiben wir durch Anwendung der iterierten Erwartung

A; = E(|EHE"|]?) = E(tr{[EHE"]?}) } = ZZHUE el

=1 5=1
:E(tr{iiHijele i

i=1 j=1 k=1

E(tr{i i HijEiE??

i=1 j=1

= E(tr{E(zn: zn: HijEiE?

i=1 j=1

Hklskel )

NE

Hyerel }X))

M T+ £
-

Hyerel [X)}).

M:

E
Il

1

I
-

Die Summanden dieser Darstellung kénnen wir je nach Indices in fiinf Mengen einteilen:
l.i=j=k=01{E(HZeel?X), i=1,...,n},
2. i=j, k=1, i#k {E(HyHjeiele;e]|X), i,k=1,...,n, i #k}
3.i=k,j=l7i7éj:{E(H2[es]|X)zg—1 ni# g}
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

4. ’L:l7 j:k7 Z;’é] {E(HZJHJZEZEf€j€?|X), ’L,]:LJI, Z?é]}
5.i=j=k#li=j=l4ki=k=Il#jundj=k=1%#1i

{E(HiiHileisgsief‘X)v Zvl = 17 EEERL2 i 7& l}
U{E(Hiini€i€?€j€1T|X), iLk=1,...,n, i # k‘}

U{E(HUHMEZE?‘EzEzij)? 7”.] = la N O # .]}
U{E(Hinjj€i€;€jE?|X), ,j=1,...,n, i # j}

Nach Annahme [1| gilt E(e|f) = 0, daher fallen alle Terme in |5} weg und wir erhalten folgende
Zerlegung:

tr{z +Etr{ZZH H;;E(eie] eje] |X)})

i=1 j=1

i
tr{zz TPIX)Y) + BE(er{) ) HiHjiE(eie] €je] [X)})
=1 j=1 =1 j=1
J#i J#i
=: B; + By + B3 + Bs. (009)

Diese vier Summanden schétzen wir nun nacheinander ab. Die Konvergenzraten folgen jeweils
aus der Eigenschaft der Spur der Hutmatrix nach und den gleichméfig beschrénkten
vierten Momenten der Fehler.

Fiir den ersten Summanden betrachten mithilfe von und der Symmetrie den folgenden
Zusammenhang fiir die Hutmatrix:

Bj 1) tr{H2 Symmetne Z Z Z Hi + Z Z HEJ = Zl H?’ (C.0.10)

=1 j=1 i=1 i=1 j=1
J#i

Damit kénnen wir B; wie folgt abschitzen: Wegen der unabhéingig identisch verteilten Fehler-
terme gilt

tr{z tr{z X)})

= KE(E(tr{[e"]*}X)) ZZ eie3)

(C.0.10)

und wegen der gleichméfig beschrankten zweiten und vierten Momente der Fehler nach Annahme
folgt die Dominanz der Rate des zweiten Summanden in der folgenden Darstellung

B, < KiE(aﬁ) + sz: Xp:E(af)E(e?) = O(p*K). (C.0.11)
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Fiir die Abschétzung des zweiten Summanden aus (C.0.9) benétigen wir folgenden Zusammen-

hang aus
n n n n
K? = [te{H}]* = [Hu + -+ Hual* = ) Hj; ZZ HjjHy > ZZ i Hen. (C.0.12)
i=1 j=1k=

k=1 Jj= 1k1
k#j #3J

Fiir B, folgt damit wegen der unabhéngig identisch verteilten Fehlerterme

tr{ZZH Hj;E(eiel ejel |X)} ):E(tr{zn:zn:HiiHij(esT|X)E(esT|X)})

i=1 j=1 i=1 j=1
i J#i

<  K’E(tr{E(ee"|X)E(ee”|X tr{3g
o= KB {B(ee” X)B(ee" X)) = K E(ur{Z5))

und da die zweiten Momente der Fehler nach Annahme [ gleichméfig beschréankt sind, folgt
By < K? Z O(pK?). (C.0.13)

Fiir die Abschitzung des dritten Summanden aus (C.0.9)) betrachten wir die erneut die Rechnung
aus (C.0.10)

iiﬂ%gi]{fﬁiinsz. (C.0.14)

i=1j=1 i=1 i=1 j=1
J#i J#i

Sei 7 € RP eine unabhingige Auspragung von . Dann folgt fiir Bs aufgrund der unabhéingig
identisch verteilten Fehlerterme

By = E(tr{)_ Y HiE(lew]P1X)}) = E({d_ Y HE(en"P|X)})
i=1 j=1 i=1 =1

bS]

und mit den nach Annahme [2] gleichméfig beschrankten zweiten Momenten folgt

By < K33\ /BB EE)E0R) = O K). (C.0.15)

i=1 j=1

Fiir den letzten Summanden aus ((C.0.9) bendtigen wir folgende Abschétzung, die wir mithilfe
der Symmetrie von H und ((C.0.10) herleiten:

z;z;HaHa = Z; > 1:Hi2j <2 1Hi + _El > 1H3j =K. (C.0.16)
1=19= 1=1 9= 1= i=1 j=
J#i Jj#i J#i

Damit folgt fiir B4 aufgrund der unabhéngig identisch verteilten Fehlerterme:

By = E(tr{d Y Hi;jH;iE(cic] e;e] |X)}) tr{z ZH HjiE(en™ne”|X)})
i=1 j=1 i=1j=1
e e
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

< KEB(E(tr{(en"ne")}|X)) = KE(tr{e"en" n}),
(C-0.19)

da es sich bei diesem Ausdruck um ein Skalar handelt, verzichten wir auf die Betrachtung der
Spur und schreiben

By < KB en™n) = KE("e) = KB(Y 2P) = KOO BE) + 33 BE)EE).
i=1 i=1 i=1 ji}

Wegen der gleichméfig beschrénkten zweiten und vierten Momente nach Annahme [2] folgt dann
die Dominanz der Rate des zweiten Summenden, also

By = O(p’K). (C.0.17)

Insgesamt erhalten wir aus (C.0.11)), (C.0.13]), (C.0.15)) und (C.0.17) folgende Darstellung, in der
nach Annahme |§| (p > K) die Rate von By bzw. B3 oder B, dominiert:

A; = E(|EHE"||?) = By + Bz + By + By = O(p*K) + O(pK?) + O(p°’K) + O(p’K) = O(p*K).

Dieses Resultat nutzen wir auch fiir die Abschitzung des zweiten Ausdrucks, denn da H idem-
potent ist, erhalten wir mit (B.2.4)) wieder den Ausdruck A;:

Ay = E(|EH11"HE"|?) < E(|HE"EH|]?|117 ||*) = E(|EHHE" |*|| 117 ?),
= E(|EHE” |*)n? = O(n*p’K).

Damit folgt in der Gesamtabschéatzung fiir beide Summanden die gleiche Rate und insgesamt fiir

(1C.0.6)):

2 2
(n— 1)2V41 + n?(n —1)2

1 2 275\ _ —2 2
nQ(n_l)ZO(npK)fO(n pK).

E(tr{[C,cov(f)CL]?}) = As

= o 1)QO(pQK) +

Nun beweisen wir die zweite Aussage des Lemmas. Mithilfe von (2.2.5)), (2.2.8)) und (C.0.6]) folgt

E(||Cneov(f)Cyls;,) < ]*1)||§3;1||§*E(||Cn06V(f)CrTLH2)
- %O(l)O(n_QpQK) — O(n~2pK).
[
Lemma C.0.5 Fir die Faktoren £ gelten unter der Annahme|[q folgende Aussagen
B(J]*) = O(K?) (C.0.18)
und
E(|XTX|?) = O(n*K?). (C.0.19)
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Beweis. Mit der Jensenungleichung gilt

E(I£1Y) = E([lI£1%? Zf2 ) < KZ 2< KZE (fh
und daraus folgt

E(|f]*) = O(K?).
Weiter gilt mit der unabhéngig identisch verteilten Faktoren

E(|X]|]?) = E(tr{XXT}) = tr{foT} —nZE K). (C.0.20)

Daraus folgt insbesondere

E(IXTX[P)E(X[") = O(n*K?).

U
Lemma C.0.6 Unter den Annahmen[] - [6 und[§ gilt
E(||B,cov(f)CT + C,cov(f)BY||?) = O(n 1p*K) (C.0.21)
und
E(||Bncov(F)C) + Cheov(f)BL (|3, ) = O(n™ ' K). (C.0.22)

Beweis. Fiir diesen Beweis betrachten wir wieder den abzuschitzenden Ausdruck als Produkt.
Zunéchst vereinfachen wir ihn durch Anwendung der Cauchy—Schwarz-Ungleichung zu

E(||B,cov(f)CL + C,cov(F)BL||?) = E(tr{[B,cov(f)CL + C,cov(f)BL]?})
< 2B (tr{[B,,cov(f)CL)? + [C,cov(f)BL]?}) 5 4E(tr{[B,cov(f)CT]?}).
Mithilfe der Darstellungen (2.1.3) und (2.2.9)) vereinfachen wir diesen Ausdruck weiter und teilen

ihn mithilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung in zwei Summanden auf, fiir die wir identische
Konvergenzraten herleiten:

E(tr{[Bncov(f)CI?1) = E(tr{[Bn(ﬁXXT - ﬁXﬂﬂTXT)(XXT)”XET]Q})
— E(tr{[LanxT(XXT)*XET — ﬁBnX]l]lTXT(XXT)*IXET]z})

B(tr{[—B,XE" - ﬁBnXMTHET]Q})
[B,XE']? +

< 2B(tr{ [B,X11"HE"]*})

-
n2(n —1)2

2
— = __FE(|B,X11THET|]?) =
W2 —1)2 (Il 1)

1
(n— 172
2

— T2
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Fiir die Abschétzung von A; betrachten wir zunéchst

el
E(E"EX)=E D (e, ) X
T
87’7,
Yiagh - Xioi€agin
= : f X
Z?:l Ein€il ... le 612n
E(ed +...+e2,1X) 0 0
= 0 . . O = tr{zo} . In7 (C.023)
0 0 E(5%71+...+5§n|X)

da

tr{Xo} = E(e3|f) + ...+ E(c}|f).

Fiir die Kovarianzmatrix der Fehler gilt mithilfe der Jensenungleichung

B([tr{%0}]?) ZE 017 = EQ Y E(EINEEGIL))

i=1 j=1
B p 2 P p 2 )
=Y E(EED)) + )Y E(E(Ef)EEE])
i=1 i=1 j=1
J#i
p p p
<Y E@EH+Y Y EEHEE)
i=1 i=1 j=1
j#i

Mit Annahme [2] folgt

E([tr{20}]*) = O(p) + O(p*) = O(p*).
Dann folgt auch die stochastische Konvergenz mit der Rate
tr{Zo} = Op(p). (C.0.24)

Neben der Rate fiir die Fehlerkovarianzmatrix folgt die Konvergenzrate von .4; aus den Faktoren
in der Darstellung (C.0.19)) und der Matrix der Faktorladungen. Durch Anwendung der iterierten
Erwartung zeigen wir folgende Abschétzung

A, = E(|B,XE"|]?) = E(tr{B,XETEX"B!}) = F(E(tr{B,XE"EX"BT}|X))

= E(tr{B,,XE(ETEX)X"B” =  E@r{B,Xtr{3,},X"B”
(tr{ ( 1X) n}) (tr{ {3} nh)

= tr{Z} E(tr{B, XX Bg}) < tr{Z}|B; B[ E(|XX"]),

wegen der Symmetrie von XX7 kénnen wir diesen Ausdruck umschreiben und mit der Cauchy—
Schwarz-Ungleichung abschéitzen

Ay < 0r{Zo}IBEB,JIE(|XTX]) < tr{S0}|BY B, [[B(IX" X)) 2.

XXIII



C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Mit (C.0.24)), (C.0.19) und (C.0.3)) erhalten wir die Rate

A = O(p)O(p)O(nK) = O(p*nK). (C.0.25)
Fiir die Abschétzung von Ay bendtigen wir Raten fiir die Fehlerkovarianzmatrix, die Hutmatrix,

die Matrix der Faktorladungen und die Faktoren in Darstellung (C.0.19)). Damit kénnen wir nun
As durch Anwendung der iterierten Erwartung schreiben als

Ay = E(|B,X11THE"|?) = E(tr{B, X11THETEH11TX"B}),
= E(E(tr{B,X11THETEH117XTBT}|X))
= E(tr{B,X11"HEETE|X)H117X"BT})

= Br{B,X11THtr {0} I, HI1T X BL}) = tr{Zo} B(tr{B, X11"HH117X"B!}),
(C.0.23)

da H idempotent ist und mit (B.2.4)), (B.2.5) und der Cauchy—Schwarz-Ungleichung folgt

Ay = {3} E(tr{B, X11TH11T"X"BT}) < tr{Z} E(|BE B, ||| XTX|||H| s/ 117 117))

IA

1
tr{Zo} B By || [H| s 117 117 [[E(XTX[*)]=.

Mit (C.0.24)), (C.0.3), (B.5.2) und (C.0.19) gilt dann
Ay = O(p)O(p)O(1)n*0O(nK) = O(n*p*K). (C.0.26)

Nun betrachten wir die Gesamtabschétzung und setzen die Resultate aus (C.0.25)) und (C.0.26])
ein

2 2 2 2
(n— 1)2“41 2= 1)2“42 T (n—1)2 n2(n — 1)

die Behauptung (C.0.21)) folgt, da beide Summanden die gleiche Rate liefern.
Fiir den Ausdruck aus (C.0.22) gilt analog zum ersten Teil des Beweises die Aufteilung

)

O(np°K) + O(n*p’K) = O(n 'p’K),

E(||Bcov(f)CL + Creov(f)BL|3%,) < 4E(||B,cov(f)CY |

1 1
<8[—— E(|B,XX"CT| 3 ———— E(|B,X11"X"C] [|3
78[(’/’1,—1)2 (” nHEn)—’_nQ(n_l)g (” n”En)]
8 g+ % 3 (C.0.27)
T n—127 T 2 =127 e
Fiir die Abschétzung von By betrachten wir zunéchst
el\ ((ZHu o (BN
EETSIEX)=FE : : : (e1 ... &)X
n (D o (B
S ren(E ey o X o eni(Br ) igeng
- : - z X
HEDDANEN10 g FET IR DAY DR 0 ey P
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

L EE X)) (20 0. 0
_ : — (S8} -1, da (C.0.28)
0 E(e Z|X
(= H ... 51|f 0
tr{E 13} = tr .
B (S5 B
(B OnEEHE) . (BLnE 2|f
=tr : : > B
(D EERE) . (B0 EEl) =t

Durch Einsetzen von vereinfacht sich die Darstellung von By, wie die folgende Rechnung
zeigt. Die Konvergenzrate leiten wir dann im Wesentlichen aus der Rate fiir die Inverse der
Kovarianzmatrix des Portfolios und der Annahme an die vierten Momente der Faktoren her.
Durch Einsetzen von und Anwendung der iterierten Erwartung erhalten wir

1 _1 _1
By = E(|B,XX"C]|3;,) = ];E(IIEn *B,XX"ClE. 2 %),

 E(tr{=, B, XXT(XXT) ' XET £ ' EXT (XX7) XX B!, 1)

1 1 1
—E(tr{%,’B,XE"S'EX"BTY, ?}) = —E(tr{XETZ'EX"BIx 1B, }),
p

1
Etr{XE'S 'EX'BIx® 'B,}|X)) = ~E(tr{XEETZ'E[X)X"BTx 'B,})
p

1 _ _

o p B(tr{Xtr{3, '3} I, X"BIx'B,}) = ftr{En120}E(tr{XXTBz:En1Bn})

< ftr oI B {XXT)BI = !B, —tr{Z 13} IBIZ'B,.||s E(||X||?
E59 7 { o} E(tr{ ol IIS—p { ol s E([X]7)

(C.0.29)

Mit und den Annahmen |1 I und I 2| folgt tr{XeX,!} = tr{Z10(1)} = O(p) und mit

‘D und (C.0.5) folgt dann
1
By = 0(@)OnK)O(1) = O(nK). (C.0.30)

Analog setzen wir bei Bz die Darstellungen (2.2.9) und (2.1.5) ein und wenden die iterierte
Erwartung an. Dann folgt

1. 1 s
B, = (B X117X"CT |, ) = B2 B, X1 X O ?)
1 1 1
= B(r{S :B, X117XT(XXT) ' XET £ EXT(XXT)"'X117XTBIS, * ),
1
= —Et{X11"HE'Z'EH11"X"BI % 'B,})
p

1
= -—EBEE@{X11THE'S'EH11"X"B!®, !B, }1|X))
p
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

1
= —EWt{X11THEE'S'EX)H11"X"B!x 'B,})
p
1
= ~E@r{X117Htr {2, 'Zo},H11"X"BI® 'B,})
€339 p
1
= {3 ' Etr{X11THH11"X"BT® 1B, }).
p

Da H idempotent ist, erhalten wir durch Anwendung von (B.2.6)) und mit (B.2.4]), (B.2.3) und
(B.2.5) die Darstellung

B

IN

1
—tr {12 HIBIS B, || s E(tr{X11TH117XT}),
p

IN

1 -
;tr{EZTo}E(IIXTXII)IIMTH2||H||s||1352nanlls~

Mit (2.3.9), Annahme 2} (C.0.19), (B.5.2)) und (C.0.5)) erhalten wir dann die Rate

1
By = ;O(p)O(nK)nZO(l)O(l) = 0(n’K). (C.0.31)
Fiir die Gesamtabschéitzung von (C.0.27) nutzen wir (C.0.30) und (C.0.31):
S B+ B _OmK)+—— _OW*K) = O 'K), (C.0.32)
m—12"" " n2n—-12 7> (n—1)2 n2(n —1)2 - ’ o
das Resultat (C.0.22)) folgt, da beide Summanden die gleiche Konvergenzrate liefern. 0]

Aus diesem Beweis kénnen wir direkt den Ausdruck B,XET aus der Darstellung (2.2.14)) ab-
schétzen.

Korollar C.0.7 Unter den Annahmen[1] - [0 und[§ gelten die Aussagen
E(|B.XE"|?) = O(p*nK) (C.0.33)
und
E(|B,XE"|%,) = O(nK). (C.0.34)

Beweis. Der erste Ausdruck (C.0.33) entspricht A; aus dem Beweis von Lemma Nach

(C-0.25) gilt
E(|B,XE"|?) = O(p*nK).

Fiir den zweiten Ausdruck (C.0.34]) betrachten wir erneut B; aus (C.0.27) und setzen (2.2.9)) ein:
E(|B.XX"C[%,) = E(|B.XX"(XX")'XE"|§) = E(|B.XE"[).
Die Abschétzung ((C.0.30)) liefert daher schon die Aussage

E(|B,XE"[|3;,) = O(nK).

XXVI



C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Weiterhin kénnen wir mit den Abschétzungen aus den bisher gefiihrten Beweisen den Ausdruck
BX117E” abschitzen.

Korollar C.0.8 Unter den Annahmen[]] - [¢] und[§ gelten folgende Aussagen
E(IB, X11TET||?) = O(n®*p*K) (C.0.35)

und

E(|B,X11"E" |} ) = O(n’K). (C.0.36)
Beweis. Wir schreiben den ersten Ausdruck mithilfe der iterierten Erwartung in der Darstellung
E(|B, X117ET||?) = BE(tr{B, X11TETE117X"BT})
= BE(BE(tr{B,X11"ETE11"X"B?}|X)) = E(tr{B, X117 E(ETE|X)11"X"B”}).
Nach und mit gilt weiter
E(|B, X11TET||?) = B(tr{B, X117 tr{Z}1, 117 X" BT}) = tr{Zo} B(tr{B, X117117X"BT})
< tr{So}E(|B;, B, || X X[ 127 117)

und mithilfe der Abschétzungen (C.0.19)), (C.0.24) und (C.0.3) folgt das Resultat

E(|B,X11TE"|*) = O(p)O(p)O(nK)n® = O(n’p*K).
Fiir den zweiten Ausdruck folgt mit der iterierten Erwartung und (C.0.28))

B(IB,X117E"|,) = - B(|% B, X117B 5, )
- %E(tr{XMTETE;1EMTXTB§2;%zﬁBn})
= %E(E(tr{X]l]lTETE,_LlE]l]lTXTBZE;an}|X))
= %E(tr{X]l]lTE(ETE;1E\X)]1]1TXTBZE;1BH})
= %E(tr{XMTtr{zglEO}IHMTXTBzz,;an})

1
= ~tr{Z 'S} E(tr{X11T 11" X" BI = 'B,,}).
p

Dann fiihrt eine Anwendung von (B.2.6), (B.2.3) und (B.2.4) zu folgender Darstellung

1
E(|B,X11TE"|[3; ) < Etr{zilﬁo}E(IIXTXII)IIMTMTHIIBzﬁian\ls-

Mit folgt
tr{[Zo2, 1%} = tr{{0()=;1°} < O)Z1* = Olp)

und mit den Abschétzungen (C.0.19) und (C.0.4)) folgt das Resultat

B([B,XILTE" },) = S 0()O(nK)w*0(1) = O’ K).
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Lemma C.0.9 Fir den Schdtzfehler der Kovarianzmatriz der Fehler in der Darstellung des
Faktormodells gelten unter den Annahmen/[]] - [6 und[§ folgende Aussagen

E(|Fa]?) = O(n~'p) + O(n~2pk?) (C.0.37)

und
E(|F,]%,) =0(m ) +0(n2K?). (C.0.38)
Beweis. Wir beginnen mit der ersten Aussage . Durch Einsetzen der Definition

und Anwendung der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir
2 1 T 2
E(|[Fx|*) = (tr{F }) = E(tr{{, o ~E(I, ~HE" - *})
1
= E(tr{[ I,ocEE” — ) - -1, o EHE”]?})
n
1
< 2E(tr{[ I, 0o EET — %)% + [~I, c EHET]?})
n
2 2
= E(tr{[ﬁlp oEET — 30)?}) + 3 E(r{{I, EHET]?}) =: 24, + e,

Die Rate fiir den ersten Ausdruck 4; folgt direkt aus der Annahme an die gleichméfig beschrénk-
ten vierten Momente der Fehler durch folgende Umformung

A = (tr{[ 1, 0 BET — 5)2}) = E(tr{[diag( %Z E(E2]E)), %Z B(2[5))2})
B(tr{[- Zdlag E(e3]f),. .. e, — E(ep]D))*})
= EZZE(tr{diag(sfl fE(sﬂf),...,Efpr(sﬂf))diag(s E(£3f), . 317 (512)|f))})

Da die Fehler unkorreliert und insbesondere unabhéngig identisch verteilt sind, fallen alle Sum-
manden, bei denen ¢ # j ist weg und es folgt

1 & .
A= 5 > E(tr{[diag(e}, — E(E3lf), .., €5, — E(ep]f))]})
i=1
: 2 2 2 2 2 1 . 2
—E(tr{[diag(ey, — E(e1[f),..., e1, — Blep|f)I°}) = — Etr{[diag(eqy, .- .e1,) — o)’}
fE(tr{[diag(z-:?l, e ,5%1,)]2 — diag(sfl, . ,5%)20 — Eodiag(sfl, e ,Elp) +32 b
. 1 . .
= — B(tr{[diag(¢?,,. .. 75%1,)]2}) — ﬁtr{E(dlaug(sf17 . ,Elp))Eo — X0 E(diag(e?,,. .. ,Elp)) + 32 5t
Durch Anwendung der iterierten Erwartung gilt

E(diag(c?, ... ,e1,)) = E(E(diag(cT, . .., €1,)|f)) = E(Zo)

und daher folgt weiter mit Annahme 2]

Ar = Sar{B((diag(eh, o2} - (SR < S ST BEL) =0 ). (C039)
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Die Abschétzung von A, erfolgt analog zum Beweis von Lemma Die Rate wird dabei
durch die Eigenschaften der Spur der Hutmatrix nach und die gleichméfig beschréankten
vierten Momente der Fehler beeinflusst. Durch Einsetzen von erhalten wir durch eine
Anwendung der iterierten Erwartung

Ay = E(tr{[I, c EHE”]?})

n

= E(tr{z Z H;jdiag(eiiejn, - - -, €ipEip Z

M=

Hydiag(exi€ms - - - ErpEip) })

i=1 j=1 k=1 1=1
n n n n
E(tr{z Z H;jdiag(eiejn, - -, €ipEjp) Z Z Hydiag(egien, - - - €kpeip) HX)).
i=1 j=1 k=1 i=1

Analog zu (C.0.9) folgt wegen E(g|f) = 0 weiter

Az = B(te{)_ HAE([diag(e}, -, €5,)]°[X)})

i=1

B(tr{) Y HiHj;B(diag(c},,. .., e},)diag(e3,, ..., €3,)[X)})
i=1 j=1
J#i

E(tr{z Z H%E([diag(gilfjla e 7Eip8jp)]2|X)})

i=1 j=1
A

E(tr{z Z H;jHj, E(diag(eiejn, - . -, €ipejp)diag(ejicin, - - ., €jp€ip) | X) })
i=1 j=1
i

=: By + By + Bs + Bs.

Fiir den ersten Ausdruck B, gilt wegen der unabhéngig identisch verteilten Fehlerterme und mit
(C.0.10)

B = E(nr{)_ HiE(|diag(ch. ..., )YIX)}) = E(te{)_ HEE([diag(efy, -, 7,))*1X)})

i=1 =1

< KE(tr{E([diag(a%l, . ,afp)]2|X)}) = KE(tlr{diag(Eéll17 ... ,E‘llp)}).
Mit Annahme 2 folgt dann die Abschitzung
P
By < K» E(e}) = O(pK). (C.0.40)
i=1

Fiir den zweiten Ausdruck B, folgt wegen der unabhéngig identisch verteilten Fehlerterme und

[Co12)

= E(tr{> > HyH;;E(diag(c}, ..., e})diag(e3, ..., £3,)[X)})
=1 j=1
JA
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= E(tr{z Z HiiHjjE(diag(s?17 ... ,E%p)|X)E(diag(£%1, .. ,Efp)\X)})

i=1 j=1
i
P
< K?E(tr{E(diag(el,, .., ¢1,)|X) E(diag (et ... e7,)|X)}) = K* ) [B(e])]*.
i=1
Nach Annahme [2] folgt dann
By = O(pK?). (C.0.41)

Sei 1 eine unabhéngige Ausprigung von €. Dann gilt fiir den dritten Ausdruck Bs wegen der
unabhéingig identisch verteilten Fehlerterme und mit ((C.0.14))

= E(t{)_ Y H}E(diag(enc, .- ., cipejp)*1X)})
i=1 j=1
e

= E(tr{z Z H}E([diag(e11ma, - - - e1pm1p)° 1X) })

i=1 j=1
i
P
< KE(tr{ E([diag(e11m1, -, e1,mp)*[X)}) = K Y E(e3,) E(7,)-
i=1
Mit Annahme [2] folgt dann die Rate
Bs = O(pK). (C.0.42)

Fiir den letzten Ausdruck By gilt wegen der unabhingig identisch verteilten Fehlerterme und
(1C.0.16))

64 = E(tr{z Z HinjiE(diag(eﬂejl, N ,sipejp)diag(sjlsﬂ, N ;5jp5ip)‘x)})

21]1

n n

tr{z Z H H E dlag(ellnll, . ,Elpnlp)diag(mlell, . ,7’]1p€1p)|X)})

i=1 j=1
i
S KE(tr{E(diag(enml, e ,slpnlp)diag(mlen, . ,n1p€1p)|X)}).
Wegen der Diagonalstruktur der Matrizen und mit Annahme [2| erhalten wir

84 S KE(tr{diag(en, e ,slp)diag(en, .. slp)diag(ml, e ,nlp)diag(nn, ey 771;,)})

= Ktr{[diag(E(e},), ..., E(c1,)) }_KZ (€2))? = O(pK). (C.0.43)

Fiir A; gilt dann nach (C.0.40)), (C.0.41)), (C.0.42) und (C.0.43) die Dominanz des zweiten Sum-
manden Bs:

As = E(tr{[I, o EHE"]?}) = O(pK) + O(pK?) + O(pK) + O(pK) = O(pK?) (C.0.44)
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

und insgesamt folgt mithilfe der Abschétzungen aus (C.0.39) und (C.0.44) fiir (C.0.37))

2
E(|[Fa[?) < 241 + 542 = O(n”'p) + O(n~?pK?).

Fiir den zweiten Teil des Beweises nutzen wir ([2.2.5):

E(|F.3,) < })nz ||SE(||FnH>-;

=0(n ") +0(n2K?).

((O(n~"p) + O(n~?pK?))

U

Lemma C.0.10 Fiir die Stichprobenkovarianzmatriz der Fehlerterme gelten unter den Annah-
men 1] - [0 und[§ folgende Aussagen

E(|Gn|*) = O(n™'p?) (C.0.45)
und

E(|Gnl%,) = O(n~'p). (C.0.46)

Beweis. Die Fehler sind nach Annahme [8| unabhéngig identisch verteilt. Aufferdem besitzen die
Komponenten von € nach Annahme [2| gleichméfig beschrinkte vierte Momente. Daher folgt die

erste Aussage mit Lemma
Fiir den Beweis des zweiten Teils ((C.0.46)) nutzen wir wieder und -

1o 1 _ _
E(IIGnllzzn)SZ;\\EnlII%E(IIGnIIQ):50(1)0(71 'p?) =0(n""p).

U

Lemma C.0.11 Fir den Kleinste Quadrate Schétzer fir die Matriz der Faktorladungen gilt
unter den Annahmen|[3, [0, [3 und[§:

E(|B, — B,|?) = Op(n~'pK). (C.0.47)

Beweis. Fiir den Beweis betrachten wir den Schétzfehler in der Darstellung von (2.2.9) und
nutzen die Ungleichung (B.2.5|)

E(|B, - B,|?) = E(JEXT(XX")"|?) = E(te{EX"(XX") " (XX")'XET})

= B(tr{(XXT)'XETEX” (XXT)™'}) = B(E(tr{(XXT) ' XETEXT (XXT)~1}|X))
= B(tr{( XX ' XEETE|X)XT(XXT)™1}) = tr{Zo} E(tr{ (XXT) I XXT(XXT) "1}
= tr{Zo } B (tr{(XX1)™1)

Mit dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen gilt

1 1 — P
EXXT == S R = B(AT)

i=1
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und daher auch die Konvergenz
M XXT) Lo A (BET)).
Fiir die Kovarianzmatrix der Faktoren gilt
cov(f) = E(ffT) — E(f)E(fT) < B(f7T)
und mit Annahme [3| folgt
c1 < A (cov(F)) < Ax (E(fFT)).

Daher erhalten wir

1

ICXXT) s = [n(XXT) s = O(1).

Und nach (B.1.8)) erhalten wir

K
E@r{(XXT) 7'} = EQ_ M((XXT) ™)) < KM((XXT) ™) = O(n ' K).

i=1
Dann gilt mit (C.0.23))
E(|B, —B,[*) = O(n" 'pK).
]

Lemma C.0.12 Unter den Annahmen/[]] - [6 und[§ gelten fir die Inverse der Kovarianzmatriz
der Fehlerterme die folgenden Konvergenzraten

IZ5! = 5| = Op(n~2p?) + Op(n~'p* K) (C.0.48)
und
15 = Op(p?). (C.0.49)
Beweis. Fiir diesen Beweis nutzen wir die Notation 3¢ = diag(d1,...,0,) und Xy = diag(o1,...,0,).

Aus Lemma [C.0.9] kennen wir bereits die Rate
20 = 0|l = Op(n~2p?) + Op(n 'p?K).

Wegen der Diagonalstruktur der Matrizen kénnen wir schreiben

SRR P S NS IS VIR VR N SEOF
I3 =2 = diag (- = oo - a,,)”_[;(m )]
P 0’1—622% ~ \2 1 %
= [ Gi0; 71T = [ = o) &20-2] ’
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Nach Annahme [ sind die o; von Null weg beschrinkt und wegen der konsistenten Schétzung
nach Lemma folgt auch hier die Rate

151 = =51 = Op(n~2p%) + Op(n~ 'p2 K).

Mit diesem Resultat konnen wir direkt die zweite Aussage des Lemmas beweisen. Dazu betrachten
wir Annahme E|, nach der min;<;<, 0; > ¢; gilt. Dann folgt auch

1351 = (3 50" < o oo 5]

ok
=1 "t

=
NI
Wl

= Op(p?).

Damit konnen wir folgende Abschétzung vornehmen
1= =131 =25 + S5 < 125 = =+ 155l
= Op(n_%p%) + Op(n_lp%K) + Op(p%).

Unter der Annahme, dass die Anzahl der Faktoren kleiner ist als die Stichprobengrofe folgt

135571 = Op(p?).

Lemma C.0.13 Unter den Annahmen([]] - [f und[§ gelten folgende Konvergenzraten
185" = S5 Baleov() ™ + BIS; B 'BIS; | = Op(n~¥p) + Op(n~'pk)
und
13 Buleov(f) ™ + BI S0 B, BL(E" - 25 1) = Op(n”2p?) + Op(n~'p2 K).

Beweis. Wir beginnen mit der ersten Aussage. Dazu teilen wir den Ausdruck mithilfe von (B.2.3))
und (B.2.5)) in drei Faktoren auf

(35" = 25" )Buleov(f) ! + BES'B, | ' BIS |

= [(£5" - 55848, *Buleov(f) ! + BIS; B, BT, T8
S—1 SN IS TSR (A 1, AT -1y 1-1R_RT$ 3
< (X" =X )X 2 X *Baleov(f) ™ + B, X5 B, B, X, * s
=: Al.AQ.Ag.
Wir beginnen mit der Betrachtung von As. Nach ((C.0.49)) gilt
&1 &S—2711 TNy o1y 1h 1
HEO H = [tr{zo HQ = [Z(EO )21(20 )11]2 = Op(pz),
i=1
Wworaus
A1 1471 p &1 1 1
As = 1202 = [er{=g 1}z = [ D (3] * = Op(p2) (C.0.50)
i=1
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

folgt. Beim ersten Faktor A; gehen wir analog zum Beweis von Lemma vor. Nutzen wir
die dort eingefiihrte Notation, so folgt

Da 3 nach Lemma ein konsistenter Schétzer ist und nach Annahme [4] die Eintrige von
3 von Null weg beschrinkt sind, folgt mit dem analogen Argument zu Lemma [C.0.12] und der

Rate aus

Ay =O0p(n~7p?) + Op(n~'p?K). (C.0.51)
Fiir die Abschétzung von As nutzen wir die Darstellung von 2; I nach

o =35t - 3B5IB, [eov(f) Tt + BISSIB, T IBT S

Diesen Ausdruck schreiben wir um zu

L SN 1 ~ A L ~
=38 -8 =2

wobei nun auf der rechten Seite der Ausdruck steht, den wir in der Frobeniusnorm abschéitzen
wollen:

(851 - SH82 = S5 B, [eov(f) ! + BISTIB, | IBIS; ?

SIS 133 _ I -1%3 _ IR [eav(f)-l L RIS-IR 1-1RTS 2
=330 228 IE =3, 2B, eov(f) T + B B, Bl Y,
Ie-1st sy -1 BTSSR -IRTS

=1, >1, - 33132 =3, 2B, [cov(f) "t + BIS'B, ] 'BLY,

Wegen (B.4.2)) folgt daraus

_ SED (A ev—1 | AT IR 1—1RT$ 5 _
1=|Lls > |X, ?Bycov(f) " + B, 3, B, B, X, ?|s = As. (C.0.52)

Aus den Abschétzungen (C.0.51)), (C.0.50) und (C.0.52) folgt nun insgesamt:

(25 — =B, [eov(f) ' + BTﬁlngn]‘lﬁanﬁlng < A1 AsAs
= Op(p*)[Op(n~2p*) + Op(n~'p2 K)|L = Op(n~2p) + Op(n~'pK).
Fiir den zweiten Teil des Beweises schreiben wir analog zum ersten Teil
132,18, [cov(f) +B
= |25 2025 " By[co

TS BB - 55|
V()7 + B3 Bl 1BZ<25 el
< IS5 1%, ¥ 8, P Buleov(f) ! + BIS B B (85! - 27 %
und mit (B.2.5) und der Submultiplikativitdt der Spektralnorm schétzen wir ab durch

~ L1 A ~ ~ ~ A A 1 ~ A
<1135 M ls 1339 * Buleov(£) ™ + B3 B T BE,  [s[1(30 - 0S|
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

= B[Sy *Bucov(f) "t + BTS; 1B, 'BTS, ? | sBs.
Den zweiten Ausdruck haben wir bereits durch A3 < 1 abgeschétzt. Fiir 5; gilt nach
Bi = [|Z5 ! |ls = O(1). (C.0.53)

Fir den letzten Ausdruck B nutzen wir wieder den Beweis von Lemma und die dort
eingefiihrte Notation

R . p 52 1 P 1,1
B2 = (27 — 55 )%l = [ (00— 60 55" = [D (03— 63) ]

Da nach Annahme [4] die o; von Null weg beschrankt sind und nach Lemma ﬁ]g ein konsis-
tenter Schétzer ist folgt

By = Op(n~2p?) + Op(n~'p? K). (C.0.54)

Insgesamt folgt aus (C.0.52)), (C.0.53) und (C.0.54)

125 ' Balcov(f) ™ + BIXg "B, "B (S5 — 201
e ST < — 14 1IHTSN— 3
< B2, 2Byfeov(f) T + BIS B, B 2|58,
= Op()1[0p(n2p?) + Op(n~'p* K)] = Op(n~2p?) + Op(n~'p? K).

Lemma C.0.14 Unter den Annahmen[]] - [f und[§ gelten folgende Konvergenzraten:
IZ5 1 (B, — By,)[cov(f) "t + BIS; B, 'BIS; Y| = Op(n~pK?)
und
|25 " Buleov(f) ' + BIS; B, (BY — BI)Z; || = Op(n~ ipK?).
Beweis. Fiir die erste Aussage betrachten wir folgende Zerlegung:

H261(Bn - Bn)[C6V(f)_l + ﬁziaan]_IBrfESlll

< 125 By = By)[feov(H) " + BISG B, [BI S5 = ArAsAs.

Fiir den ersten Ausdruck A; gilt mit (B.2.5)), Annahme 4| und Lemma|C.0.11
125" (B = Bu)l| < 25 [5|Bn — Ball = 0()O(n~ #p* K*) = O(n2p=K*).  (C.055)

Wegen

gilt auch
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

und

leov(£) ™ +BrEg ' Ba] 7| < fleov()].

Dann kénnen wir Ay mithilfe der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren abschétzen:

R 1
Jeov(f)] = | —— XX - X117X" |

o
n(n—1)

1 1
xxT - ——  xX117X7?}]=.
n—1 n(n—1)

= [tr{]

Mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung folgt

1

m[xmﬂxﬁ?}ﬁ

leov(B)]] < [2tr{ 5 [(XXTP? +

1)
o XX ]

und mit (C.0.19) und (B.2.4)) folgt die Abschatzung

= X117XT|?) 5

2

e IXTX 211722 = Op(K). (C.0.56)

. 2
leov(B)] <1 IXXT|* + —

n?(n —1)2
Dann folgt fiir As:
As = ||[cov(f) ™t + BIS 1B, 7| < ||cov ()| = Op(K). (C.0.57)
Fiir Az gilt mit (B.2.5), (2.2.7), (2:2.3) und Lemma [C.0.1]]
Az = |BE= | < =5 1sIBY - BY +BY|| < O()(IIBY — B |l + B [))
— Op(n~2p?K3) 4+ Op(p?). (C.0.58)

Nehmen wir an, dass die Anzahl der Faktoren kleiner ist als die Stichprobengrofe, so folgt
Az = Op(p?)
Daher erhalten wir insgesamt:
155" By — Bu)lcov(f) ™" + BI3g " Ba] B || < ArAzAs
= Op(n~2p? K*)0p(K)O(p?) = Op(n~#pK?).
Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Zerlegung
155 " Bulcov(f) " + B35 Ba] (B - B)Zg |
I3 " Bullllcov(t) ™" + B =B, HIII(BY - By
=: By|[cov(f) ! + BIS; !B, 71| Be.

Die Abschétzung des zweiten Terms kennen wir bereits von A5 in (C.0.57)). Fiir den ersten Faktor
By gilt wegen (B.2.5)), Annahme [4] und (2:2.3)

Bi = |25 Bl < 130 |s]Ball = O(1)Op(p?) = Op(p?). (C.0.59)
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C. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

Fiir den dritten Faktor By gilt wegen ||(BT-BT)2!|| = |25 (B,,—By)|| wie in der Abschéitzung

von A;p in (C.0.55)
(C.0.60)

o'l =0 EpiKE).

By = ||(Bl - BI)x%;

Nach (C.0.59)), (C.0.57)) und (C.0.60) folgt dann die Behauptung;:
3,]7/(BY — BI)S;|| < BiOp(K)By

|25 B, [cov(f) "t + BT 1B, ]~
= 0p(p?)Op(K )OP(Tf%p% ) =Op(n~tpk?). (C.0.61)
[
Lemma C.0.15 Unter den Annahmen[d] bis[§ gilt folgende Konvergenzrate
15 " Bu([cov(f) ™ + BB, — [cov(f) ' + BS; "B, T)BIE |
=Op(n 2prK?).
Beweis. Wir nehmen folgende Aufteilung vor
125 " Bu([cov(£) ™ + B B, — [cov(f) ' + BIS; "B, T)BI S|
— [lfeov(£)"! + BIS;'B,] ! — [cov(f) " + BIE;'B,] ' BIE;?B, |
< leov(f)™t +BIETIB, ]! — [cov(f) "' + BIXS B, Y IBI2; 2B, |l (C.0.62)
B-23)
Fiir die Abschétzung des zweiten Ausdrucks betrachten wir
1B =5°B,| = By =525 "B, || IIBZE I3 Ball = B =512
und aus der Abschétzung ((C.0.59)) folgt daher
IBTS;2B,|| = Op(n). (C.0.63)
Zur Abschétzung des ersten Ausdrucks verwenden wir Formel ( mit A1 = [cov(f)~!
BI'S,'B,] und A; + A, := [cov(f) ! + BIZ; ' B,,]. Dann gilt A2 [cov(f) +BI3,'B ] -
[Cov(f)’1 +BT®;'B,,] und es folgt
[[cov(f)~! + BIS ' B, — [cov(f) ! + BIx,'B, ] (C.0.64)
leov(£)~" + BiEg 'Bu] — [cov(£) ™ + BIS, 'By]|ll[[cov(f) " + B, B %
~ 1= |llcov(f)~! + BIS; "B, [s|[cov(f)~! + BTGB, — [cov(f) ! + BEE; B, ]|
+ B, X;'B,]!|ls und nutzen dazu den minimalen Eigenwert

positiv semidefinit sind, gilt

Wir betrachten nun ||[cov(f)
von cov(f)~! + B, X, 'B,,. Da cov(f)~! und ;"
A (cov(f) ™+ B, 'B,) > A\g(BI2'B,,).

Sei v € RE der normierte Eigenvektor zum minimalen Eigenwert von BI¥;'B,,. Dann gilt

"BI's;'B,v=v'v - \x(BLZ;'B,) = \x(BLZ;'B,)
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Fiir die Betrachtung des minimalen Eigenwertes kénnen wir also die Darstellung vI B3 'B,v
nutzen. Da 35 ! symmetrisch ist, folgt mit (B.4.1)

vIBIZ B, v > )\, (2, )vIBIB,v
und mit dem gleichen Argument folgt

VIBIE; B, > A(Z5 )k (BIB VY = A, (55 )Axc(BIB,).
Mit den Annahmen [4] und [7] folgt fiir ein C' > 0

vIBIS'B,v>p-C.

Damit erhalten wir
[[cov(f) ' + B,y 'B,] s = 0. (C.0.65)

Die letzte Abschitzung, die fiir fehlt, ist die von [|cov(f)~' + BTS5 !B, — cov(f)~! —
BIX;'B,|. Dazu nutzen wir die Dreiecksungleichung und schétzen ||cov(f)~' — cov(f)~!|| und
IBTS;'B, — BTS;'B,,| jeweils einzeln ab.

Nach Annahme [3|ist die Kovarianzmatrix der Faktoren invertierbar mit ||cov(f)~!||s = O(1) und

nach Lemma [C.0.2] ist cov(f) ein konsistenter Schiitzer. Daher erhalten wir die Konvergenzrate
mit dem Ansatz (B.3.4) aus der Rate von Lemma

1D, llcov())~1 2
= K).
eov(®) 15D, ~ P )

(C.0.66)

Jedv(£) " = cov() | = [|(cov(f) + D)~ cov(f) 1] < 1

Weiter gilt mit der Darstellung , der Dreiecksungleichung und (B.2.4))
||B7{261Bn - anaanH =[|[(Bn + Cn)ﬁ:al(Bn +Cn) — anaan”
=B,y - ;1B + B2, 'C,, + C, 35 'B,, + C, 3, 1C, ||
<Bn(E5! = =g HBa| + 2By 'Coll + [|ChZ5  Cal|
<IBallI(Ze" = Sy OBl + 2IBall1Zg  HICall + IClIZG ICall-

Nun setzen wir (2.2.3)), (C.0.47) und das Resultat aus Lemma [C.0.12| ein und erhalten die Rate

3
2

IBYE5" By — BuXg "By = (Op(n~2p?) + Op(n~'p? K)) + Op(n~2p2 K2) + Op(n”'p? K)
= Op(n 2p>K?), (C.0.67)
da die vorletzte Rate dominiert, falls die Stichprobengrofe grofer ist als die Anzahl der Faktoren.
Aus (C.0.66|) und (C.0.67)) erhalten wir
[cov(f) ™t + BIE; B, — cov(f) ™! — BIS'B,,||

oo o N - L. (C.0.68)
< fleov() ™" — cov(f) M| + [BIS; B, — B, Sy Byl = Op(n” #pi K3).

Der Nenner in (C.0.64) konvergiert dann fiir n — oo gegen 1. Wir betrachten nun den Zéahler
und mit (C.0.65) und (C.0.67) gilt

lleov(£) ™" +BrEg ' Ba] — [cov(£) ™! + BI Sy ' By]llllfcov(f) ™! + B Sy Ba]
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= Op(n"2p*K*)0p(p™?) = Op(n”*p *K2).
Zusammen mit (C.0.63)) folgt in (C.0.62)
IS5 Bu(feov(f) ™ + BIST !B, — [cov(f) ™' + BIS; 1B, )BLS Y| = Op(n~ ipiKF).
L]
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Lemma D.0.16 Unter den Annahmen[9, [10 und[1]] gilt

K?logn

E(ID, %) = 0(=—

).

Beweis. Um die Aussage zu beweisen zeigen wir, dass fiir ein C' > 0 die Aussage E(||D,|?) <

2 2
C’% gilt. Dazu setzen wir a, := £1°8" Dann folgt

||Dn||2)
C-a,/’

1 2
SE(ID.]?) = a,B(

dabei handelt es sich um eine positive Zufallsvariable, daher kénnen wir schreiben

1 piip. 112 < (1D
= > .
gEUP- 1) “"/O (C’~an 2 5)ds

Wir zeigen nun, dass fiir eine Funktion f mit f(s) — 0, fiir s — oo gilt, dass

P('C]?”Jj >5) < f(s),

denn dann erhalten wir

* (Dl >
/o P(mzs)dsg/o f(s)ds < Cy

flir ein C7 > 0 und insgesamt gilt

1
FE(D, ) < a1

Anstelle von D,, nutzen wir im weiteren Beweis die alternative Darstellung
.1 r 1 T~T
D; = -XX" — S X11" X" — cov(f).
n n

Die Asymptotik, die wir fiir D}, herleiten, gilt dann auch fiir D,,.
Zunéchst schreiben wir

K K n n n
D;IP=>">" [% > kit — E(fufi) — (% ST > fie— B(f)E(fn))?

i=1 j=1 t=1 t=1
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K K n n
g; %Zfitfjt fllf]l T}g ; le (fjl)]2 (DOI)

< 2K7 | max anf]t E(fufi))”* +2K? max HQanZfﬁ E(fa)E(fn)]".

1<i,j<K

Diese beiden Summanden betrachten wir getrennt voneinander. Der Beweis basiert auf Annahme
[[1] den exponentiell abfallenden Tails der Verteilung der Faktoren.
Fiir s > 0 schreiben wir mit der Bonferroniungleichung

P(1§I2?§K|Zf”fjt E(firfin)| > sn) U {|Zfztf]t E(fifin)| > sn})

1<1,]<K t=1
2
< ;;P |fz;fztfjt lefj1)| >sn) < K 1<r£1§1§KP |Zfltfjt fnfﬂ)\ > sn).

(D.0.2)

Nach Annahme [11] existieren Konstanten r4,b; > 0, sodass fiir alle s >0 und i € {1,..., K}

P(|ful > s) < exp (- (i)m) <exp (1 - (i)rz)

gilt. Mit Lemma folgt dann, dass auch fiir das Produkt f f;¢, 7,7 € {1,..., K} Konstanten
r3, by > 0 existieren, sodass fiir alle s > 0

P(|fitfjt] > s) < exp (1 _ (é)m)
1

2
gilt. Wie im zugehorigen Beweis muss 0 < rg < 2% =572 erfiillt sein. Wir wahlen r3 = %rz und

setzen r; ' :=3ry ' + 7] ', wobei r; die Konstante aus Annahme [10] ist.
Mit Annahme [T1]ist dann r4 < 1 und wir kénnen Satz anwenden und erhalten damit eine

Bernsteinungleichung fiir die Summe unserer schwach abhéngigen, zentrierten Zufallsvariablen:

Es existieren Konstanten C1,...,C5 > 0, sodass fiir alle s > 0 gilt
max P|fo E(firf)| > sn) <nexp(— nsr4)+exp(7%)
1<6,j<K gt iJit Cy Co(1 +nCj3)
, - (D.0.3)
T4 —T4
+ exp ( — (ns) (ns) )) = Ay + Ay + As.

Cyn P Cs(log(ns))rs

Nun betrachten wir (D.0.2)) und (D.0.3) und setzen s := C14/ loi”.

) ) (nTCy/ B2
K%A, = K?nexp(———""—)
Co
T4 "
= K?nexp(———n7 7"[logn] 7)
Cs
T4 T, T, T4 T T,
= KQnexp(fC n? (7" — 1)[logn] 7 — ¢ n’? [logn]?)
CQ C’2
T r LI .
= K°n exp(—c n'? [logn]? ) exp(— ¢ (7™ —1)[logn] )

Cy

XLI
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_racra Ccm or 4
= Kl e e exp(— e n? (7" — 1)[logn] 7 ),
2

fiir grofse Werte von n und C folgt dann

K2A1 S C/fl(T)7

mit f1(7) - 0, 7 — oo und 7 > 1.
Fiir den zweiten Ausdruck gilt

n2C?%r2logn C?7%logn
K?A; = K?ex —_—— K?ex
2 p(- n02(1+n03)) p(= Co(L T 0y
C?logn C?(r%2 —1)logn
= K? - o —
eXp( 02(% + Cg))exp( CQ(% + 03) )
2
_ K2y Gl eXP(—M%
Cz(g +Cs)
fiir grofse Werte von C' folgt
K2A2 S C/f2(7)7
mit fa(7) = 0, 7 — oo und 7 > 1.
Fiir den letzten Ausdruck schreiben wir
22,2 rq(1—r4)
K2A; = K exp(fn C ;'Clognexp — (iz)C’T\/logn) )
et n= 7 Cs[log(nCry /1282 )]
2] 1 ra(1—ry)
— KZexp(— C Cogn exp (nCT\/ ogn) )
4 nr C%[log(nCn/ logn yjry
C?(r? —1)logn o (nCT\/logn)”(l_”)
X

~exp(— e )
Ca n C’5[log(nC’T\/ t)]ra

und fiir grofse Werte von C' und n erhalten wir

K2A3 S leB(T)v
mit f3(7) — 0, 7 — oo und 7 > 1. Nun betrachten wir den zweiten Summanden aus (D.0.1).

 dnax |% Z fit z;fjt — E(fa)E(fj)]?

_1<r£1§l<K|(1tZ:fzt_ le Zf]t"'E le Zf]t—‘rE le Zf]t_ f]l

1
E(fin)~ ZW

wegen der Stationaritdt und Ergodizitdt der Faktoren gilt

3

1<7,,]<K Zfzt le Zf]t+E le ngt fﬂ
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Nach Annahme [2] sind die Erwartungswerte der Faktoren gleichméfig beschrankt und wegen
der Ergodizitit ist dann auch % >ory fjt beschrénkt. Fiir P(maxi<;<x |% Sory fie — E(fa)| >

CTty/ 10%) erhalten wir ein analoges Resultat zu den vorhergegangenen Rechnungen mithilfe von
Satz [A.3.2]
Insgesamt folgt dann mit (D.0.1)

P(|D,|* = Cray) < C'f(r)
fiir f(r) = 0, 7 — co. und damit auch die Behauptung. 0]
Korollar D.0.17 Unter den Annahmen[3 - [0 und[9 - [1]] gelten folgende Aussagen
E(|B,D,B;||*) = O(n™"[log n]p” K?)
und
E(|B,D,B[%,) = O(n '[lognlp™ ' K?).

Beweis. Wir konnen direkt den Beweis von Lemma anwenden und erhalten mit Lemma
[D.0.16| und (C.0.3))

E(|BnDyB|*) < |ByBa|*E(|Dy[?) = O(p*)O(n~" logn] K?) = O(n™[log n]p* K?).
Mit (C.0.4) und Lemma [D.0.16| erhalten wir die zweite Aussage

1 _ 1. _ _
E(|B.D.B,[%,) < ];E(IIDnIIQ)HBZEnanH% = ];0(71 Hllogn] K?)O(1) = O(n™ " [log nlp™ ' K?).

U

Bemerkung D.0.18 In den Beweisen der Lemmata [C.0.4] - [C.0.10] nutzen wir das Argument
der unabhéngigen Faktoren nicht. Die Resultate lassen sich direkt auf den Fall mit stationéren
Faktoren iibertragen.

Lemma D.0.19 Fir den Kleinste Quadrate Schitzer fir die Matriz der Faktorladungen gilt
unter den Annahmen (3 - [@ und[3:

E(|B, - B,|P) = O(n~'pK). (D.04)

Beweis. Wir betrachten die Konvergenz im quadratischen Mittel. Durch die Anwendung der
iterierten Erwartung erhalten wir

E(|B, - B,|]*) = E(JEX"(XX")!|*) = B(n{EX(XX") " (XX")'XE"})
= B(BE(tr{XETEXT(XXT)"1(XXT)"1}|X))
= E(tr{XE(ETEX)XT(XX") 1 (XXT)71}1X).
Analog zu folgt

E(|Bn — By,|)?) = tr{Zo} E(tr{XXT(XXT) "1 (XXT)™1}) = tr{ o } E(tr{ (XXT)71).
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Die Faktoren sind nach Annahme [J] stationér und ergodisch, daher gilt
Ixxr_1 Zn:ftftT L BT, n— oo,
n n

also insbesondere
)\K(%XXT) P Ak (B(ET)) > A (cov(F)).
Wegen Annahme [3] folgt dann
A (n(XXT)) = 0(1),
und
M((XXH)™ =0(m).

Insgesamt folgt dann mit (B.1.8))

K
Br{(XX") ) = B(Y M((XXT) 1) < KA ((XXT) ) = KO(n ™)

=1

und mit ((C.0.24)) R
E(|B, — Bn||2) = O(n_lpK).

U

Die Anderung der Konvergenzrate fiir die Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren wirkt sich
auch auf die Rate ihrer Inversen aus. Daher muss der Beweis von Lemma [C.0.15] angepasst
werden.

Lemma D.0.20 Unter den Annahmen[] -[7 und[g - [11] gilt folgende Konvergenzrate
125" Bu([cov(f) ' +BEST B, ]! — [cov(f) ' + BB, THBIS
= Op(n~3[logn]*p™'K) + Op(n~3pP K?).

Beweis. Wir nutzen den Beweis von Lemma, [C.0,15

Mit (C.0.62) betrachten wir
I35 Ba(eov() ™" + BRg B, ™! — [cov(f) ' + By Ba] B S
< [lleov(£)™! + BIS5 B,) ! — [cov(f) ' + BIZ; "B, |BIS; B[ (D.0.5)

Fiir den zweiten Faktor erhalten wir aus (C.0.63) das Resultat
IBL X5 *Bul = Op(p). (D.0.6)
Fiir den ersten Faktor aus (D.0.5)) kénnen wir mit (C.0.64) folgenden Ausdruck behandeln

[[cov(f)~ + BIS 1B, — [cov(f) ! + BIx;'B, ] (D.0.7)
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D. Herleitung der Konvergenzraten fiir Abschnitt

< Meov(f)~" + BI'S)'B,] — [cov(f)~! + 1—’)5536A113Jz]||HA[COV(f)_1 +BIX, 'Ba) 13
T 1= ||[cov(f)~L + BgEngn]*HSH[cév(f)_l + B%EO*IBn] — [cov(f)~1 + B,TLEngn]

|
Wir nutzen das Resultat aus (C.0.65))

[[cov(f) ™' + B, g 'B,] s = O(p~1). (D.0.8)

Fiir den verbleibenden Ausdruck |[cov(f)~! + BT3B, — cov(f)~! — BTX;'B,, || miissen wir
die verdnderte Rate der Stichprobenkovarianzmatrix der Faktoren beachten. Dafiir schreiben wir
mit dem Resultat aus Lemma [D.0.16]

D [ cov (£) 1%
= [leov(£) 5[ Dw|l

lcov(f)~ — cov(f)*1|| = ||(cov(f) + Dn)f1 —cov(f) 7| < .
= Op(n~?[logn]2 K).
Wir erhalten dann mit (C.0.67)

[cov(f) ™" + BIEG' B, —cov(f) ! = BL S 'B, |
< [lcov(£)™" = cov(f) Y| + |BIS; B, — B,S; 'B,|| = Op(n 7 [logn]?K) + Op(n~ 2p3 K?).

Wahrend der Nenner in fiir n — oo gegen 1 konvergiert, gilt mit (D.0.8)) fiir den Zéhler
lleov(£) ™ +BrEg ' Ba] — [cov(£) ™! + B Sy By]llllfcov(f) ™! + B Sy Ba]
= (Op(n~2[logn]> K) + Op(n~2p> K%))Op(p~?)
= Op(n 2[logn)2p 2K) + Op(n~2p 2 K?).
Zusammen mit erhalten wir das Resultat in (D.0.5|)
15 "B ([cov(f) ™ + BB, — [cov(f) ' + BSg "B, T)BI S|
= Op(n~2[logn]2p 'K) + Op(n 2p? K?).
[

Bemerkung D.0.21 Da wir in (D.0.4) die gleiche Rate fiir die Matrix der Faktorladungen
erhalten wie in (C.0.47) und der Beweis von Lemma nicht von Annahme [8|abhéingt, konnen
wir auch fiir den Fall stationiirer Faktoren die Raten der Lemmata [C.0.12] - [C.0.14] nutzen.
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