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1. Einleitung

Investoren konnen auf einen breiten Markt an Anlagemoglichkeiten zuriickgreifen. Jeder
rational denkende Investor mochte dabei diejenige Anlagestrategie wihlen, die ihm eine
moglichst hohe Rendite unter moglichst niedrigem Risiko verspricht. Die moderne Port-
foliotheorie beschéftigt sich mit der Frage, wie ein Investor sein Vermogen auf die am
Markt vorhandenen Assets verteilen muss, um das fiir ihn bestmogliche Portfolio zu er-
halten. Den Grundstein hierfiir legte Harry Markowitz 1952 mit seinem Artikel , Portfolio
Selection®. Darin quantifizierte er das Risiko eines Portfolios durch die Varianzen und Ko-
varianzen der Renditen der im Portfolio enthaltenen Assets und formulierte das ,Mean-
Variance-Optimierungsproblem“ mit den Prinzipien ,Maximiere zu gegebenem Risiko die
erwartete Rendite und ,,Minimiere zu gegebener erwarteter Rendite das Risiko®. Fiir seine
Portfoliotheorie wurde Markowitz 1990 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften
ausgezeichnet. Auf diese Theorie aufbauend gibt es inzwischen unzéhlige weiterfithrende
Arbeiten zur Weiterentwicklung der modernen Portfoliotheorie. Einen Uberblick iiber die
Entwicklung der modernen Portfoliotheorie liefern Elton und Gruber (1997).
Das Mean-Variance-Optimierungsproblem lésst sich folgendermafen formulieren:

min {WTZW} unter wlp=p,, w'l=1.
w

Hierbei seien w die Portfoliogewichte, mit denen die Assets in das Portfolio eingehen, und
und ¥ der Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix der Assetrenditen. Es soll also
das Risiko eines Portfolios minimiert und dabei die Nebenbedingung eingehalten werden,
dass eine bestimmte erwartete Zielrendite p, erreicht werden soll. Die Gewichte miissen sich
dabei zu eins summieren. Dieses Optimierungsproblem lésst sich unter bestimmten Bedin-
gungen in dquivalente Probleme umformen, was unter anderem Gegenstand dieser Arbeit
ist. Durch Lésen des Problems fiir verschiedene Werte fiir p, erhélt man Portfolios, die
fiir eine gegebene erwartete Zielrendite jeweils mit dem kleinstmoglichen Risiko verbunden
sind. Mit diesen Portfolios erhélt man deshalb die sogenannte Minimum-Varianz-Kurve.
Deren obere Hélfte wird von denjenigen Portfolios gebildet, welche die beiden Prinzipien
der Mean-Variance-Optimierung erfiillen. Solche Portfolios werden als effizient bezeichnet,
die obere Hilfte der Minimum-Varianz-Kurve heifst daher auch Effizienzkurve.

Markowitz geht in seiner Theorie davon aus, dass g und ¥ bekannt sind. Diese Para-
meter sind in der Praxis jedoch unbekannt. Damit Investoren anné&hernd effiziente Port-
folios konstruieren kénnen, muss das Mean-Variance-Optimierungsproblem mit geeigneten
Schétzern fiir g und ¥ gelost werden. In dieser Arbeit werden mehrere Moglichkeiten vorge-
stellt, um g und X zu schitzen. Aufgrund ihrer hdufigen Anwendung in der Praxis werden
zunidchst die empirischen Schétzer von g und 3 betrachtet. Da die geschétzte Effizienz-
kurve aufgrund von Schéatzfehlern von der wahren Kurve stark abweichen kann, werden
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ferner Ansétze vorgestellt, die das Schétzrisiko reduzieren sollen. Dazu zdhlen Multifak-
tormodelle, mit denen durch die Dimensionsreduktion der zu schétzenden Parameter die
Gefahr fiir Schétzfehler gesenkt wird. Des Weiteren soll mit der von Michaud (1989) vor-
geschlagenen Methode mittels Bootstrap die Verzerrung der Portfoliogewichte korrigiert
werden, die aus der Verwendung von Schétzern anstelle der wahren Parameter im Mean-
Variance-Optimierungsproblem resultiert. Die Kurve, die man auf diese Weise erhélt, ist als
resampled frontier bekannt. Aufserdem werden in dieser Arbeit Bayes-Schéitzer und andere
Shrinkage-Schétzer hergeleitet. Dabei bilden die Bayes-Schétzer fiir g und ¥ eine konvexe
Kombination aus den jeweiligen empirischen Schitzern und dem entsprechenden A-priori-
Erwartungswert. Der von Ledoit und Wolf (2003) entwickelte Shrinkage-Schéatzer fiir X ist
eine konvexe Kombination aus der empirischen Kovarianzmatrix und einer Single-Index-
Kovarianzmatrix, die man aus einem Einfaktor-Modell der Assetrenditen erhélt.

Da es sich bei den Schétzern von g und ¥ um Zufallsvariablen handelt, besitzt die ge-
schitzte Minimum-Varianz-Kurve eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, mit deren Hilfe sich
die Lage der geschétzten zur wahren Kurve untersuchen lasst. Aufgrund der haufigen Ver-
wendung der empirischen Schétzer in der Praxis wird in dieser Arbeit die Verteilung der
empirischen Minimum-Varianz-Kurve analysiert, die man durch Losen des Mean-Variance-
Optimierungsproblems mit den empirischen Schétzern von g und X erhélt. Dabei wird
unterschieden zwischen der in-sample Kurve, die man allein mit den empirischen Schéitzern
bestimmt, und der out-of-sample Kurve, die man erhalt, wenn man die erwartete Rendi-
te und das Risiko der mithilfe der geschitzten Parameter ermittelten Portfolios mit den
wahren Parametern berechnet.

Aufgrund der eingeschrinkten Zuléssigkeit von Leerverkdufen in der Praxis wird fer-
ner untersucht, wie sich ein Leerverkaufsverbot auf die jeweiligen Ergebnisse auswirkt. Um
Leerverkdufe auszuschliefsen, wird das Mean-Variance-Optimierungsproblem um die Neben-
bedingung w > 0 ergénzt.

Nach der Vorstellung der Grundlagen des Mean-Variance-Optimierungsproblems und der
Einfithrung von Effizienz- und Minimum-Varianz-Kurven werden in Kapitel 2 verschiedene
Formulierungen des Mean-Variance-Optimierungsproblems vorgestellt und Bedingungen,
unter denen diese Formulierungen dquivalent sind, hergeleitet. In Kapitel 3 werden die ver-
schiedenen Methoden zum Schétzen von g und X vorgestellt. Kapitel 4 beschéftigt sich
mit der Untersuchung der Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve fiir den
Fall, dass Leerverkiufe zulissig sind. Wéahrend den Kapiteln 2 und 3 die Arbeit von Lai,
Xing und Chen (2011) als Grundlage dient, basiert Kapitel 4 auf der Arbeit von Kan und
Smith (2008). In der Simulationsstudie in Kapitel 5 werden die hergeleiteten Ergebnisse
mit zum Teil historischen Daten veranschaulicht. Dabei wird zunéchst die Auswirkung ei-
ner Leerverkaufsbeschrankung auf die Effizienzkurve betrachtet. Des Weiteren werden die
verschiedenen Schitzmethoden aus Kapitel 3 miteinander verglichen und die Ergebnisse aus
Kapitel 4 empirisch tiberpriift. Die Schlussfolgerungen, die sich aus den Untersuchungen er-
geben, sowie weiterfiihrende Fragestellungen werden in Kapitel 6 vorgestellt. Im Anhang
sind Definitionen, Eigenschaften und Notationen zusammengefasst, die in der Arbeit ver-
wendet werden.



2. Portfoliotheorie nach Markowitz

2.1. Grundlagen

2.1.1. Risiko

Eine der ersten Definitionen von Risiko liefert Knight (1921), der Risiko als messbare Un-
sicherheit charakterisiert. Bezogen auf die Finanzwelt definiert Cool (1993) Risiko als den
absoluten Wert des erwarteten Verlusts, wohingegen Jorion (2000) mit Risiko die Volatilitét
der erwarteten Werte von Assets bezeichnet. Sharpe (1964) fand heraus, dass sich das Ge-
samtrisiko eines Assets bzw. eines Portfolios in ein systematisches und ein unsystematisches
Risiko aufteilen ldsst. Das systematische Risiko, auch Marktrisiko genannt, umfasst alle Ri-
siken, die von allgemeinen Marktbewegungen, wie zum Beispiel Aktienkurs-, Zins- oder
Wechselkursénderungen, ausgehen. Das unsystematische Risiko stammt von spezifischen
Einfliissen, die unabhingig vom Markt sind.

2.1.2. Risikodiversifikation

Durch die geeignete Verteilung des Vermdgens auf verschiedene riskante Assets lassen sich
Portfolios konstruieren, deren Risiko geringer ist als die gewichtete Summe der Risiken
der einzelnen Assets. Der Grund dafiir ist, dass man mit einer solchen Verteilungsstrate-
gie das Risiko breiter streuen kann. Wie stark sich das Risiko eines Portfolios reduzieren
lasst, hiangt von der Korrelation der in dem Portfolio enthaltenen Assets ab. Da alle As-
sets dem systematischen Risiko gleichermafien ausgesetzt sind, lasst sich allerdings nur das
unsystematische Risiko durch Diversifikation eliminieren. Die folgenden Uberlegungen zur
Risikodiversifikation orientieren sich an Kremer (2006-a).

Ein gebréauchliches Maf fiir das Risiko eines Portfolios ist die Varianz bzw. die Standard-
abweichung seiner Rendite. Betrachtet man ein Portfolio aus m riskanten Assets, ldsst sich
die Varianz der Portfoliorendite rpy schreiben als

m m
Var (rpy) = ZafVar (ri) + Z a;o;Cov (14,715) ,
i=1 ij=1,
i#]
wobei 7; die Rendite von Asset i bezeichne und «; € [0,1] der Anteil von Asset i am
Portfolio sei. Der Risikodiversifikationseffekt 1dsst sich leicht an einem Portfolio aus zwei
Assets zeigen, wobei sich die Ergebnisse induktiv auf Portfolios mit mehr als zwei Assets
erweitern lassen. Fiir ein Portfolio aus zwei Assets, A1 und Ao, gilt
Var(rpg) = o*Var(r)+ (1 - a)? Var (r9) 4+ 2a (1 — a) Cov (r1,75)
= (a0’ + (1 — @) 02)* 4+ 2a (1 — a) o102p,
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wobei « € [0, 1] der Anteil von A; am Portfolio sei, o7 und o9 die jeweilige Standardabwei-
chung der Renditen von A; und A, und p ihr Korrelationskoeffizient.

Falls p = 1 ist, also die Renditen der beiden Assets vollstdndig positiv miteinander
korreliert sind, gilt fiir opy = \/Var(rpy)

opr =ao1 + (1 — a)oa.

Das Risiko der Portfoliorendite ist dann also die Summe der Risiken der einzelnen Assets,
gewichtet mit ihrem jeweiligen Anteil am Portfolio. Das bedeutet, dass sich das Risiko bei
vollstandig positiver Korrelation der Renditen nicht reduzieren lasst.

Fiir den anderen Extremfall, ndmlich dass p = —1 ist, gilt
opr = Jaop —(1—a)oy|
= |=o2+ (o] + 02)|
B o9 —a (o] + 03), wenn 0 < o < 01‘:_202
—oy+ a(o1 +02), wenn 01‘1202 <a<l.

Mit a = o9/(01 + 02) ldsst sich bei perfekter negativer Korrelation der Assetrenditen die
Varianz der Portfoliorendite vollstdndig eliminieren. Dieser Fall wird in der Praxis aller-
dings niemals eintreten, da alle Assets dem von allgemeinen Marktbewegungen ausgehen-
den systematischen Risiko gleichermafsen ausgesetzt sind, sodass sich dieses Risiko durch
Kombination verschiedener Assets nicht reduzieren lésst.

Falls —1 < p < 1 ist, gilt fiir die Varianz der Portfoliorendite

0'12:;f = (@o)*+ (1 —a)o2)* +2a (1 —a)oro2p
= (ao1+(1—a)o)? —2a(1—a)oioy (1 —p).

Da 2a(1 — a)oio2(1 — p) fiir jeden Wert von p zwischen —1 und 1 positiv ist, folgt
opr < aoi + (1 —a)oa.

Das Risiko des Portfolios ist in diesem Fall also stets geringer als die gewichtete Summe der
Risiken der einzelnen Assets. Je stiarker die Renditen negativ korreliert sind, umso stérker
ist der Diversifikationseffekt.

Ist pq die erwartete Rendite von Ay, also p; = Efri], und po die erwartete Rendite von
Ag, so gilt fiir die erwartete Portfoliorendite

ppp = apr + (1 —a)us.

Die Risiko-Rendite-Kombinationen der Assets bzw. Portfolios lassen sich als Punkte in
einem (p,o0)-Diagramm darstellen. In einem solchen Diagramm wird die Standardabwei-
chung der Renditen auf der x-Achse und ihr Erwartungswert auf der y-Achse abgetragen.
Die Risiko-Rendite-Kombination eines Portfolios aus zwei Assets liegt auf einer Linie, die
die Risiko-Rendite-Kombinationen der beiden Assets miteinander verbindet. Die verschie-
denen Kombinationen auf dieser Verbindungslinie erhélt man durch die stetige Variation
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von « zwischen 0 und 1. Der Verlauf der Verbindungslinie hangt von der Korrelation der
beiden Assets ab. In Abbildung 2.1 ist dies fiir

Hn1 = 0.115, g1 = 0.074,
e = 0.322, o9 = 0.158

und verschiedene Werte fiir p exemplarisch dargestellt.

0.20 0.25 0.30 0.35
| | | |

erwartete Rendite

0.15
|

0.10
|

0.05
|

0.00
|

0.00 0.05 0.10 0.15

Risiko

Abbildung 2.1.: Risikodiversifikation in Abhéngigkeit der Korrelation zwischen zwei
Assets

2.1.3. Statistisches Modell fiir Assetpreise und Renditen

Bezeichnet man mit Pj;; den Wert eines Assets i im Zeitpunkt ¢ und hélt man eine Einheit
des Assets von t — 1 bis ¢, so erhélt man in ¢ die einfache Rendite

Py — P

Rit = )
Py

also die relative Wertdnderung des Assets von ¢ — 1 bis ¢. Haufig betrachtet man aber auch
die logarithmierten Renditen (log-Returns)

rit:ln< F ):ln(1+Rit). (2.1)
i,t—1

Je kiirzer eine Periode bzw. je kleiner die Wertédnderung des Assets innerhalb einer Periode,
umso genauer ist die Approximation

Tt Rit-
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Deswegen geniigt es, wenn im weiteren Verlauf von Renditen die Rede ist, nur die log-
Returns zu betrachten.

Ein gebrduchliches Modell fiir die stetige Wertentwicklung eines riskanten Assets i liefert
die geometrische Brownsche Bewegung. Sei

dPy

5 = bidt + o;dBY, (2.2)

wobei {Bt(i),t > 0} die Standard-Brownsche-Bewegung ist und 6; die Drift und o; die
Volatilitat des Preisprozesses sind; siche dazu z.B. Kremer (2006-b). Die eindeutige Losung
der stochastischen Differentialgleichung

APy = Py (6idt + oidB{" )
ist die geometrische Brownsche Bewegung:
P, = Poelti-to?)tteiB”

Setzt man diese in (2.1) ein, erhélt man

1 (#)

| Pioe(ei_ia?)t+gi3tl
ri¢ = log 1 @
_Pioe<9i—§0'%)(t—l)+0'i3t_1

= log (eeiég%gi (B17-5%) )

- %0? +0:(BY — BY).

Da fiir Inkremente Bs und By einer Brownschen Bewegung mit s < ¢ gilt, dass sie normal-
verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢t — s sind, gilt B,El) - sz_)l ~ N(0,1). Somit ist

rie = 0; — %O‘? + ai(Bt(i) — Bt(i)l) normalverteilt mit Erwartungswert
Elrgl=FE [Gi — %Uf +0; (Bt@ - Bt@1>] =0, — —0o;
und Varianz
Var (ryq) = Var <6’i - %0? + 0 (Bt(i) - Bfi)l)) = o Var <B§i) - B,fi,)l) = o2,

Nach Karlin und Taylor (1981) sind Py, P;1/P;0, Pi2/Pi1, - . . unabhéingig. Es gilt also unter
der Annahme (2.2) insgesamt, dass die log-Returns eines Assets unabhéngig und identisch
N(0; — 02 /2, 02)-verteilt sind.
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2.2. Mean-Variance-Optimierung

2.2.1. Modell

Mithilfe der Theorie der Mean-Variance-Optimierung von Markowitz lassen sich Portfolios
konstruieren, die aufgrund der Diversifikationseffekte ihrer Assets eine bestimmte erwartete
Rendite unter minimalem Risiko bzw. zu einem gegebenen Risiko die maximale erwartete
Rendite liefern. Dieser Theorie liegt ein Marktmodell zugrunde, in dem ein Investor die
Moglichkeit hat, in m riskante Assets zu investieren. Dabei investiert er sein vorhandenes
Vermogen im Zeitpunkt ¢ und hélt seine Position bis ¢ + 1. Es handelt sich also um ein Ein-
Perioden-Modell. Zudem wird vereinfachend angenommen, dass keine Transaktionskosten
erhoben werden und dass die Assets beliebig teilbar sind. Weiterhin seien

e r;; die Rendite von Asset ¢ zum Zeitpunkt ¢,
o y; = E[r;141] die erwartete Rendite von Asset ¢ in ¢ + 1,

e 3 = (0i;)ij=1,.,m die Kovarianzmatrix der Renditen mit o; ; = Cov(7;41,7j+1)
flir i # j und o4 = 01-2 = Var(ri++1) und

e w; das Portfoliogewicht von Asset .
Es sei ry = (r1¢,...,7m¢)! der Vektor der Renditen aller m Assets und g = (1, ..., ptn)”
der Vektor ihrer erwarteten Renditen. Die Portfoliogewichte werden in dem Vektor w =
(wi, ..., wm)" zusammengefasst. Da w; der relative Anteil von Asset i am Portfolio ist,
gilt S w; = 1. Weiterhin sei 1 = (1,...,1)T € R™ ein m-dimensionaler Vektor, dessen
Komponenten alle gleich 1 sind. Aufterdem werden mit

o Upf = w! p die erwartete Portfoliorendite und mit
. 0123 ;= w!¥w die Varianz der Portfoliorendite

bezeichnet.

2.2.2. Minimum-Varianz-Kurve und Effizienzkurve

Portfolios, die zu gegebener erwarteter Rendite das geringste Risiko aufweisen bzw. zu ge-
gebenem Risiko die hochste erwartete Rendite liefern, heifsen (u, 0)-effizient, im Folgenden
auch einfach als effizient bezeichnet. Tragt man die Risiko-Rendite-Kombinationen jedes
moglichen Portfolios in ein (i, 0)-Diagramm ein, erhélt man den sogenannten Opportuni-
tatsbereich; siche Kremer (2006-a). Dieser Bereich wird durch die Minimum- Varianz-Kurve
begrenzt, die die Form des rechten Asts einer Hyperbel annimmt (im Fall ohne Leerverkiufe
nur anndhernd); siehe Kan und Smith (2008). Abbildung 2.2 skizziert den Opportunitits-
bereich und die Minimum-Varianz-Kurve fiir sieben riskante Assets unter der Annahme,
dass Leerverkdufe unzuléssig sind. Auf die Ausprégung des rechten Randes des Opportuni-
tatsbereichs ist spater noch genauer einzugehen.
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Abbildung 2.2.: Opportunitétsbereich, Minimum-Varianz-Kurve (gestrichelte Linie) und
Effizienzkurve (farbige Linie) fiir sieben riskante Assets unter Leerver-
kaufsverbot

Die Minimum-Varianz-Kurve stellt die Risiko-Rendite-Kombinationen solcher Portfolios
dar, die eine bestimmte erwartete Rendite unter dem jeweils kleinstmoglichen Risiko lie-
fern. Allerdings sind nicht alle dieser Portfolios auch effizient, da zu jedem Portfolio auf der
unteren Hélfte der Hyperbel ein Portfolio auf der oberen Hélfte existiert, das zum gleichen
Risiko eine hohere Rendite erwarten léasst. Diese obere Hélfte der Minimum-Varianz-Kurve
wird von den effizienten Portfolios gebildet und somit auch als Effizienzkurve oder effi-
zienter Rand bezeichnet. In Abbildung 2.2 ist die Effizienzkurve durch die farbige Linie
gekennzeichnet. In Kapitel 2.1.2 wird gezeigt, dass fiir zwei nicht vollstandig positiv oder
negativ korrelierte Assets mit erwarteter Rendite p1 bzw. pe und Standardabweichung oy
bzw. o9

opr <oy + (1 —a)oy (2.3)

gilt. Alle moglichen (opy, pps)-Kombinationen, die man mit der stetigen Variation von «
von 0 bis 1 erhilt, liegen auf einer Kurve, die (o1, 1) und (o2, u2) miteinander verbindet
und die wegen (2.3) stets links von der direkten Verbindungsgeraden der beiden Punkte
liegt. Dies hat zur Folge, dass die Minimum-Varianz-Kurve nach links hin gewo6lbt bzw. der
effiziente Rand konkav ist. Auch wenn Leerverkiufe zuléssig sind, also die Portfoliogewichte
jeden beliebigen — also insbesondere auch negativen — Wert annehmen kénnen, wobei die
Summe der Gewichte aber wieder 1 ergeben muss, nimmt die Effizienzkurve diese Form an,
denn sonst konnte man ein Portfolio finden, dessen Risiko-Rendite-Kombination besser ist
als die Kombinationen auf der Effizienzkurve; siehe Hausmann, Diener und Késler (2002).
Ohne Leerverkiufe lasst sich der Opportunititsbereich aufgrund (2.3) wie in Abbildung 2.2
skizzieren. Falls Leerverkidufe zugelassen sind, ist der Opportunitétsbereich dagegen nach
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rechts hin unbeschrénkt. Das Portfolio, dessen Risiko-Rendite-Kombination ganz links auf
der Effizienzkurve liegt, wird als globales varianzminimales Portfolio bezeichnet. Dieses
Portfolio ist mit dem kleinstmdoglichen Risiko verbunden, das mit den verfiigharen Assets
erzielt werden kann.

Besteht nun neben den riskanten Assets zusétzlich die Moglichkeit in eine risikolose Anla-
ge mit sicherer Rendite 7y zu investieren, kommen zum Opportunitétsbereich neue Risiko-
Rendite-Kombinationen hinzu. Die Effizienzkurve nimmt dann eine etwas andere Form an.
Fasst man ein beliebiges riskantes Portfolio P und die sichere Anlage S zu einem neuen
Portfolio ) zusammen, so erhélt man Risiko-Rendite-Kombinationen, die auf der Geraden
liegen, die durch (0,7¢) und (op, up) verlduft. Diese Gerade besitzt die Geradengleichung
po =1 f+“’;7;TfUQ (vgl. Kremer (2006-a)). Anhand dieser Gleichung lésst sich das Verhalt-

nis zwischen Uberschussrendite bzw. Risikoprimie pg — vy und dem dafiir einzugehenden
Risiko og erkennen. Es gilt
L

hQ =T =

Q>

wobei % die Steigung der Geraden ist. Diese Steigung wird auch als Sharpe Ratio be-
zeichnet. Je hoher die Sharpe Ratio, umso hoher ist die Risikoprdmie im Verhéltnis zum
aufgenommenen Risiko. Die hochste Steigung solcher Geraden, die (0,7¢) mit den Risiko-
Rendite-Kombinationen riskanter Portfolios verbinden, besitzt die Tangente der Effizienz-
kurve. Das Portfolio, das von dieser Geraden tangiert wird, heift Tangentialportfolio oder
Marktportfolio. Es enthélt alle am Markt gehandelten riskanten Assets, wobei ihr Anteil
am Marktportfolio ihrem jeweiligen Anteil am Gesamtwert aller Assets entspricht; siehe
z.B. Berk und DeMarzo (2011). Die Tangente bezeichnet man auch als Kapitalmarktlinie.
Sie ist in Abbildung 2.3 dargestellt, wobei der Punkt M die Risiko-Rendite-Kombination
des Markportfolios und S die sichere Anlage kennzeichnet. Sind keine Leerverkiufe zugelas-
sen, setzt sich die Effizienzkurve aus den Risiko-Rendite-Kombinationen auf der Kapital-
marktlinie links vom Marktportfolio und den Kombinationen auf dem effizienten Rand des
urspriinglichen Opportunitétsbereichs (also ohne sichere Anlage) rechts vom Marktport-
folio zusammen. Sind dagegen Leerverkiaufe erlaubt, liegen alle effizienten Risiko-Rendite-
Kombinationen auf der Kapitalmarktlinie. Ein Investor erhélt dann also durch die Kom-
bination des Marktportfolios und der sicheren Amnlage stets den bestmoglichen Trade-off
zwischen Risiko und erwarteter Rendite. Die Steigung der Kapitalmarktlinie #22—"L yird
als Marktpreis des Risikos bezeichnet, wobei ppr und oy die erwartete Rendite und das Ri-
siko des Marktportfolios sind. Jeder Investor wird nun ein Portfolio wéhlen, das eine Kom-
bination aus sicherer Anlage und Marktportfolio darstellt. Dabei investieren risikoaverse
Investoren einen hoheren Anteil in die sichere Anlage (und erhalten somit Risiko-Rendite-
Kombinationen auf der Kapitalmarktlinie links vom Marktportfolio), wéhrend risikofreudige
Investoren sogar einen Kredit zum risikolosen Zins aufnehmen, um noch mehr als ihr vor-
handenes Vermogen in das Marktportfolio zu investieren (und Kombinationen rechts vom
Marktportfolio zu erhalten); vgl. Kremer (2006-a).
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3.5

Kapitalmarktlinie

3.0

Effizienzkurve

erwartete Rendite
2.0 2.5
1 1

1.5

1.0

0.0
1
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Risiko

Abbildung 2.3.: Kapitalmarktlinie

2.2.3. Formulierung und Lésung des
Mean-Variance-Optimierungsproblems

In diesem Abschnitt werden verschiedene Formulierungen des Markowitz’schen Mean-Va-
riance-Optimierungsproblems vorgestellt, die sich in ihrer Parametrisierung unterscheiden.
Durch das Losen dieser Probleme erhélt man Portfoliogewichte, mit denen effiziente Portfo-
lios konstruiert werden konnen. Die Probleme sind unter bestimmten Bedingungen an ihre
Parameter dquivalent, d.h. sie besitzen dann dieselben Lésungen.

Durch Losen des Problems

min {WTEW} unter Wlip=j., wl=1w>0 (2.4)
W

erhélt man ein Portfolio, das eine bestimmte erwartete Rendite p, unter kleinstmoglichem
Risiko liefert. Die Losungen fiir verschiedene Werte fiir p, bilden folglich die Minimum-
Varianz-Kurve. Die Einschrankung w > 0 (also w; > 0 fiir alle i) bedeutet, dass Leer-
verkiiufe nicht zuldssig sind. Es handelt sich in (2.4) um eine quadratische Zielfunktion
unter linearen Restriktionen und Nichtnegativitdtsbedingungen, die somit mittels numeri-
scher Methoden der quadratischen Optimierung minimiert werden muss. Das Problem ist
eindeutig 16sbar, wenn X positiv definit, also invertierbar ist; siehe Fletcher (1991). Sind
Leerverkdufe erlaubt, entfillt die Einschrankung w > 0 und man erhélt das Optimierungs-
problem

H‘lgn {WTZW} unter Wl = e, wil=1, (2.5)

das genau dann eine explizit darstellbare Losung besitzt, wenn 3 invertierbar ist. Die
Losung von (2.4) bzw. (2.5) hiangt vom Parameter p, ab. Unter bestimmten Bedingungen,

10
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die in diesem Abschnitt noch genauer untersucht werden, lasst sich das Problem (2.4) bzw.
(2.5), in das Problem

max {WT;L — )\WTZW} unter wll=1,w>0 (2.6)

bzw.
max {WT[,L — )\WTZW} unter wll=1 (2.7)

iiberfithren. Mit diesem Problem soll der Trade-off zwischen erwarteter Rendite und Varianz
maximiert werden, wobei das Eingehen eines hoheren Risikos durch den Risikoaversionspa-
rameter A bestraft wird. Da Markowitz in seinem Modell davon ausgeht, dass jeder Investor
risikoavers ist, gilt im Folgenden stets A > 0. Je risikoaverser ein Investor ist, umso héher
ist dieser Parameter zu wihlen. Die Losung von (2.6) bzw. (2.7) héngt also schlieflich von A
ab. Dieses Maximierungsproblem ldsst sich durch entsprechende Anpassung des Parameters
auch als Minimierungsproblem formulieren. Dieses lautet dann

min {WTEW — ’}/WT[L} unter wll=1,w>0 (2.8)
w

bzw.

n‘lhi/n {WTEW - ’}/WT[L} unter wll=1 (2.9)
mit vy = % Bezeichnet namlich fy\(w) die in A parametrisierte Zielfunktion von (2.6) bzw.
(2.7) und g,(w) die Zielfunktion von (2.8) bzw. (2.9), parametrisiert in v, so ergibt sich die
Beziehung

W) = g1 (w). (210

Falls nun w* fiir ein festes A die Funktion fy(w) maximiert, so wird —fy(w) durch w*
minimiert. Da % konstant ist, &ndert sich die Losung des Optimierungsproblems nicht, wenn
man die Zielfunktion mit diesem Faktor skaliert. Wegen (2.10) minimiert w* somit g, (w),
wenn vy = % ist. Analog lasst sich zeigen, dass die Losung des Minimierungsproblems (2.8)
bzw. (2.9) auch das Maximierungsproblem (2.6) bzw. (2.7) 16st. Somit sind die beiden
Probleme aquivalent.

Steinbach (2001) zeigt, dass unter bestimmten Annahmen in Bezug auf « und pu. die
Probleme (2.5) und (2.9) dquivalent sind, indem er untersucht, unter welchen Bedingungen
sie die gleiche Losung besitzen. Dazu werden zunéchst die Losungen der Probleme bestimmt.
Zur einfacheren Formulierung der Lésungen gelte im Folgenden

A=p's 1 =1T2"1y,

B=p"S'p,
o 1Tg1g (2.11)
D = BC — A2

Lemma 2.2.1 Das Problem (2.5)

min {WTEW} unter  wip=p,, wil=1
W

11
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besitzt die eindeutige Losung

wh = 5 = W, (2.12)
~  2(Cux—A)
v o= i) (2.13)
~. 2 (B — Ap)

= —~— 2.14
) - .14

Beweis. Die zum Optimierungsproblem (2.5) gehérige Lagrangefunktion lautet

Der Parameter 7 wird auch als Renditemultiplikator und X als Budgetmultiplikator be-
zeichnet. Wenn man die Lagrangefunktion jeweils beziiglich w,~ und A differenziert, die
Ableitungen gleich null setzt und diese geeignet umstellt, erhélt man das Gleichungssystem

»-! (?,u%—:{l)
w = 5 (2.15)
wiw = p. (2.16)
1'w = 1L (2.17)

Einsetzen von (2.15) in (2.16) und (2.17) liefert das Gleichungssystem
p'e! (% + Xl) = 21,
1731 (% + X1) —9
TS+ TS =2,
{ 'y +x1Ts 1 =2.

In Matrixschreibweise und mit den Definitionen in (2.11) gilt dann

(2 &G)-)

= (-0 2;?)1 )
. <A>M<A 5) (%)
o (D)= ot (5 52)

= (=50 = ()

12
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Durch Einsetzen der Lagrangemultiplikatoren 4* und A in (2.15) erhélt man die effizienten
Portfoliogewichte w7 . O

Hox
Lemma 2.2.2 Das Problem (2.9)

min {WTEW — ’wap,} unter wll=1
w

besitzt die eindeutige Losung

wh = = w’ (2.18)

A= (2.19)

mit zugehdriger erwarteter Portfoliorendite

2A+~D

ppgn = (2.20)

Beweis. Die zum Optimierungsproblem gehorige Lagrangefunktion lautet
L (w,X) =wlSw —ywlp— A (le — 1) .

Setzt man ihre partiellen Ableitungen gleich null, erhélt man durch entsprechende Umstel-
lung das Gleichungssystem

o -1 (75+X1> )

1'w = 1 (2.22)

Einsetzen von (2.21) in (2.22) liefert

172! (’y,u + Xl) =2
s ' lp+a's 1 =2
& FA+NC =2

< 2-4A -
A= =\
C

Setzt man den Lagrangemultiplikator X* in (2.21) ein, erhélt man die effizienten Portfolio-

gewichte

_ —~A—
P T el
Y 2 )

13
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mit denen sich die zugehorige erwartete Portfoliorendite bestimmen ldsst:

ppry = Wip

(’yuTEfl + %pr’l) i}
2

VB + 22344

_ C
2
24—~ A2
VB + Mt
2
2A+~D

2C
U

5, und X; die optimalen Rendite- bzw. Budgetmultiplikatoren des je-
weils entsprechend parametrisierten Problems, so sind die Losungen

Bezeichnen 7}, , A}

= (Fhpt 41 = (m+ X1)
* d *
W#* = B un W,y B

der beiden Probleme genau dann gleich, wenn 7, =~ und X;’i* = X; ist.

Satz 2.2.3 Das Problem (2.5)
min {WTEW} unter pr, = L, wlil=1
W
mit Parameter u, und das Problem (2.9)
min {WTEW - ’yWT;L} unter wll=1
w

. . . . o~ . .~ _ 2(Cux—A)
mit Parameter v sind genau dann dquivalent, wenn v =7, gilt, wobei 7, = =="F5—— der
optimale Renditemultiplikator von Problem (2.5) ist, oder wenn dquivalent dazu py = pipf.

gilt, wobei ppys = 2A2JgD die Portfoliorendite ist, die man mit der Losung von Problem

(2.9) erhilt.

Beweis. Die Aquivalenz vy = V. © b = pupfy gilt, da fir v =75

2A+~D 2A+2 Y"AD
'upfv"/: 20 = 20 = %

ist und fiir p, = ppyy

2A+~D
. 2(Cu—A) 2 (C 20 A)
’7/»4* = D = D = "Y

14
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gilt.
Mit v = 7}, bzw. p. = ppy, folgt fiir die optimalen Budgetmultiplikatoren der beiden
Probleme

5o _ 2-7A _ 2D—~AD _ 2D — 2= AAD  2(D - ACu, + A?)

v C CD CD CD
_ 2(BC-A?—ACp. + A%)  2(B - Aw) _ 5
CD D o

* *

Damit sind die Losungen w7, und wj, der beiden Probleme identisch.
Sind andererseits die beiden Probleme dquivalent, so folgt aus der Gleichheit ihrer Lo-

sungen direkt X§ = X:* und v =7, . O

Die Probleme (2.5) und (2.9) lassen sich also ineinander tberfithren, wenn man den
Parameter des einen Problems entsprechend in Abhéngigkeit des Parameters des anderen
Problems setzt, genauer gesagt, wenn man fiir eine gegebene Zielrendite fi,

2(Cus —A)
oder fiir gegebenen inversen Risikoaversionsparameter -y

B ()_2A+WD
oo = [ (77) = 20

setzt. Wegen \ = % lassen sich dementsprechend das in u, parametrisierte Problem und
das in A parametrisierte Maximierungsproblem (2.7)

max {WT[J, — )\WTEW} unter wll=1
durch D
A=A(Us) = 55—~
(1) = 5 =y
bzw. A+ D
o = s (A) = ToC

ineinander iiberfithren. Es ist jedoch zu beriicksichtigen, dass sich die Probleme (2.5)
und (2.7) (bzw. (2.9)) nur fiir solche Werte fiir p, ineinander tiberfithren lassen, fiir die die
Bedingung A > 0 bestehen bleibt. Dies ist dann der Fall, wenn D/(2(Cus — A)) > 0, also
pe > A/C gilt. Bei A/C handelt es sich um die erwartete Rendite des globalen varianzmini-
malen Portfolios. Dies ldsst sich zeigen, indem man Problem (2.5) ohne die Nebenbedingung
an die erwartete Zielrendite 16st. Die Lagrangefunktion ist dann

L (W,X) =w/'Sw— A (le — 1) .

15
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Thre partiellen Ableitungen liefern durch Nullsetzen und Umstellen das Gleichungssystem

Axl1
w = 2 (2.23)
2
1 = 1Tw. (2.24)

Setzt man (2.23) in (2.24) ein, erhélt man den Lagrangemultiplikator

- 9 ~
A= — =:\".
C

Mit diesem lassen sich die Portfoliogewichte

*

11
C = Wg

wh =

des globalen varianzminimalen Portfolios bestimmen. Die mit diesen Gewichten zu erwar-
tende Rendite ist dann
T ]_Tz—l“ A

,LLg::Wg H:Tza
Damit gilt also, dass man durch Losen von Problem (2.7) fiir alle A > 0 bzw. durch Losen
von Problem (2.5) fiir p. > p4 die Effizienzkurve, also die obere Hélfte der Minimum-
Varianz-Kurve, erhélt. Die untere Halfte der Minimum-Varianz-Kurve dagegen erhélt man
nur durch Losen von Problem (2.5) fiir Werte von fi, die kleiner als p, sind.

Satz 2.2.4 Das mit der Losung des Portfolio-Optimierungsproblems (2.5), (2.7) bzw. (2.9)

verbundene Risiko st
B Cu? —2Au, + B

o? (ps) = 5

bzw. ) B
U2(V):5+@'72
bzw. ) ) D 1
o“(\) = ctio v

*

Beweis. Es gilt mit den effizienten Portfoliogewichten wyj,

o 1) = wilEw,

_ 1 (2*1 (X*l n %*;Q)Tz (2*1 (X*l +5*u>)
~ T ~
A*1+ 5*;1) >t ()\*1 + ﬁ*u)

(X*21TE—11 i X*ﬁ*sz—lu i X*?*HTz—ll i ?*2HT2M)

N N N

N2C 4+ 2N A + 5*23)

16
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(X*(X*C—%?*A)—%7*<X*A—+§*B))
(X* (230 - D2ACM* N QAC/J,*D— 2A2>
<2AB —2A2%, N 2BCy — 2AB)>
D D

I N

%k

+7

1 /~
_ e e )
S (477
_ 1(23—2Au*+20u§—2Au*>

2 D D
_ Cp?—2Ap, + B
— 5 _

In Abhéngigkeit von v gilt dann

C2A+’yD C2A4+9D 2A2A2+—yD +B

o2 (y) = 2C 2C ~ c
_ 4A? + 4yAD +~%D?* — 8A? + 4yAD + 4BC
B 4CD
_ —4A%++°D* 4+ 4BC
B 4CD
4+ 2D
B 4C
1 D ,
Als Funktion von A ist das Risiko somit
9 1 D 1

O

Zeichnet man den Graph von o(-) = y/0?(-) in Abhéngigkeit von pu, > A/C, v > 0 oder
A > 0, erhédlt man die Effizienzkurve.

Falls es ein Leerverkaufsverbot gibt, miissen die Nebenbedingungen der verschiedenen
Problemformulierungen um die Einschrankung w > 0 ergénzt werden. In diesem Fall lassen
sich die Losungen allerdings nicht mehr explizit angeben, da aufgrund der Ungleichungs-
nebenbedingung die Losungen numerisch angenahert werden miissen. Man kann dennoch
zeigen, dass die unterschiedlich parametrisierten Probleme auch mit der Nichtnegativitats-
bedingung an die Portfoliogewichte unter bestimmten Bedingungen dquivalent sind. Da es
sich bei Problem (2.4)

min {WTEW} unter WTu = Lhx, wil=1,w>0
W

und Problem (2.8)

min {WTEW — ’wap,} unter wil=1,w>0
W

17
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aufgrund der konvexen Zielfunktionen und Ungleichungsrestriktionen sowie der linearen
Gleichungsnebenbedingungen um konvexe Optimierungsprobleme handelt, kann man mit
Satz E.2.4 (im Anhang) nachweisen, dass sich die beiden Probleme ineinander tiberfiihren
lassen. Dazu zeigt man fir einen KKT-Punkt des einen Problems, dass dieser auch ein
KKT-Punkt des anderen Problems ist. Damit folgt, dass es Lagrangemultiplikatoren gibt,
mit denen man einen KKT-Punkt des anderen Problems erhélt, sodass nach Satz E.2.4
dieser Punkt das Minimum des Problems ist.

Lemma 2.2.5 Die KKT-Bedingungen von Problem (2.4)
min {WTEW} unter WT;L = L, wlil= 1, w>0
w
lauten

0 = 28w—7—yu— Al

Hs = WTFL
1 = w1
0 < v
0o > —w
0 = —l'w.

Beweis. Die Lagrangefunktion zu Problem (2.4) ist
L <W,I7, ~, X) —wl Zw-—vlw—7 (WT[J, — ,u*) Y (WT]_ — 1) .

Differenziert man die Lagrangefunktion beziiglich w und setzt man die Ableitung gleich 0,
erhélt man die erste KKT-Bedingung

22W—§—§H—X1 =0.
Die iibrigen KKT-Bedingungen ergeben sich direkt aus Definition E.2.3 im Anhang. O

Lemma 2.2.6 Die KKT-Bedingungen von Problem (2.8)

min {WTEW - 'wap} unter wil=1,w>0
w
lauten
0 = 22w —7—ypu—Al
1 = witl
0 < v
0 > —w
0 = —vlw.

18
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Beweis. Die Lagrangefunktion zu Problem (2.4) ist
L (W,ﬁ, X) =wiZw —ywlipy—vTw— A (le — 1) .

Differenziert man die Lagrangefunktion beziiglich w und setzt die Ableitung gleich 0, erhélt
man die erste KKT-Bedingung

28w — U —yp — AL = 0.
Die iibrigen KKT-Bedingungen ergeben sich direkt aus Definition E.2.3 im Anhang. O

Stellt man die jeweils erste KKT-Bedingung der beiden Probleme nach w um, erhilt

man die Portfoliogewichte als Funktion der jeweiligen Lagrangemultiplikatoren. Ist wj,
die Lésung von Problem (2.4) und w’ die Lésung von Problem (2.8) und bezeichnet man
mit V., Y Xz*, vy und XTY die optimalen Lagrangemultiplikatoren des jeweils entsprechend
parametrisierten Problems, so gilt

—1 (% Tk N * —1 [ 5% N x
3 (l/ﬂ* +’yu*u+)\“*1) . b (1/7 +’yu+)\71>
wt o= und w. = .

Fox 2 Y 2

Die Losungen sind also dann gleich, wenn vy, = v7,7;, = und A)\VZ = X; ist.

Satz 2.2.7 Das Problem (2.4)
min {WTEW} unter WT/L = Ly, wll= 1, w>0
w
mit Parameter p, und das in 7y parametrisierte Problem (2.8)

min {WTEW — 'wau} unter wlil=1,w>0
W

sind genau dann dquivalent, wenn Problem (2.4) einen KKT-Punkt (w;;*,ﬂ;*ﬁ;*,X;*) be-
sitzt und man fiir Problem (2.8) v =7, wdihit bzw. wenn Problem (2.8) einen KKT-Punkt

(w;,ﬁ;,Xf{) besitzt und man fiir Problem (2.4) p. = ppys~ wihlt, wobei ppys~ die Portfo-

liorendite ist, die man mit der Lésung von Problem (2.8) erhdlt.

Beweis. Sei (w), , v 7. X;*) fiir eine bestimmte erwartete Zielrendite p, ein KKT-Punkt

von Problem (2.4). Wéhlt man fiir den Parameter v von (2.8) v =7, , dann werden mit
W, = WZ*, Uy = 5;*, X7 = X**

die KKT-Bedingungen von Problem (2.8) erfiillt.

Sei nun (w}, 73, A}) ein KKT-Punkt von Problem (2.8) fiir einen bestimmten Wert fiir

v. Wéhlt man fiir den Parameter p, von (2.4) p. = ppy~, dann werden mit
Wy, = Wj;v gu* = 5:7 %L* =7 Au = Aiky

die KKT-Bedingungen von Problem (2.4) erfiillt.
Sind andererseits die beiden Probleme dquivalent, so folgt v = 73,7 = <7 und

Nx o Y%
AL = AL O
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Ersetzt man in Satz 2.2.7 Problem (2.8) durch das &quivalente Problem (2.6)

max {WTH — )\WTEW} unter wll=1w>0,
w

liefert der Satz mit v = § auch die Aquivalenz von Problem (2.4) und (2.6)

2.3. Darstellung von Minimum-Varianz-Portfolios und die
Geometrie der Minimum-Varianz-Kurve

Durch Lésen von Problem (2.5)
min {WTEW} unter WTM = Ly, wlil=1
%%

erhélt man Portfoliogewichte, mit denen man ein Portfolio konstruieren kann, das eine vor-
gegebene erwartete Zielrendite ., mit dem kleinstmoglichen Risiko liefert. Solche Portfolios
werden auch als Minimum-Varianz-Portfolios bezeichnet; siehe Kan und Smith (2008).
Trégt man fiir viele nahe beieinanderliegende Werte fiir u, die Risiko-Rendite-Kombina-
tionen solcher Portfolios in ein (u, 0)-Diagramm ein, so erhélt man die Minimum-Varianz-
Kurve. In Lemma 2.2.1 wird gezeigt, dass Problem (2.5) die Losung

»-! ('f?*u - X*l)

*

W =
2
mit
— _ 2(Cu.—A)
fy - _D 9
N D
und
A=pt's 1 =1T2"1y,
B=p"S""p,
c=1Tx"11,
D = BC — A?

besitzt. Man bezeichnet (A, B,C) auch als Effizienzmengenkonstanten, da sie die Losung
von Problem (2.5) und somit insbesondere die effizienten Portfolios charakterisieren; siche
Merton (1972). Durch Einsetzen der Rendite- und Budgetmultiplikatoren 7* und A* in den
Ausdruck fiir w* erhélt man fiir die Losung

w' = (B "1 - AX 'y + . (CE "' — AX 1)) /D.

Fasst man die Effizienzmengenkonstanten in einer Matrix zusammen, etwa

M= 1= = (5 2))
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lasst sich die Losung von Problem (2.5) auch kompakter schreiben als
w =" (p, )M (s, )T

Das zugehorige Risiko eines Minimum-Varianz-Portfolios, das eine bestimmte erwartete
Zielrendite . liefert, ist nach Satz 2.2.4 durch

_ Cp2—2Ap+ B

2= 0% () = 2.2
o = 0% () . (2.25)
gegeben. Man kann (2.25) folgendermafen umformen:
o® (BC — A%) — Cp + 2Ap, — B=0
A? A\* A*> B
2(B-Z ) = (—5) +5, -2 =0
<o ( c) " \""¢) Tec
1 A? A\®
2 [ — _—— _ _—— pu—
o(-g)(2-7)-(w-2) -
(2.26)

&0’ - =—
G
o (m—2)
T 7p j? -
¢ (6—@)

Dabei handelt es sich um eine allgemeine Hyperbelgleichung (siehe z.B. Trolf (2008)), mit
der sich die Minimum-Varianz-Kurve beschreiben lisst. Da das Risiko o2 nicht negativ
sein kann, handelt es sich hierbei genauer gesagt um den rechten Ast der Hyperbel mit
dem Mittelpunkt (0; A/C') und den Asymptoten p, = A/C ++/B — (A2/C)o. Wie bereits

gezeigt wurde, ist A/C' die erwartete Rendite des globalen varianzminimalen Portfolios.

2.4. Das Markowitz’sche Optimierungsenigma

Markowitz geht in seiner Theorie davon aus, dass die erwarteten Renditen p und ihre Ko-
varianzmatrix 3 bekannt sind. In der Praxis ist dies jedoch nicht der Fall, weil es sich
dabei um unbekannte Populationsgréfen handelt. Die Parameter miissen also geeignet ge-
schitzt werden. Dafiir werden in der Regel historische Daten herangezogen, wobei {ibli-
cherweise angenommen wird, dass die Renditen unabhéngig und identisch verteilt sind.
Ersetzt man in einem der Optimierungsprobleme (2.4) - (2.9) die Parameter g und %
durch die Schétzer g und f], erhélt man durch das Lésen dieser Probleme Portfolios, deren
Risiko-Rendite-Kombinationen weit unterhalb der tatsdchlichen Effizienzkurve liegen kon-
nen. Das liegt vor allem daran, dass Assets, deren erwartete Rendite zu hoch bzw. deren
Risiko zu gering geschétzt werden, ein zu hohes Portfoliogewicht erhalten, wihrend Assets,
deren erwartete Rendite zu niedrig bzw. deren Risiko zu hoch geschétzt werden, ein zu
niedriges Gewicht zugewiesen bekommen. Im schlimmsten Fall erhalten diejenigen Assets
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Kapitel 2. Portfoliotheorie nach Markowitz

das grofte Gewicht, denen der grofite Schétzfehler zugrunde liegt. Aus diesem Grund be-
zeichnet Michaud (1989) das Mean-Variance-Optimierungsproblem auch als ,Schétzfehler-
Maximierer”. Best und Grauer (1991) fanden in diesem Zusammenhang heraus, dass effizi-
ente Portfolios sehr empfindlich auf Anderungen im Erwartungswert der Renditen reagieren.
Dieses Phdnomen wird als Markowitz’sches Optimierungsenigma bezeichnet.
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3. Verschiedene Ansatze zum Schatzen von
p, 2 und w*

Die Mean-Variance-Optimierung nach Markowitz setzt die Kenntnis der erwarteten Ren-
diten und ihrer Varianzen und Kovarianzen voraus. In der Praxis ist es allerdings nicht
moglich, die wahren Werte fiir g und ¥ zu kennen, da es sich um unbekannte Populations-
grofen handelt. Sie miissen also geeignet geschétzt werden. Es liegt zunéchst nahe, die
unbekannten Parameter durch ihre empirischen Pendants zu ersetzen, die sich aus histo-
rischen Daten ermitteln lassen. Doch diverse Studien belegen, dass man, wenn man die
effizienten Portfoliogewichte schitzt, indem man die empirischen Parameter in das Mean-
Variance-Optimierungsproblem einsetzt, eine Anndherung der Effizienzkurve erhélt, die
schon bei kleinen Schétzfehlern weit unterhalb der wahren Effizienzkurve liegen kann (vgl.
z.B. Frankfurter, Phillips und Seagle (1976)). Dabei fanden Best und Grauer (1991) her-
aus, dass p-o-effiziente Portfolios sehr sensibel auf Anderungen in den Erwartungswerten
der Assetrenditen reagieren.

Es gibt verschiedene Ansétze, die das Problem der ineffizienten Portfolios durch feh-
lerhaft geschitzte Parameter angehen. Eine hohe Anzahl an vorhandenen Assets hat zur
Folge, dass sehr viele Werte geschétzt werden miissen, was die Gefahr fiir Schétzfehler
wachsen lasst. Multifaktormodelle bieten eine Moglichkeit, die Dimension der zu schétzen-
den Parameter und somit auch die Schétzfehler erheblich zu reduzieren. Ein zweiter Ansatz
versucht die Verzerrung der Portfoliogewichte, die man durch Einsetzen von Schétzern
in das Mean-Variance-Optimierungsproblem erhélt, mittels Bootstrap zu korrigieren (sie-
he Michaud (1989, 1999)). In einem dritten Ansatz werden Bayes-Schétzer oder andere
Shrinkage-Schétzer anstelle von g und ¥ verwendet (sieche Lai, Xing und Chen (2011) und
Ledoit und Wolf (2003)).

Diese verschiedenen Methoden zum Schétzen der Parameter des Mean-Variance-Optimie-
rungsproblems und der effizienten Portfoliogewichte werden in den folgenden Abschnitten
genauer vorgestellt.

3.1. Empirische Schéatzer fiir p und X

Es seien ry = (114, . .. ,rmt)T, t=1,...,n, die vergangenen Renditen von m Assets aus n
Perioden. Eine gebrauchliche Annahme ist, dass die Renditen unabhéngig und identisch nor-
malverteilt sind, obwohl Mandelbrot (1963) herausfand, dass die Verteilung von Renditen
schwerere tails als eine Normalverteilung besitzt, da die Wahrscheinlichkeit fiir extremere
Preisénderungen in Wirklichkeit hoher ist als unter der Annahme, dass die Renditen nor-
malverteilt sind. Dennoch unterstellt man Renditen sehr haufig eine Normalverteilung. Ist

23



Kapitel 3. Verschiedene Ansétze zum Schétzen von p, ¥ und w*

p der Erwartungswert und X die Kovarianzmatrix der Renditen, so wird also ry ~ N (u, X)
angenommen. Der empirische Mittelwert der Renditen ist definiert als

und ihre empirische Kovarianzmatrix als

. 1 ¢ - -
S :n_ltzl(rt—r)(rt—r)T

Beide haben die Eigenschaft, dass sie unverzerrte Schétzer des wahren Erwartungswerts
bzw. der wahren Kovarianzmatrix sind. Unter der Normalverteilungsannahme der Ren-
diten gilt auferdem, dass T und S := (n — 1)/nS* die Maximum-Likelihood-Schétzer
(ML-Schétzer) von g und ¥ sind. Eine wichtige Eigenschaft von ML-Schétzern ist, dass sie
asymptotisch effizient sind, d.h. fiir einen ML-Schétzer é\n gilt die Verteilungskonvergenz

NG (én _ 90) SN (0,1(90)*1) , (3.1)

wobei )y der unbekannte wahre Parameter und Z (6g) ™" die inverse Fisher-Information ist;
siehe Ferguson (1996). Fir grofe n ist also

mit Z ~ N(0,Z(6p) ). Das bedeutet, dass B, fiir groke n im Mittel gleich 6y ist und
mit einer Varianz von (nZ(fp))~! um diesen Wert streut. Mit steigendem n wird diese
Varianz aber immer kleiner. Wichtig ist hierbei auch, dass die inverse Fisher-Information
die kleinstmogliche Varianz eines Schétzers fiir den wahren Parameter ist. Aus diesem
Grund wird im Folgenden, wenn von der empirischen Kovarianzmatrix als Schétzer von 3
die Rede ist, der ML-Schétzer S verwendet.

Nach Muirhead (1982) sind T =: fi,,,, und S =: f]emp unabhéingig voneinander und
besitzen die Verteilungen

Bemp ~ N (p,3/n), (3.2)
Semp ~ Wi (n—1,%/n), (3.3)

wobei Wy, (n — 1,%/n) eine Wishart-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist. Fiir die In-
vertierbarkeit von iemp ist es notwendig, dass n > m ist. Dies ldsst sich zeigen, indem
man die empirische Kovarianzmatrix in der Form f]emp =1 /nDDT darstellt, wobei D
eine (m x m)-Matrix ist, deren Spalten di,...,d, den Abweichungen der Renditen vom
empirischen Mittelwert entsprechen, also dy = (ry — Hepy), t = 1,...,n. Da 3\ dy =
> i1 Tt = Ngpy, = Op, ist, die Zeilensummen von D also gleich null sind, kann der Spalten-
rang von D nicht groRer als n— 1 sein. Es gilt also rg(D) < min{m,n—1}. Da der Rang des
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Produkts zweier Matrizen hochstens dem kleineren Rang der beiden Matrizen entsprechen
kann, gilt somit insgesamt

rg (iemp> =rg (DDT) <rg(D)<min{n —1,m}.

Damit ﬁemp vollen Rang besitzt, muss also n > m gelten.

Da in der Praxis iiberlicherweise die empirischen Schéitzer zur Anndherung der erwarteten
Renditen, Varianzen und Kovarianzen verwendet werden, befasst sich Kapitel 4 intensiver
mit der Auswirkung der empirischen Schétzer auf die Approximation der Minimum-Varianz-
Kurve.

3.2. Multifaktor-Pricing-Modelle

Bei einer hohen Anzahl m an Assets wird man beim Schétzen der Parameter fiir das Mean-
Variance-Optimierungsproblem schnell mit einem Dimensionsproblem konfrontiert, da man
jeweils m Erwartungswerte und Varianzen und m(m — 1)/2 Kovarianzen, also insgesamt
2m+m(m—1)/2 Parameter zu schitzen hat, was fiir grofse m mit einem enormen Aufwand
verbunden ist. Mithilfe von Faktormodellen lésst sich die Anzahl der zu schitzenden Pa-
rameter erheblich reduzieren; siehe z.B. Tsay (2010). In solchen Modellen geht man davon
aus, dass die Renditen aller Assets im Wesentlichen von einem oder mehreren gemeinsamen
Faktoren beeinflusst werden. Die Rendite r;; 1dsst sich dann schreiben als

it = a; + B £ + €t (3.4)

wobei f; = (fit, ..., fkt)T mit k < m die Werte der k£ Faktoren sind, von denen anzunehmen
ist, dass sie die Renditen mafigeblich beeinflussen. Die Koeffizienten a; € R und B; € R¥
sind konstant. Da die Werte von 3; angeben, wie stark der Einfluss der einzelnen Fak-
toren auf die Renditen ist, nennt man sie auch Faktorladungen. Aufgrund der zuféalligen
Entwicklung der Renditen, wird der Fehler ¢; hinzuaddiert. Fiir jede Rendite ist dieser
Fehler im Mittel gleich 0 und mit den Fehlern der anderen Renditen sowie mit den ein-
zelnen Faktoren unkorreliert. Fiir €4, ¢« = 1,...,m, gilt also Fe;; = 0, Eeyejp = 0 fiir
i # j und Cov(fy,e) =0 mit [ = 1,..., k. Die Koeffizienten «; und 3; lassen sich mittels
einfacher linearer Regression schétzen. Mit dem Erwartungswertvektor ¢ = E[f;11], der
Kovarianzmatrix 3¢ = Var(fir1) und der Varianz der zufilligen Fehler 02 = Var(e; 41),
i=1,...,m gilt
pi =i+ B¢, of =B ZeB; + 0l

und

oij = El(rige — ) (rju — 1) = E[(B] (=) +€xn) (ﬁJT (£ — Q)+ €jt)]
= B8] (5 -0 (&-Q" 8] = BT=8;.

In diesem Modell sind mit o, 3;, a?i, ¢ und X¢ also insgesamt 2m + km + 2k + k(k —1)/2
Parameter zu schitzen. Je weniger Faktoren in das Modell aufgenommen werden, umso

25



Kapitel 3. Verschiedene Ansétze zum Schétzen von p, ¥ und w*

starker verringert sich die Anzahl der zu schitzenden Parameter. Fir £ = 1 sind zum
Beispiel nur noch 3m + 2 Parameter zu schétzen.

Falls man nur einen Faktor in das Modell aufnimmt, spricht man von einem Einfaktor-
Modell. Ein Spezialfall eines solchen Modells ist das Capital Asset Pricing Model (CAPM)
von Sharpe (1964), da fir k = 1,a; = 7y und f; = 7y — ry, wobei 7y die Rendite der
sicheren Anlage am Markt und 7,4 die Rendite des Marktportfolios sei,

rit =1p+ (rae — 1) Bi + €t

gilt. Bildet man von diesem Ausdruck den Erwartungswert, so erhilt man die CAPM-
Gleichung

pi =1+ (par —7¢) Bi-

Das Marktportfolio ist allerding nur ein theoretisches Portfolio und wird daher in der Praxis
héufig durch einen breiten Marktindex wie den DAX oder den S&P 500 approximiert.

Die Darstellung der Renditen mithilfe dieses Faktormodells verdeutlicht die Aufteilung
des Gesamtrisikos einer Rendite 7;; in ein systematisches und ein unsystematisches Risiko:
Bildet man die Varianz

Var(ri) = Var(ry + (rye — ) Bi + €t) = 51'20%& + ai,

wobei a?i die Varianz von ¢; ist, erhdlt man die Aufteilung in das allein vom Markt

ausgehende und somit systematische Risiko gewichtet mit dem Beta-Faktor und das al-
lein vom spezifischen zufélligen Fehler ¢;; resultierende und somit unsystematische Risiko.

Eine weitere Kapitalmarkttheorie ist die von Ross (1976) entwickelte Arbitrage Pricing
Theorie (APT), bei der ebenfalls angenommen wird, dass sich die Rendite eines Assets
durch ein Faktormodell beschreiben ldsst und somit die Form

rit = o + B] i + it

mit o; € R, B; € R*, f; € R¥, k < m, und den entsprechenden Annahmen an die zufilligen
Fehler ¢;; hat. Die APT besagt, dass unter der Annahme von Arbitragefreiheit und fiir eine
geniigend grofse Anzahl Assets m die erwartete Rendite gleich

pi =15+ BIA

ist, wobei A = (A1,..., ;)T geeignete Konstanten sind.

Der Vorteil der APT gegeniiber dem CAPM besteht darin, dass die APT die Renditen
mit mehr als nur einem Faktor erklart, was fiir die Praxis realistischer erscheint. Proble-
matisch ist hierbei allerdings, dass die Frage, mit welchen und wie vielen Faktoren die
Renditen ausreichend beschrieben werden koénnen, bisher nicht befriedigend beantwortet
werden konnte.
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3.3. Bootstrapping und die resampled frontier

Lost man das Mean-Variance-Optimierungsproblem mit geschétzten Parametern, besteht
die Gefahr, dass Assets, deren erwartete Rendite zu hoch und deren Risiko zu niedrig ge-
schitzt werden, mit einem zu hohen Gewicht in das Portfolio eingehen, wihrend Assets,
deren Schétzungen fiir die erwartete Rendite zu niedrig und fiir das Risiko zu hoch ausfallen,
ein zu geringes Gewicht bekommen, sodass man auf diese Weise oft sehr ineffiziente Portfo-
lios erhalt. Um dieser Verzerrung der Gewichte entgegenzuwirken, schlagt Michaud (1989,
1999) eine Methode vor, in der man mittels Bootstrap fiir eine bestimmte erwartete Ziel-
rendite immer neue Portfoliogewichte bestimmt und anschlieffend den Durchschnitt dieser
Gewichte bildet. Dazu bestimmt man zunéchst den empirischen Mittelwert i, und die

empirische Kovarianzmatrix iemp einer Menge historischer Renditen {ry,...,r,} und ge-
neriert anschlieffend aus einer Verteilung mit diesen Parametern B Bootstrap-Stichproben
{ryy,...,rp}, b= 1,...,B, der Grofe n. Fiir jede dieser Bootstrap-Stichproben lassen
sich die effizienten Portfoliogewichte w; ermitteln, indem man das Mean-Variance-Opti-
mierungsproblem mit dem empirischen Mittelwert i, und der empirischen Kovarianzmatrix
f]l’; der jeweiligen Bootstrap-Stichprobe 16st. Bestimmt man zu jeder Bootstrap-Stichprobe
fiir viele nahe beieinanderliegende Werte der Zielrendite u, die effizienten Gewichte und
berechnet anschliefend den Mittelwert der zu jeweils demselben Wert fi, gehorenden Ge-
wichte, also

B
o1&
W (i) = 3 W (7).
b=1

erhédlt man die Portfoliogewichte, mit denen die resampled frontier gebildet wird. Es sei an
dieser Stelle allerdings angemerkt, dass die aus diesem Verfahren resultierenden Gewich-
te keine p-o-effizienten Portfolios bilden, d.h. sie sind keine Losung des Mean-Variance-
Optimierungsproblems von Markowitz.

3.4. Bayes- und Shrinkage-Schatzer fiir g und X

In der Statistik gibt es zwei grundlegend verschiedene Ansichten in Bezug auf die Definition
von Wahrscheinlichkeiten (siehe z.B. Samaniego (2010)). Die sogenannten Frequentisten de-
finieren die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses als seine relative Haufig-
keit bei der stdndigen Wiederholung eines Zufallsexperiments. Dieser sehr objektive Ansatz
hat jedoch den Nachteil, dass es in der Realitdt oft nicht mdoglich ist, dass ein Ereignis
sich wiederholt, sodass dessen Eintrittswahrscheinlichkeit auf frequentistische Weise nicht
bestimmt werden kann. Dies ist jedoch moglich mit der Bayes’schen Definition des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs. In der Bayes’schen Statistik wird die Wahrscheinlichkeit als Mafs fiir
den Grad der subjektiven Uberzeugung fiir das Eintreten eines Ereignisses interpretiert,
wobei verfiighbare Informationen zur Bildung von Wahrscheinlichkeiten herangezogen wer-
den. Vor allem bedingte Wahrscheinlichkeiten, die mithilfe des Bayes-Theorems bestimmt
werden konnen, sind hier von Bedeutung.
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3.4.1. Bayes-Schitzer

Unter der Annahme, dass die erwartete Rendite p und die Kovarianzmatrix 3 im Mean-
Variance-Optimierungsproblem gegeben sind, werden die Renditen r;, t = 1,...,n, haufig
als unabhéngig und identisch N (p, X)-verteilt angenommen. Sind g und ¥ unbekannt
und mochte man sie in einem Bayes’schen Modell schétzen, werden sie als Zufallsvaria-
blen betrachtet. Die Normalverteilungsannahme an die Renditen ist dann nicht mehr giil-
tig. Es sei m(p,X) die A-priori-Verteilung von (p,3) und m(p, ¥ |R,,) ihre A-posteriori-
Verteilung gegeben die aus den letzten n Perioden verfiighare Information {iber die vergan-
genen Renditen R,, = {r1,...,r,}. Gehoren diese beiden Verteilungen derselben parame-
trischen Verteilungsfamilie an, so spricht man von einer konjugierten A-priori-Verteilung.
Zur Schitzung von p und X geniigt es, die verfiigbare Information {iber die vergange-
nen Renditen als empirischen Mittelwert T = 1/n ;" | r; und empirische Kovarianzmatrix
S=1/nY}  (r; — T)(r; — T)T zusammenzufassen, da sie suffiziente Statistiken fiir g und
¥ sind. Die gemeinsame Verteilung von (p, X) ldsst sich in die bedingte Verteilung von
p gegeben 3 und die Marginalverteilung von 3 aufspalten. Eine fiir die Parameter von
Renditen haufig angenommene konjugierte A-priori-Verteilung ist

P ~ N (1, /) (3.5)
mit py € R™ und x € Ry und
3~ Iwm (VOa VOEO) ) (36)

wobei ZW,,, (v, 19X0) die inverse Wishart-Verteilung mit vy Freiheitsgraden und symme-
trischer und positiv definiter (m x m)-Matrix ¥ ist; siche Meucci (2009). Die A-posteriori-
Verteilung lasst sich mithilfe der stetigen Version des Bayes-Theorems bestimmen:

B fRu|p,B) 7 (1, 3)
T B Re) = R T B) 7 (D) d (e 5)

Dabei ist f(R,, | u,X) die Likelihoodfunktion [(p, 3 | R,) und © der Parameterraum von
pund 3, also © = {(u, X) | p € R™, ¥ € R™*™ X positiv definit}. Der folgende Satz und
dessen Beweis sind bei Meucci (2009) zu finden.

Satz 3.4.1 Ist die A-priori-Verteilung von (@, X) wie in (3.5) und (3.6), dann ist die A-
posteriori- Verteilung von (w, %) von der Form

IS~ N (1, /) (3.7
mit p; = k/(n+ K)oy +n/(n+ K)T und A =n+ Kk und
b3 NZWm (Ul,lllzl) (38)

mit vy =n + v, 21 = (NS + X + @) /vy und ® = nk/(k +n)(F — o) (¥ — po)’.
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Beweis. Im Folgenden bezeichnen vq,79,... Normierungskonstanten. Statt der inversen
Wishart-Verteilung von ¥ ist es einfacher die Verteilung von 7! =: Q zu betrachten.
Es gilt

Q~W,, (1/0, (1/020)71)

und
ni ~ N (1, (52) 7).
Damit folgt fiir die gemeinsame A-priori-Verteilung von g und 2

m(p, Q) = 7 (p|Q)7(R)
=y Q)2 e 3k (D —ho) 331 F ‘Q,”O‘;”‘l o~ 3tr(nZ09)

Da fiir den empirischen Mittelwert

P (s (n2) ™)
und fiir die empirische Kovarianzmatrix
nS ~ Wy, (n —1,3)

gilt und die beiden Grofen unabhingig sind, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von (T, nS)
gegeben (u, Q) gleich

FEnS|p,Q) = F(T|pQ)fnS|p Q)
= | e TR | 7T (5P o~ htr(nS)

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von T, nS, o und 2 ist also von der Form

FENS, Q) = f(FnS|pm Q)7 (1 Q)
— e 3{=n0) " () (—po)+ (1) (n) (n—1) }

n—m-—2 n+rvg—m
2

S5 1zl F [ e atrnSuozom),

Durch geeignetes Erweitern und Umstellen des Ausdrucks in geschwungenen Klammern
kann man diesen umschreiben als

() =(p—p)" A2 (p— ) +tr (BQ),

wobei
A= K+n -
K nr
p o B
B o= S (F o) (Fpao)
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gilt. Indem man ferner
nS + Xy + P

"

3=

setzt, wobei v; noch zu definieren ist, kann die gemeinsame Dichte von T,nS, pu und €
folgendermafen umgeschrieben werden:

n+1/0 —m

f(T,nS,u,Q) = 736—%(u—u1)73\9(u—u1) S| = 2 IEol%O Q| 2 e 3trn =)

Nun lésst sich die Marginalverteilung von (T,nS) mittels Integration iiber (u,€2) bestim-
men:

f(EnS) = /f(r,nS,u,Q)dp,dQ

= 74/{/%@]%e—é(u—ul)Tx\ﬂ(u—ul)du}

n+rvg—m—1

1|57 || % QT e BT 0
= ,M/‘S|ng”2 ’20|%o |Q\%67%”(”1219)dﬂ_

Dabei nutzt man im letzten Schritt aus, dass in den geschwungenen Klammern die Dichte
einer Normalverteilung iiber den gesamten Raum integriert wird und somit eins ergibt.
Setzt man nun

vV =n + 140

und erweitert den Ausdruck fiir f(F,nS) mit |27/ |21]"1/2, so erhiilt man schlieRlich

vi—m-—1

f(EnS) = vm&"glﬁzm?\zn‘9{/Qﬂzu?|n\ : ehww&ﬂmQ}

n—m-—2

v _u
= IS [l (3],

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wird, dass in den geschwungenen Klammern die Dichte
einer Wishart-Verteilung iiber den gesamten Raum integriert wird und der Ausdruck so-
mit eins ergibt. Durch Dividieren der gemeinsamen Verteilung von (r,nS, u, Q) durch die
Randverteilung von (¥, nS) erhilt man die A-posteriori-Verteilung von (u, €2):

f(F,n8)
= g Q)2 e 3 ) AR |33 | |Q|"1_;“_1 oSt T19)

m(u, Q|T,nS) =

Daraus folgt nun fiir die A-posteriori-Verteilung von (u, 2) gegeben (T, nS)

p1Q~ N (007

und
Q~ W, (yl, (ylzl)*l) ,
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und somit fiir die A-posteriori-Verteilung von (u, ) gegeben R,

>
N’ENN<“'17)\>

2 ~ IWm (1/1, 1/121) .

und

O

Nach Satz B.0.2 (im Anhang) ist der Bayes-Schiitzer g, fiir p unter der A-priori-
Verteilung von p gegeben ¥ in (3.5) und der quadratischen Verlustfunktion der bedingte
Erwartungswert E[p| R,):

Apges = ElulRal =y = "I Py s 39)
Den Bayes-Schétzer ) Bayes fiir 3 erhélt man analog durch
nS+vp3o+P
X (e =) (1 D) S+ A (F— pg) (F— po)”
n+rvyg—m-—1 (3.10)

l/g—m—l Vozo
= +
n+rvy—m-—1lyy—m-—1

n

n+VOT_Lm_1 {iZ(rt—r)(rt—r)T—l—Kin(r—uo)(r—uo)T}.

t=1

Die A-posteriori-Verteilung von (p, ) lasst sich somit auch schreiben als

124 ‘ 3~ N(ﬁBayesa 2/)‘)

und R
X ~IWi(vr, (n+ 19 —m — 1) Bpayes)-

Betrachtet man den Bayes-Schétzer fir p, erkennt man, dass dieser eine konvexe Kom-
bination aus dem Stichprobenmittelwert ¥, also dem ML-Schétzer von p unter der Nor-
malverteilungsannahme an die Renditen, und dem A-priori-Erwartungswert g ist. Damit
beriicksichtigt der Bayes-Schétzer neben der Schétzung fiir g auch die Annahmen an des-
sen A-priori-Verteilung. Auch der Bayes-Schitzer der Kovarianzmatrix ist eine konvexe
Kombination aus dem A-priori-Erwartungswert 193o/(v9p — m — 1) und einer angepass-
ten Form der Stichprobenkovarianzmatrix, also des ML-Schéatzers von ¥ unter der Nor-
malverteilungsannahme der Renditen. Die Anpassung erfolgt durch das Hinzuaddieren von
#/(K+n)(T— pg)(F— )T, wodurch der Unsicherheit Rechnung getragen wird, die dadurch
entsteht, dass fiir die Berechnung der Stichprobenkovarianzmatrix der Schétzer T anstelle
von p verwendet wird, da g unbekannt ist; siehe Lai, Xing und Chen (2011). In beiden
Féllen wird also der ML-Schétzer in Richtung des A-priori-Erwartungswertes gelenkt bzw.
ygeschrumpft®, weshalb diese Bayes-Schitzer auch Shrinkage-Schétzer sind.
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3.4.2. Empirische Bayes-Schéatzer

Anstatt die Hyperparameter der A-priori-Verteilung von (u, ) selbst zu spezifizieren, kon-
nen sie auch mittels Methoden wie der Maximum-Likelihood- oder der Momentenmethode
mithilfe der beobachteten Werte approximiert werden. Schétzt man g und X in einem
Bayes’schen Modell, in dem die A-priori-Verteilung empirisch geschétzt wurde, nennt man
B Bayes und f]Bayes auch empirische Bayes-Schditzer (sieche Robert (2007)).

3.4.3. Shrinkage-Schatzer

Das Bayes’sche Schétzverfahren aus Abschnitt 3.4.1 ist mit einigen Nachteilen verbunden.
Zu der Notwendigkeit zusatzliche Hyperparameter p, k, 79 und ¥y zu spezifizieren kommt
hinzu, dass die empirische Kovarianzmatrix S wenig Struktur aufweist, sie je nach Anzahl
vorhandener Assets m und historischer Daten n pro Asset sehr grofse Dimensionen anneh-
men kann und insbesondere fiir m > n stets singulér ist. Zwar ist die Matrix S unter der
Normalverteilungsannahme der ML-Schétzer fiir 3, doch fiir kleine Stichprobengrofen n
stellt sie keinen guten Schéatzer dar. Um diese Probleme zu umgehen, schlagen Ledoit und
Wolf (2003) vor, dem Schétzer der Kovarianzmatrix eine Faktor-Struktur aufzuerlegen, um
damit eine Dimensionsreduktion und somit bessere Schétzergebnisse zu erzielen. Fiir die
Struktur verwenden sie das Single-Index-Modell von Sharpe (1963), das kurz nach seiner
Entwicklung durch das CAPM erweitert wurde. Im Single-Index-Modell wird den Assetren-
diten unterstellt, dass sie sich durch einen einzigen gemeinsamen Faktor rg; erklaren lassen
und somit in der Form

rie = oy + Biror +€¢ fur i=1,...,m, t=1,...,n (3.11)

darstellbar sind. Dabei soll nach Sharpe (1963) fiir ro; derjenige Faktor gewéhlt werden,
bei dem davon ausgegangen wird, dass er allein den grofiten Einfluss auf die Renditen
besitzt. Ledoit und Wolf (2003) definieren ro; als Rendite des Marktportfolios. In der Praxis
wird zur Approximation fiir ro; hdufig ein Marktindex verwendet. In (3.11) sind «; und 3;
Regressionsparameter. Fiir die zufélligen Fehler €;; gilt, dass sie untereinander und mit rq;
unkorreliert sind, Erwartungswert 0 und Varianz d;; haben. Fiir die Kovarianz der Renditen
zweier Assets gilt

T — Erit) (Tjt — ET‘]t)]

Cov (rit, 7jt) E|(

E (o + Biror + €it — (i + BiEror)) (o + Bjror + €5t — (o + BjEror))]
E[(

E

Bi (ror — Eroe) + €it) (B (ror — Eror) + €j¢)]
[/31‘[53 (rot — ErOt)Z] + E (€€t
5”‘, falls ¢ = ]

0, sonst.

= BiBiVar (rog) + {

Somit ist die Kovarianzmatrix der Assetrenditen von der Form

@ = U(Q)OIBBT + A7

32



Kapitel 3. Verschiedene Ansétze zum Schétzen von p, ¥ und w*

wobei o2, die Varianz von 1oz, 8 = (B1, ..., Bm)T der Vektor der Regressionsparameter und
A die Diagonalmatrix mit den Varianzen ¢§;; der Residuen sei. Schitzt man nun 3 mittels
einfacher Regression durch b und A durch D, so erhélt man

F = s3,bb’ + D

als Schatzer fiir ®, wobei 5(2)0 die empirische Varianz von rg; sei. Diese Single-Index-Kovari-
anzmatrix stammt nun von einem Einfaktor-Modell. Fasst man dagegen jedes Asset als eige-
nen Faktor auf und geht man davon aus, dass es keine Residuen gibt, so stammt die empiri-
sche Kovarianzmatrix S von einem m-Faktoren-Modell. Ledoit und Wolf (2003) nehmen an,
dass das optimale Modell zwischen diesen beiden Extrema liegt, also ein k-Faktorenmodell
mit 1 < k < m ist. Aufgrund der unprézisen Annahme, dass die Renditen von nur einem
Faktor abhéngen, ist der Schéitzer F der Single-Index-Kovarianzmatrix zum einen stark
verzerrt, fiilhrt zum anderen aber nur zu geringen Schéatzfehlern. Die empirische Kovarianz-
matrix S hingegen ist (asymptotisch) unverzerrt, bringt aber dafiir grofe Schatzfehler mit
sich. Fiir den optimalen Trade-off zwischen Bias und Schétzfehler muss man S geeignet
gegen F schrumpfen®. Dazu bildet man eine konvexe Kombination von F und S und erhéilt
damit den Shrinkage-Schéatzer

S shrink = AF + (1 - @) S

fir 3, wobei a ein Schéitzer fiir den optimalen Shrinkage-Faktor ist (siehe Ledoit und
Wolf (2003)). In ihrer Arbeit diskutieren Ledoit und Wolf (2003) weitere Modelle, aus de-
nen man strukturierte Kovarianzmatrizen erhalten kann. Dabei stellen sie fest, dass eine
Kovarianzmatrix, die aus dem von Elton und Gruber (1973) vorgeschlagenen Modell her-
geleitet wird, vergleichbar gute Resultate liefert. Bei diesem Modell wird angenommen,
dass alle Assetpaare denselben Korrelationskoeffizienten aufweisen. Ledoit und Wolf (2003)
empfehlen diesen Shrinkage-Schétzer anstelle von S fiir die Approximation der Effizienz-
kurve.
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4. Verteilung der empirischen
Minimum-Varianz-Kurve

Trotz der Gefahr enormer Schéatzfehler werden in der Praxis — mit dem Ziel annéhernd effizi-
ente Portfolios zu bestimmen — héufig die empirischen Schétzer fiir die erwartete Rendite u
und das Risiko 3 verwendet. Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel die Verteilung der
empirischen Minimum-Varianz-Kurve untersucht. Die Beweise fiir dieses Kapitel sind in
Abschnitt 4.5 zusammengestellt.

4.1. Analyse der empirischen Effizienzmengenkonstanten
Durch Lésen von Problem (2.5)
min {WTEW} unter wlp=p,, wil=1
W

erhdlt man die Gewichte des Minimum-Varianz-Portfolios, das eine bestimmte erwartete
Zielrendite p, liefert. In Abschnitt 2.3 wird gezeigt, dass sich ein Minimum-Varianz-Portfolio
mithilfe der Effizienzmengenkonstanten (A, B, C) mit

A=pr's 1 =1"s""y, B=p's 'y, Cc=1Tx1
charakterisieren lasst. Mit der Matrix
- Tl (B A
M= (1) = ey = (5 2) (41)
lasst sich dieses Portfolio folgendermafen darstellen:
w =" (p, )M (s, 1T (4.2)

Kan und Smith (2008) definieren allerdings, wie u.a. auch schon Jobson (1991) bei sei-
ner Analyse der Effizienzkurve, drei andere Konstanten, welche die Losung des Minimum-
Varianz-Problems (2.5) ebenfalls eindeutig beschreiben, fiir die Analyse gegeniiber (A, B, C')
jedoch besser geeignet sind. Betrachtet man die Herleitung der Hyperbelgleichung der
Minimum-Varianz-Kurve in (2.26), lassen sich

A? A
2
’(ﬁ:B—E, /.nga, Ug:

Q-
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als solche Konstanten identifizieren. Wie in Abschnitt 2.2.3 bereits gezeigt, handelt es sich
bei p1y um die erwartete Rendite des globalen varianzminimalen Portfolios. 03 ist das zuge-
horige Risiko, denn mit den Portfoliogewichten des globalen varianzminimalen Portfolios,
wh=3X"11/C, gilt

1’1 w11 1 1
= -1"s1=—.
C C C2 C

2 *T *
T, =Wy, Ewg—

AuRerdem ist ¥ das Quadrat der Steigung der Asymptoten der Minimum-Varianz-Kurve.
Die urspriinglichen Effizienzmengenkonstanten (A4, B, C) lassen sich aus (2, uig,07) durch

p 1 1
A="5 B=¢'+23 C=—
T4 9y Oy

wieder herleiten. Dadurch kénnen die Ergebnisse, die man mit (1/)2,/,Lg,0'§) erhélt, auf
(A, B, C) iibertragen werden.

Da die Effizienzmengenkonstanten von g und 3 abhdngen, miissen sie in der Praxis
ebenfalls geschétzt werden. Sind g und S die empirischen Schétzer fiir g und X, so sind
die empirischen Effizienzmengenkonstanten

A=p's M1, B=p"'S'n, C=1"s1

bzw.

Diese sind aufgrund der Zufalligkeit von g und 3 ebenfalls Zufallsvariablen und besitzen
somit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die gemeinsame Verteilung von (1%, i, 33) liefert
der folgende Satz von Kan und Smith (2008):

Satz 4.1.1 Bezeichne Fy, n,, () die nichtzentrale F'-Verteilung mit mgy und nge Freiheits-

graden und Nichtzentralititsparameter §. Sei s ~ (m —1)/(n —m + 1)Fy—1 n—m+1(n?),
q~x2_,, undx ~ N(0,1) und seien s,q und x unabhingig voneinander. Dann gelten fiir

122,/79 und 83 folgende Verteilungsgleichheiten:

1
N 1+s)\2 ~2 _ 944
= s, g = g + o 04, Og = ——.

Falls 9% gegeben ist, gilt weiterhin fg ~ N (pg, 03(1 + 1?2)/71) Die gemeinsame Dichte von
(&27 ﬁgﬁﬁ) ist

<

F@2 1g,52) = F(02 Tig) f(62) = F(0P) f(Tig | 0°) f(G2).

Die drei empirischen Effizienzmengenkonstanten sind gegeben durch A= ﬁg/&\g, B= 1;2 +
72/5% und C = 1/52.
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Aus Satz 4.1.1 folgt, dass die gemeinsame Verteilung von (122,/79,83) allein durch die
wahren Effizienzmengenkonstanten (12, fg, 0‘2) und m und n bestimmt wird. Insbesondere
werden die wahren Parameter g und 3 nicht bendtigt, um die empirischen Effizienzmen-
genkonstanten zu berechnen. Mdchte man also (wz,ﬁg,?f\;) simulieren, so geniigt es, die
wahren Konstanten zu spezifizieren und Realisationen der drei unabhéngigen Zufallsvaria-
blen s,q und x zu generieren. Diese Methode ist vor allem fiir grofse n und m einfacher
und schneller als die Bestimmung von (A\, B , 6) mithilfe der empirischen Parameter g und
3. Fir die zweite Methode bendtigt man entweder historische Renditen, die man gege-
benenfalls selbst generieren muss, oder man simuliert Realisationen von g und S mittels
(3.2) und (3.3). Die Berechnung der empirischen Effizienzmengenkonstanten hiangt somit
von n und m ab und kann sogar die Kenntnis der wahren Parameter p und X verlangen.
Somit liefert Satz 4.1.1 eine effiziente Methode zur Simulation der empirischen Effizienz-
mengenkonstanten. AuRerdem ergibt sich aus dem Satz, dass (¥2, fiz) und 83 unabhangig
sind.

Neben der gemeinsamen Verteilung der Effizienzmengenkonstanten sind fiir ihre Unter-
suchung auch ihre Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen von Bedeutung. In den
folgenden beiden Lemmata von Kan und Smith (2008) werden diese Parameter sowie un-

verzerrte Schitzer der wahren Konstanten vorgestellt.

Lemma 4.1.2 Die Erwartungswerte von A\, B und C sind

- A ~ B ~
p[i]= " E[B]:M, EM:L'
n—m—2 n—m-—2 n—m—2
Die unverzerrten Schdatzer fir A, B und C sind
~ —m—2A4 =~ —m—2)B— ~ —m—2)C
Au:(n m )’ Bu:(n m—2) m’ Cu:(n m )C"
n n n

Die Kovarianzmatriz von A\, B und C ist gegeben durch

w2 (BC+ (522) 0+ (25, 42)

Var (E) = (n—m— 1)(;—m—2)n(nm—2m—4)
Var (E) = 271(23_2 ;2_(2);2 (_mer—Q ZJ)B)

~ 20?2
Var (C) = (n—m _22)2(67; —m—4)

~ = 2n2AB +2(n — 2)nA
Cov (A’B) B (n—m—2)2(n—m —4)

~ A 2n2AC
Cov (A’C) B (n—m—2)2(n—m —4)

S\ 207 (BO+ (%2) C + (n—m —2)A%)
COU(B’C>  (n=-m—-1)(n-m-2)2(n-—m—4) "
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Lemma 4.1.3 Die Erwartungswerte von 121\2, g und 6\3 sind

2
~1  m—1+ny? L o1 (n—m)og
E [¢ } T T —m—1 Elug] = pg, FE [Ug] = n .
Die unverzerrten Schiétzer fiir 12, g und 03 sind
n ~2
~ (h=—m—-1)*—(m-1) ~ a2 no
¢u = 0 y Mgu = Hg’ O'gu = n 7ng

Die Kovarianzmatriz von 42, Lg und 6\3 st gegeben durch

209" +2(n — 2)(m — 1 + 2ny?)
Var (%) = (mi—m—12(n-m-3)
2) _ 9) 52
var(ry = U2
Var (32) = 72(71 ;;n)a‘;l

Cov (W,ﬁg) = Cov (J{&g) = Cov (ﬁg,ﬁg) = 0.

4.2. Die vier Minimum-Varianz-Kurven

Fiir die Untersuchung der Auswirkung der empirischen Schétzung von p und ¥ auf die
Annéherung der Minimum-Varianz-Kurve sind vier verschiedene Kurven von Bedeutung,
die in diesem Abschnitt vorgestellt und im Folgenden néher untersucht werden.

Aus Satz 2.2.4 ist bekannt, dass das Risiko des Minimum-Varianz-Portfolios, das eine
bestimmte erwartete Zielrendite u. liefert, gegeben ist durch

Cu? —2Au, + B

02 (,U*) - BC—AQ = (M*?l) M_l (”*71>T7

wobei M die Matrix mit den Effizienzmengenkonstanten ist, die in (4.1) definiert wird. Mit
den alternativen Effizienzmengenkonstanten (12, ,ug,ag) liisst sich o2(u.) auch schreiben
als

1,2 _ gk 2, Mg

o2 () = UZM* 2 2#*‘“# + o'§ B (13 = 2pgpn + ogp* 4 p2 2. (11x — 19)*
M) = (¢2 ) E] - )2 — Yg 1/)2 :

o2 ) o2 ol

g g

Im Folgenden wird
2
Ui . 03 + M (4.3)

als wahre Minimum-Varianz-Kurve bezeichnet, da sie mit den wahren Parametern p und
3 bzw. mit den sich daraus ergebenden Effizienzmengenkonstanten bestimmt wird. Das p
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im Index von 012; bezieht sich auf die englische Bezeichnung population minimum-variance
frontier, die Kan und Smith (2008) fiir diese Kurve verwenden.

Da die wahren Parameter g und ¥ in der Praxis unbekannt sind, werden sie typischer-
weise durch ihre empirischen Schétzer ersetzt. Lost man das Minimum-Varianz-Problem
mit diesen Schétzern, erhélt man analog zu (4.2) die Losung

W= (m )M (1, 1)" (4.4)

M- (2 4).
A C
Da man keinerlei Kenntnis iiber das wahre Risiko X3 besitzt, ldsst sich das Risiko eines
empirischen Minimum-Varianz-Portfolios in Abhéngigkeit von p, anndhern durch

mit

N o Cu2 —2Au, + B — R . —Tig)?
2 — M A,U/ + :(M*,l)Mil(,U/*,l)T:(Tz—FM.

P D g e (4.5)

Diese Varianz wird auch als in-sample Varianz bezeichnet, da sie allein auf Grundlage der
Stichprobe, also der historischen Renditen, bestimmt wird. Im Folgenden wird (4.5) als
empirische Minimum-Varianz- Kurve bezeichnet.

Mit dem Erwartungswert von o5, 02 = E[02], lisst sich die durchschnittliche Lage der
empirischen Minimum-Varianz-Kurve zur wahren Kurve bestimmen. Diese Kurve wird als
mittlere empirische Minimum-Varianz-Kurve oder in-sample Kurve bezeichnet.

Die vierte Kurve ist die out-of-sample Kurve. Mit ihr ldsst sich untersuchen, wie ein
empirisches Minimum-Varianz-Portfolio unter den tatsichlichen Gegebenheiten im Mittel
abschneidet. Die out-of-sample Parameter sind die Zufallsvariablen

ﬁp — {A\/*T[,l,, a:g — A*TEV/S\/*,

also die erwartete Rendite und das Risiko, die ein empirisch geschatztes Minimum-Varianz-
Portfolio mit den wahren Parametern liefert. Mit ihren Erwartungswerten

wo= B, o=E[7] (4.6)

Sp
erhélt man schlieflich die out-of-sample Kurve. Fiir Investoren ist diese Kurve besonders
wichtig, da sie eine realistische Prognose der out-of-sample Performance eines empirischen
Minimum-Varianz-Portfolios bietet.

Der folgende Satz fasst die vier Kurven, die in den folgenden Abschnitten analysiert
werden sollen, noch einmal zusammen.

Satz 4.2.1

e Die Beziehung von p zu 012) wird als wahre Minimum-Varianz-Kurve bezeichnet.

e Die Beziehung von py zu 3]27 wird empirische Minimum-Varianz-Kurve genannt.
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o Die Beziehung von . zu 5723 = E[&g] st die mittlere empirische Minimum-Varianz-

Kurve oder in-sample Kurve.

e Die Beziehung von B, = E ) zu gf) =F [53], wobet (1, und 5}2, die out-of-sample
erwartete Rendite und das out-of-sample Risiko des empirischen Minimum-Varianz-
Portfolios sind, heifit out-of-sample Kurve.

4.3. In-sample Performance von empirischen
Minimum-Varianz-Portfolios

4.3.1. Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve
Mit e — 1
§="r_ "9 4.7
- (47)

lasst sich das Risiko (fg anstatt durch (¢, g, 03) auch durch (12, 03, 0) beschreiben, denn
durch Umformen von (4.3) erhdlt man

2 2 52
o, =0y (1 + ¢2> .
Satz 4.3.2 zeigt, dass die Verteilung von 31% durch (22, Ug, d) und m und n bestimmt wird.

Dem Beweis des Satzes dient das folgende Lemma. Dessen Ergebnisse werden auch fiir
spétere Sitze bendtigt.

Lemma 4.3.1 Sei X = X3 (f,1) und W = NS85 "3. Weiterhin sei Q € Rmx*(m=2)
eine Matriz mit orthonormalen Spalten, die orthogonal zu X ist. Auflerdem sei

w=2"(G1)M ! (u,1)" (4.8)

mit M = (B, 1)T="Y(11,1). Dann ist die out-of-sample erwartete Rendite [i, eines Mini-
mum-Varianz- Portfolios mit erwarteter Zielrendite u, gegeben durch

fp = ‘/"\"*Tﬂ' = fip + (ps, 1) (XTW?lX)_l (XTW71Q) QTziéllf

mit
fip = v (4.9)
und die out-of-sample Varianz des Portfolios ist gegeben durch
5’3 = wlizw*
. _ -1 _ _ _ -1
= o2+ (1, 1) (XTWTIX) T (XTWTQ) (QTWX) (XTW!X) ™ (i, 1)

mit .

52 = (e, hYM ! (1, 1) = W' Ew (4.10)

(vgl. Kan und Smith (2008)).
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Die Verteilung der in-sample Varianz 312) wird im folgenden Satz von Kan und Smith (2008)
vorgestellt.

Satz 4.3.2 Sei u ~ x2,_; (n¢?),v ~ x2_,.1 und § ~ N (y/nd,1), wobei u,v und §
unabhdngig voneinander seien und 0 in (4.7) definiert wird. Fir ein empirisches Minimum-
Varianz-Portfolio mit erwarteter Zielrendite s ist die Verteilung der empirischen Varianz
3% gegeben durch

=2

7pY

3

mit

Nach Satz 4.3.2 hiangt die Verteilung der in-sample Varianz 812) von den wahren Para-

metern (1?2, 03, 0) und von m und n ab. Wie die wahre Minimum-Varianz-Kurve ist auch
die empirische Kurve eine quadratische Funktion in .. Bei 6'12) handelt es sich um das Ri-
siko eines Minimum-Varianz-Portfolios unter der Annahme, dass X bekannt ist. Dies folgt
direkt aus der Darstellung 6’% = w!'Ew aus Lemma 4.3.1. (}g ist also eine Funktion in pu,
was sich auch daraus herleiten lasst, dass die Zufélligkeit von 63 als Funktion in ¥ und w,
die wiederum beide Funktionen in g sind, allein von g stammt. Da jedoch auch das Risiko
der Assets unbekannt ist, wird diese Unsicherheit in /0\12, durch die Zufallsvariable v beriick-

sichtigt, deren Zufalligkeit nach dem Beweis von Satz 4.3.2 von S stammt. Letztendlich
nimmt die Schwankung von 3]2) mit wachsendem n ab, da fiir steigende Werte fiir n auch
die empirischen Schétzer als Maximum-Likelihood-Schétzer der wahren Parameter immer
besser werden. Fiir eine Simulation der empirischen Minimum-Varianz-Kurve miissen nach
Satz 4.3.2 lediglich (2, ug, 03) spezifiziert werden, womit Realisationen der Zufallsvariablen
u, v und y generiert werden konnen, mit denen man schliefslich (/7\3 bestimmen kann. Damit
lassen sich meist aufwéindigere Berechnungen umgehen, bei denen zunéchst aus m mal n
Daten von vergangenen Renditen g und 3 bestimmt werden miissen, um mit diesen Schét-
zern Minimum-Varianz-Portfolios zu ermitteln. Noch bedeutender ist jedoch, dass nach
Satz 4.3.2 die Verteilung von 812, zwar von den wahren Effizienzmengenkonstanten, nicht
aber von den wahren Parametern g und ¥ abhingt, sodass die Verteilung der in-sample
Varianz jeweils fiir alle (p, 3)-Kombinationen giiltig ist, mit denen man die entsprechenden
Werte der Effizienzmengenkonstanten erhélt.

Fiir die Bestimmung des Erwartungswerts und der Varianz von 5>

5, sowie fiir einige spétere
Ergebnisse fithren Kan und Smith (2008) das Integral

2 1 w20— —
¢:”;f’/ M R g iy m > 2 (4.11)
0

ein. Man erhélt dieses Integral aus der konfluenten hypergeometrischen Funktion:

Lemma 4.3.3 Firm > 2 gilt

2

e "% m—1 m+1 ny? ni? m+1 ny?

¢:7w 1F1 ) ) v = i 151 1,7;—7w . (4.12)
m—1 2 2 2 m—1 2 2
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Mit den Ergebnissen aus dem folgenden Lemma von Kan und Smith (2008) kénnen

schlieflich der Erwartungswert und die Varianz von 3]% bestimmt werden. Im Lemma
ist z die im Beweis von Satz 4.1.1 definierte Zufallsvariable, also z = \/ﬁPTZ_%ZZ ~
N(p,,I,—1) mit p, = \/ﬁPTE_%u und 'y, = nap?. Dabei ist P € R™*(m~1) ¢ine Ma-
trix mit orthonormalen Spalten, die orthogonal zu »-31 sind. Auferdem ist u = 27z ~

x2,_1(n?), was im Beweis von Satz 4.1.1 hergeleitet wird.

Lemma 4.3.4 Fiir die Zufallsvariable z gilt

E [lez = % fiir m > 3, (4.13)
L] . m-ne-mP-¢)+2

(z72)°] 2(m — 3)(m — 5) fiir m > 5, (4.14)
r [ZzTTl; = ¢ firm>2, (4.15)

p | owl-9) 6
(2T2)?]  2m-3) 2 fiirm > 3, (4.16)

E (ZT'uz)T _ 2 ..
2l | np® — (m—2)¢  firm > 1, (4.17)

T 27

((Tu)> _ - 2)p nw(% ?% ) mes (ws)

Damit konnen nun der Erwartungswert und die Varianz von Eg bestimmt werden. Sie
werden im folgenden Satz von Kan und Smith (2008) vorgestellt. Fiir den Satz werden 63
aus Satz 4.3.2 sowie 0 = (i« — 1g)/04 aus (4.7) benotigt.

Satz 4.3.5 Die erwartete in-sample Varianz eines empirischen Minimum- Varianz-Portfo-
lios mit erwarteter Zielrendite p, existiert genauw dann, wenn m > 3 ist. Ist dies erfillt, so
ist der Erwartungswert von 3]% gegeben durch

= — 1
2 =E[5] = <"m+> E[+2], (4.19)
n

wobei E[57] = 02(14 hE[u™"]) mit h = né* + 1 ist. Weiterhin existiert die Varianz von o,
genau dann, wenn m > 5 ist. Ist dies erfiillt, so ist die Varianz von Eg gegeben durch

R (n—m+1)((n—m+3)Var (62) + 2E [65]2

Var (63) - (ozmes )

wobei Var(ég) = 03((112 +4h — 2)E[u?] — (hE[u™1Y)?) ist. E[u™!] und E[u~?] sind in
(4.13) und (4.14) gegeben.
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Der Erwartungswert von 312) gibt Aufschluss iiber die durchschnittliche Lage der em-
pirischen Minimum-Varianz-Kurve, wihrend die Varianz angibt, wie stark die empirische
Minimum-Varianz-Kurve um diese mittlere Kurve streut. Nach Satz 4.3.5 erhélt man EIQD,
wenn man das mittlere Risiko eines Minimum-Varianz-Portfolios unter der Annahme, dass
3 bekannt ist, um den Faktor (n —m + 1)/n verringert. Je kleiner das Verhéltnis n/m ist,
umso kleiner ist der Erwartungswert von 812, im Vergleich zu dem von 6’12,.

Wie in der Simulationsstudie in Kapitel 5.3 gezeigt wird, liegt die in-sample Kurve stets
links von der wahren Minimum-Varianz-Kurve. Je weiter man sich vom globalen varianz-
minimalen Portfolio entfernt, umso schlechter ist die Anndherung an die wahre Kurve
bzw. umso hoher ist die Schwankung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve. Kan und
Smith (2008) identifizieren den Bias des Schiitzers 1/1? von 1/1? als Hauptursache fiir die
starke Schwankung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve. Aus diesem Grund schlagen
sie einen verbesserten empirischen Schétzer der Minimum-Varianz-Kurve vor. Da sie je-

doch keinen unverzerrten Schétzer 1 /123 fiir 1/1)? fanden, mit dem man den unverzerrten
Schatzer R
32:L?§+i (1 _ﬁ)Q_M
POm—m g2 e n—m

fiir 012) bilden kann, haben sie den Schétzer

I nfozunigkl (1-— u)mT%du
{b\g 2Zn—72n—1 (1 . z) 'm2—3

mit z = 1/(1 4+ 122) fiir 1 /% gewihlt, der einen geringeren Bias als 1/122 aufweist. Der
Erwartungswert von 1/12 ist nach Kan und Smith (2008)

2
1] 1—er
V2 v

Mit 1/ 1;2 lasst sich der verbesserte Schétzer

~2 ~2 ) ~2
no 1 oZ(1+ no
3§a: J_ 4 max <7:Z;2 ((M*—ﬁg)Q— 1+ )) g )

n—m n—m
a

fiir af, definieren, wobei beriicksichtigt wird, dass der Schétzer nicht negativ sein kann. Falls
s —1a)2 =321+ 02)/(n—m)) /2 > —ng2/(n—m ist, besitzt 52, den Erwartungswert
,U, ﬂg g a g pa g

", L (<u*—ﬁg>2—w)]

n—m Q]/Z)\ig n—m

E [aga] = E

1 1 32(1 4 4?)

2 ~ 2| 72 g )
= EF|FE|—(us — ‘ - F — ‘

og + 7 (1 — Iig)~ | 2 onm (0

_ 2R 1 2 o , 03(14—@2) U;E 1+ 92
= O'g+ jg My — M*Mg"i‘ﬂg‘i‘ —; {p\g
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nwz
1—e 2
- USH”*_“Q)Q'W = 07— (e — pg)’e” 2, (4.20)

sonst ist der Erwartungswert gleich null. Da von dem wahren Risiko 012, des Minimum-

2

Varianz-Portfolios der Term (. — ,u,g)Qe_% abgezogen wird, ist Ega im Mittel kleiner als 0'12).
Je naher die erwartete Zielrendite an der erwarteten Rendite des globalen varianzminimalen
Portfolios liegt, umso geringer ist die Abweichung des geschitzten vom wahren Risiko.
Zudem wird mit wachsendem n die Annédherung der wahren Minimum-Varianz-Kurve durch
81%(1 im Mittel immer besser. Dass 3]2),1 im Schnitt tatséchlich besser abschneidet als 33, ist
in der Simulationsstudie in Kapitel 5.3 zu sehen. Allerdings ist die Schwankung von 312,a
hoher als die von 6'\1%.
4.3.2. Verteilung der Gewichte eines empirischen

Minimum-Varianz-Portfolios

Nach (4.4) lassen sich die Gewichte eines empirischen Minimum-Varianz-Portfolios darstel-
len als R .
% =87 (3, 1) M (1)

Aufgrund der Zufilligkeit der Schitzer fi und 3 handelt es sich auch bei W* um eine Zufalls-
variable. Deren Verteilung wird im folgenden Satz von Kan und Smith (2008) vorgestellt.

Satz 4.3.6 Sei M = (f,1)"S71(1,1), 62 = (ju, M (1, 1), x ~ N (02, o),
T~ X?’L—m—l—Q und Q € R™*(m=2) ¢ine Matriz mit orthonormalen Spalten, die orthogonal zu

»3 (m, 1) ist, und seien x,7 und @ unabhdingig voneinander. Die Gewichte des empirischen
Minimum- Varianz- Portfolios mit erwarteter Zielrendite p. konnen dargestellt werden als

O'pX
~1
r2

Wr=w+ N 2Q (4.21)

mit w = X7, )M (i, 1)T. Wenn m > 2 ist, existiert der Erwartungswert von W*,
der dann gegeben ist durch
E[W'] =wy+o(w" —wy),

wobei w* die Gewichte des wahren Minimum-Varianz-Portfolios sind, ¢ das in (4.11) defi-
nierte Integral ist und w, = £711/(172711) die Gewichte des globalen varianzminimalen
Portfolios sind. Weiterhin existiert die Kovarianzmatriz von W*, wenn m > 3 ist, die dann
gegeben ist durch

e n—m-—1 1—-¢ o E[(}Q} 050
Vertv) = <<n_m> %l <2<m_3> - 2n¢2> M e

+ ((”;fﬁl) (e L) (1 <mn;;>¢)) .
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wobei h = nd? +1 ist, E[éz] in Satz 4.8.5 definiert wird und 3, und 3y, gegeben sind durch

117!
Y, = »1- 2 =
1Tx-11
S (1 = pgl) (p — pgl)" T

(b — )" =71 (1 — 1)

Da nach Kan und Smith (2008) das Integral ¢ fir m > 3 nur Werte zwischen 0 und 1
annimmt, liegen die Gewichte des empirisches Minimum-Varianz-Portfolios im Mittel zwi-
schen den Gewichten des globalen varianzminimalen Portfolios und des wahren Minimum-
Varianz-Portfolios. Je grofser ¢ ist, umso néher liegen die geschétzten Portfoliogewichte im
Durchschnitt an den Gewichten des wahren Minimum-Varianz-Portfolios.

3, =

4.4. Out-of-sample Performance von empirischen
Minimum-Varianz-Portfolios

Bei der Untersuchung der in-sample Performance wird lediglich die Verteilung von 3;2) be-
trachtet, da die Gewichte w* des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios stets so be-
stimmt werden, dass fiir den in-sample Erwartungswert W7 i = pu, gilt und dieser somit
keine Zufalligkeit aufweist. Dagegen sind bei den out-of-sample Parametern sowohl die Va-
rianz 53 = wTEW* als auch der Erwartungswert i, = W*T p aufgrund der Zufilligkeit
von w* zufillig. Daher werden in diesem Abschnitt die Verteilung und die Momente beider
Variablen hergeleitet.

Satz 4.4.1 Seien T ~ N(0,1), ¢ ~ X2 5, T ~ X2 _pios U ~ X209, § ~ N(y/nd,1)
und Z ~ N(y/n, 1) und seien diese Zufallsvariablen unabhdingig voneinander. Sei weiter
w=2z2+u~ x3_1(n?) und t= %/?% Der out-of-sample Erwartungswert und die out-of-
sample Varianz des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios mit erwarteter Zielrendite i,

lassen sich darstellen als
- . E~+ A 7
= Og— o, | —
Hp = Hg g u@/ P\

_ 2 4q
aﬁzﬁ(l—i— ~q>’

T

N|=

und

wobei 572 in Satz 4.3.2 definert wird (Kan und Smith (2008)).

Aus dem Beweis von Satz 4.4.1 geht hervor, dass u,y und z Funktionen in i sind,
wahrend es sich bei Z,¢ und ¥ um Funktionen in 3 handelt. Die out-of-sample erwartete
Rendite setzt sich zusammen aus der erwarteten Rendite des globalen varianzminimalen
Portfolios 14, dem Term o,z/uy, dessen Zufélligkeit allein von g stammt, und dem Term

w(fp(ﬂ/u)%f, dessen Zufilligkeit sowohl von g als auch von S herriihrt. Falls ¥ bekannt
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und p unbekannt ist, entfallen fiir s, und 512) die Terme mit z,q und 7, sodass fiir ihre
Verteilungen dann

~ Z .
Hp = Mg+"¢0gay7
g, = &

gilt. Daran ist zu erkennen, dass sich die Unsicherheit von S auf die Unsicherheit der out-
of-sample Parameter iibertragt. Allerdings sind diese Auswirkungen fiir 11, im Mittel gleich
0, da ¢ unabhéngig von 7,7 und u ist und E[%V] = 0 ist. Das Schiitzrisiko von ¥ erhoht die
out-of-sample Varianz 67 stets um den Faktor 14 (2 4 §)/7, was sich negativ auf die out-
of-sample Performance des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios auswirkt. Falls nun
umgekehrt g bekannt und 3 unbekannt ist, gilt mit den Definitionen der Zufallsvariablen
aus dem Beweis von Satz 4.4.1 und mit (4.27)

Vf, = wilXw = 012),

1 1 A2
w = zlz = nutE2PPTE2p = n <B — > = ny?,

C
- Vs ValTES e npe /A

v Og VC B Og VG

_ zip, nuTE_%PPTE_%u B n(B—%2) omy?

N vni N
2

u = u—z° = 0,

sodass sich die Verteilungen von f, und 52 vereinfachen zu
n?/ (V) (Vo yRAY A
nd)g Jg \/5 :LLg Hox C s

~2 o~
~9 2 7 +q
1 — .
op oy < + = >

Hp = pg+ oy,

Die out-of-sample erwartete Rendite entspricht der erwarteten Zielrendite u,, wenn p be-
kannt ist. Lediglich die out-of-sample Varianz ist in diesem Fall zuféllig.

Mit den Erwartungswerten von i, und 512) lassen sich die durchschnittliche out-of-sample
erwartete Rendite und Varianz eines empirischen Minimum-Varianz-Portfolios identifizie-
ren. Thre Erwartungswerte sowie die Kovarianzmatrix von (fi,, 02, 52) werden im folgenden
Satz von Kan und Smith (2008) vorgestellt.

Satz 4.4.2 Die mittlere out-of-sample erwartete Rendite des empirischen Minimum-Va-

rianz-Portfolios mit erwarteter Zielrendite p, existiert genau dann, wenn m > 2 ist. Ist
dies erfillt, so ist der Erwartungswert von f, gegeben durch

t, = Eip] = p = (1= &) (1 — p1g), (4.22)
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wobei ¢ in (4.11) definiert wird. Weiterhin existiert die erwartete out-of-sample Varianz
des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios genau dann, wenn m > 3 ist. Ist dies erfiillt,
so ist der Erwartungswert von '&g gegeben durch

2= B[] = (”‘Q)E[ﬁg]. (4.23)

n—m

Des Weiteren existieren Var(fi,) und Cov(fiy, o2

p) genau dann, wenn m > 3 ist, und
Var(&zz,) existiert genau dann, wenn m > 5 ist. Falls sie existieren, sind die Varianzen

und die Kovarianz gegeben durch

V2B [52] - % (E {(z:g;f] +hE [(fTT")QQD 2 [(ZT“Z)Q

Var (pp) = +-1E

n—m n (272)”
—¢% (s — :ug)2 ’
oy n—2 B gy, 2Am—2)E [63]2
Var (5,) = (n—m)(n —m —2) ((n 4)Var (5,) + " m )
. 7T _
Cov (fip,0,) = p— 7”211 (b — 1g) 05 ((h +2)F (ZTZ;Q B h¢n§1_ 3¢)> )

wobei E|(z"'1,)?/(2"2)], E[z" 1,/ (z"'2)?] und E[(z"n,)?/(z'2)?] in Lemma 4.3.4 und h,
E[éz] und Var((‘)'g) in Satz 4.3.5 bestimmt werden. Die Kovarianzen zwischen der in-sample
Varianz 2 und ji, bzw. 62 sind gegeben durch

(= D) o (7, 52).

Cov (52,52) — <<”‘m“>(”‘2)>vm(&g).

L n(n —m)

Cov (i, 7,) =

Ein Investor, der ein effizientes Portfolio halten mochte, von dem er eine bestimmte
Zielrendite p, > pg erwartet, und fiir die Ermittlung der Portfoliogewichte die erwartete
Rendite und das Risiko empirisch schétzt, wird nach Satz 4.4.2 mit seinem geschétzt effi-
zienten Portfolio im Mittel eine erwartete Rendite erhalten, die niedriger als ., ist. Dies
folgt daraus, dass 0 < ¢ < 1 fiir m > 3 ist, sodass nach (4.22) die mittlere out-of-sample
erwartete Rendite zwischen 1y und g, liegt. Dabei liegt sie umso néher an der erwarteten
Zielrendite, je hoher ¢ ist. Die mittlere out-of-sample Varianz entspricht dem mit dem Fak-
tor (n —2)/(n —m) vergrokerten Erwartungswert des Portfoliorisikos, wenn 3 bekannt ist.
Je kleiner das Verhéltnis n/m ist, umso grofer wird der Faktor. Die Umformung

2129: n_QE[f}ZQ;]: (n—2)n 2
n—m (m=—m)(n—m+1) 7

mittels (4.19) ermoglicht den direkten Vergleich der in-sample mit der out-of-sample Va-
rianz. Aufgrund des Faktors (n — 2)n/((n — m)(n — m + 1)) ist die out-of-sample Varianz

46



Kapitel 4. Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve

im Schnitt hoher als die in-sample Varianz. Je kleiner die Differenz zwischen n und m ist,
umso grofker wird der Faktor, um den die mittlere out-of-sample Varianz die mittlere in-
sample Varianz iibersteigt. Dies hat zur Folge, dass das Risiko eines empirischen Minimum-
Varianz-Portfolios im Mittel grofer sein wird als von der in-sample Kurve vorhergesagt.
Der Grund dafiir, dass die out-of-sample erwartete Rendite eines empirischen Minimum-
Varianz-Portfolios kleiner als seine in-sample erwartete Rendite und seine out-of-sample
Varianz grofser als seine in-sample Varianz ist, liegt darin, dass bei der Bestimmung der
Portfoliogewichte durch Losen des Minimum-Varianz-Problems mit empirisch geschatzten
Parametern Assets, deren erwartete Rendite iiberschétzt bzw. deren Risiko unterschétzt
wird, mit einem zu hohen Gewicht in das Portfolio eingehen. Dadurch erhilt das Portfolio
eine hohe in-sample erwartete Rendite und eine niedrige in-sample Varianz. Da aber die
iiberbewerteten Assets zu stark und die unterbewerteten Assets zu gering gewichtet werden,
fallen die out-of-sample Parameter des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios dagegen
weniger optimistisch aus als ihre in-sample Pendants.

Als Schétzer fiir K, und g]% sind die in-sample Parameter somit nicht gut geeignet. Der

folgende Satz von Kan und Smith (2008) liefert dafiir die unverzerrten Schétzer von 1,

2
und ford

Satz 4.4.3 Die unverzerrten Schétzer von K, und Q]% sind gegeben durch

~ m—3 ~ .
Ihpy = e — —————————— (s — 14 fir m >3
e (n—m+1)1/)2( )
und )
52 = (n=2)n G2 firm > 5.

P (n—m)((n—m+1) 7

Da die erwartete Zielrendite p, als Schétzer fiir die mittlere out-of-sample erwartete
Rendite zu hoch ist, wird sie nach Satz 4.4.3 gegen [i; geschrumpft, um einen unverzerr-
ten Schétzer fiir K, Zu erhalten. Weiterhin wird die in-sample Varianz durch den Faktor

(n—2)n/((n —m)(n —m + 1)) vergrokert, da o5 als Schitzer fiir ¢ im Mittel zu optimis-
tisch ist.

4.5. Beweise

Beweis von Satz 4.1.1

Definiere die beiden Matrizen

M - (@13 (@), (4.24)

—~

T el B A

47



Kapitel 4. Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve

Fir
1 A 1 N
A 5_ A2 0 B_A2 L _Hg
M-l — 1 CA —AA _ B-% ¢ 57%2 _ 2 2
Bo-a\-A B) | i 1 (BOm)e b s, B
c E_%P C(BC-A?) P2 9 g2

gilt nach Theorem 3.2.11 von Muirhead (1982) unter der Annahme, dass i gegeben ist,
M~ W, (n —m+ I,M_l/n) .
Um die Matrix M_l/ n geeignet umzuschreiben, definiere die beiden Zufallsvariablen

17’s"1n
y— \/ﬁfcu €R und z— APTE 3hc R (4.26)

Dabei sei P € R™*("=1) ¢ine Matrix mit orthonormalen Spalten, d.h. es gilt PTP =1,,_;.
Die Spalten von P seien orthogonal zum Vektor »3 1, es gilt also PTY 31 = 0,,—1, wobei
0,,,—1 der (m—1)-dimensionale Nullvektor sei. Nach Koecher (2003) bilden die Spalten einer
reellen m x m Matrix H genau dann eine Orthonormalbasis des R™, wenn H'H = I,,, oder

dquivalent dazu HH? = I, ist. Somit bilden die Spalten der Matrix (P, 27%1/\/6) eine
Orthonormalbasis des R™, da

_1N\T _1 T TE 31
(PE;) (pzﬂ PP PTREN) g
NS, NS, 17x "3 17311 m
v

wegen 172711 = C gilt. Dies ist nach Koecher (2003) #iquivalent zu

»31 s—31\" »:11783
(P, ) <P > PP+ == " -1, (4.27)

e Vel C

Die Zufalligkeit von y und z in (4.26) stammt allein von g, bei dem es sich nach (3.2) um eine
N (p, X /n)-verteilte Zufallsvariable handelt. Somit sind y und z ebenfalls normalverteilt.
Fiir ihre Erwartungswerte gilt

_oVlET L VRA g g
E[y] - \/5 E[H]— \/6 _\/ﬁo_g 09_\/50_9 _-My7

Elz] = VaPTS 1B[E] = P S i = p,
und fir ihre Varianzen
o\ e 1 _ _
Var(y) = 1" War(@e'1= 12 'En 1 =1,

C
Var(z) = nPTS 2Var () S P =PTX 28X 2P =1, ;.
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Also ist

y~N(uy,1) und z~N(p,,Ln1).
Wegen p ~ N(p,X/n) und \/ﬁlTZ_l/\/éE/n\/ﬁZféP = 0l , sind y und z nach
Satz C.1.3 im Anhang unabhéngig voneinander. Mit diesen beiden Zufallsvariablen und
mit (4.27) gilt nun

Ty—17
n1Ts g = \/nC’X/ﬁlxriu =vnCy

und

C

nple11172- 1
C

1 1
N »2117%2 ~
gl S 1 = npfs—s (PPT + H) ) OREI

= np’E :PPTS 2p +

= zlz+ y2.
Damit kann nM geschrieben werden als

M — np'S'n npte 11\ (v 4+u VnCy
S\ n1TElp o pn1Ty 1 vnCy nC )’

wobei u = 27z ist. Wegen z ~ N (p,,L,—1) ist u nichtzentral y?-verteilt. Der Nichtzentra-
litdtsparameter p! . ldsst sich mithilfe von (4.27) berechnen. Es gilt

plp, = np'S3PPTS 3p

_1 Te—4i
s (Im_z 51178 2>2é”

C
TS —1917Tv -1
_ nuTE_lu—nu DI B D Y7
C
2
= n(B—‘é) = nyp?. (4.28)

Also ist u ~ x2,_; (ny?). Die Inverse von nM ist

M1 1 nC  —v/nCy
n (y?2 +u)nC —nCy2 \—vnCy 3> +u

1 __ Y 1 _ \U/gy
C u nu
- ( “ yxg¢UU> - (_ o (1 ) (4.29)
nCu nCu Vnu on u

Mit Theorem 3.2.10 und Korollar 3.2.6 von Muirhead (1982) gilt unter der Annahme, dass
u gegeben ist

1 —~
== M} ~ Wi (n—m+1,1/u) (4.30)
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und
_ N
5 =My — My (Mﬁl) My ~ Wi (n—m,o5/n) (4.31)

und dass 92 und 83 unabhéngig voneinander sind. Aus (4.30) folgt v = u/ P2 ~ X2 _mi1- Da
die unbedingte Verteilung von v der auf u bedingten Verteilung entspricht, ist v unabhéngig
von u. Deswegen ist 92 = u/v =: s nichtzentral F-verteilt, also

(m - 1)mu,1 m—1 9
e = * t * ~ F — —_
m—m+1)—t n—m+1 0 T T m+1 (n9°%)
bzw. .
m p—
V=5~ e L RS (nap?) . (4.32)

Aus (4.31) folgt 83 = agq /nmit ¢ ~ x2_,, und s und ¢ sind unabhiingig voneinander. Unter

der Annahme, dass ﬁﬁl bzw. 1//1\2 gegeben ist, gilt nach Theorem 3.2.10 von Muirhead (1982)
auferdem

N |
fg = —M;ll (Mil) ~N (Ugy/\/ﬁ, USiP/n) )
Somit kann i, gegeben 122 geschrieben werden als
R Og (y + ¢y1)
Hg = Ta
wobei 7, ~ A (0,1) unabhiingig von 9?2 ist. Mit z = (y + ¥y, — \/ﬁ’;—z)/(l + 121\2)% kann

man /i, umschreiben als 1
o 1+4%)°
flg = ftg + - o4

Gegeben @52 ist £ wegen y und g7 ebenfalls normalverteilt mit den Parametern

py + VB ] = VnGt /ngt 40— ngt

Elz] = — — 0
1/1_'_,(7b2 1/1_‘_¢2
Var(s) = Var(y) + 1//1\2Var(y1) _ 1+ @2 -1 1

1+ QZQ 1+ 1;2
also z ~ N(0,1). Diese Verteilung ist unabhéngig von s und ¢. Somit ist  unabhéngig von
) ~ N

s und ¢ und o ist unabhiingig von (¥%, 1ig). Gegeben 12 gilt also
Ay ~ N (ug,ag (1 n 122> /n) . (4.33)

Fiir die gemeinsame Dichte von (@ZQ, Lg, 33) gilt schlieklich

F(2 g, T5) = (0%, Tig) 1 (33) = F () £ (T | %) £(5)
mit den entsprechenden Dichten der Verteilungen aus (4.31), (4.32) und (4.33). O
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Beweis von Lemma 4.1.2

Fiir zwei konstante Vektoren e, f € R™ gilt nach Theorem 3.2 von Haff (1979)

E[eTf)_lf: - m (4.34)
B[(e$e) (e757)] = (”: EG;E_‘;‘;gn(iTﬂij‘_li)) (4.35)

n? ((eTE_le) (fT=7) + (n—m—2) (eTE_lf)2>
(n—m-—1)(n—m-—2)(n—m —4)

p|(erse)] -

' (4.36)

n? ((n—m = 3) (7= le) (F7=71f) +2 (7= 71)°)
(n—m-—1)(n—-—m-—2)(n—m—4)

B[(ers10) (51| =
(4.37)
Durch das Ersetzen von e und f durch 1 bzw. 1 kénnen die Erwartungswerte von 121\, B und

C unter Ausnutzen der Unabhiingigkeit von i und & mithilfe von (4.34) - (4.37) bestimmt
werden. Setzt man e = g und f = 1, erhdlt man mit (4.34)

R _ _ E[na"z 1]
E [A} —E [ﬁTE‘ll} —E [E [ﬁTz—H | ﬁ” - __nA
n—m—2 n—m—2

Mit e = f = p in (4.34) folgt fiir den Erwartungswert von B

E [nﬁTz_lﬁ] m + nB

n-m-—2  n—m-—2

U

wobei die letzte Gleichheit gilt, da wegen i ~ N (p, X/n) die Zufallsvariable na’ X'
X%@(RAB )-verteilt ist und somit den Erwartungswert m+nB besitzt. Fiir den Erwartungswert
von C' gilt

E [5} —E [1T§)—11} _m’=" a0

n—-—m-—2 n—-m-—2

Setzt man in (4.36) e = p und f = 1, erhélt man

p[#] - rl(a's )| -5 |p| (@) 4]
E [n2 <(ﬁT§3—1ﬁ> (17S1) + (n—m —2) (ﬁTz—u)Qﬂ

(n—m-—1)(n-—m-—2)(n—m—4)

nCE |ni" S ] 40— m - 2)B [(ﬁTz—uﬂ

(n—m-—1)(n—-—m-—2)(n—m—4)
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Wegen fi ~ N (p, 2 /n) ist auch i’ £~11 normalverteilt mit Erwartungswert p? %711 = A
und Varianz 172713 /n2~11 = O/n. Das zweite Moment einer normalverteilten Zufalls-
variablen ist die Summe aus dem Quadrat ihres Erwartungswertes und ihrer Varianz. Also
ist

m—m-1Dn-m-2)(n-m—-4)  (h-m-1Dn-m-2)(n—m—4)

g [ﬁQ] _ nC(m+nB) +ni(n—m—2)(A2+1C) n?(BC+ =20+ (n—m —2)4?)

Somit gilt fiir die Varianz von A

Var(ﬁ) = E[A\Q}—(E[ﬂf:(n2(BC+”fC+<n_m_2)A2) - n2A2
n2

n—m-—1)(n-m-2)(n—m-—4) (n—m—2)2

BC + 20 4 (<n—m—2>2—(n—m—1><n—m—4>> Az)

n

(n—m-—1)(Mn-m-—2)(n—m—4)
n—2 n—m

(m—m—-1)Mn-m-2)(n—m—4)

Setzt man in (4.35) e = f = p, erhélt man
(7] - p|(@s )| -r|e| (@2 E) |l

E [(nﬁTZ_lﬁ)z] B (m +nB)* +2(m + 2nB)

(n—m—2)(n—m —4) (n—m—2)(n—m—4) "’

wobei die letzte Gleichung gilt, da das zweite Moment einer an(nB)—vertei/l\ten Zufallsva-
riablen gleich (m + nB)? + 2(m + 2nB) ist. Somit gilt fiir die Varianz von B

(n—m—2)(n—m —4) (n—m—2)2
2(m+nB)? +2(n —m — 2)(m + 2nB)
(n—m—2)2(n—m —4)
2m? + 4mnB + 2n%B? 4 2nm + 4n?B — 2m? — 4mnB — 4m — 8nB
(n—m—2)2(n—m —4)
2n2B? + 2nm + 4n’B — 4m — 8nB  2n?B% +2(n — 2)(m + 2nB)
(n—m—2)2(n—m —4) - (n—m—2)2(n—m —4)

Var (E) = F [EQ] — (E [§]>2 _ (m +nB)® + 2 (m + 2nB) (m +nB)?

Setzt man in (4.35) e = f = 1, erhélt man

~ . n2 (17x-11)2 n2C2
E[CQ]:E[(ITE_II)Q]:(n—m(—12)(n—12n—4):(n—m—2)€z—m—4)’
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sodass fiir die Varianz von C gilt

. ~ N n—m—2)n*C? — (n —m — 4)n*C?
vor(€) = B[P - (p[e])" - G ot

2n2C?
(n—m—2)2(n—m—4)

Fiir die Kovarianz zwischen A und B muss zuniichst E[AB] bestimmt werden. Mit e = fi
und f =1 in (4.35) erhélt man

£[a5] = e[ ) (5 )
S LCEROICERNIE

el(os18) (")
(n—m-—2)(n—m—4)
(m+2+nB)nA

(n—m—2)(n—m—4)

Die letzte Gleichheit folgt daraus, dass fiir eine Zufallsvariable y ~ A (u,y,Im) gilt, dass
El(yTy)(y'h)] = (m+2+uguy)(ugh) fiir einen beliebigen konstanten Vektor h ist. Wahlt
many = \/ﬁE_%ﬁ, so gilt mit h = \/ﬁz—%1

B|(nd"='5) (na"571)] = E["y) D)

= (m+2+np" T p)(np" =71
= (m+2+nB)nA.

Also ist
Coo(4.8) = ©[4B] -5 [4] 5[5]
(m+2+nB)nA nA m+nB

m—-m—-2)(n—m-4) n—-m-2 n—m-—2
(n—m—2)(m+2+nB)nA—(n—m—4)mnA — (n—m —4)n’AB
(n—m—2)2(n—m —4)
2n2AB +2(n — 2)nA
(n—m—2)2(n—m—4)

Fiir die Kovarianz zwischen A und C bestimmt man zunéichst E[AC]. Mit e = 1 und f = [i
in (4.35) erhélt man

g[ic] = B[ ) (s )]

- efe[(s ) (57 ) o]
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B[ (n?=1) (ng"z 1))
(n—m-=2)(n—m—4)
nCE {nﬁTE_ll}

 (n-m—-2)(n—m—4)
n?AC

(n—m—2)(n—m-—4)

Somit ist
cor(3.6) = ©[ic] &[4 r[d]

n?AC _ nA nC
m—m-2)((n—m—-4) n—-m-—2 n—m-—2
(n —m —2)n2AC — (n —m — 4)n?AC

(n—m—2)%2(n —m —4)

2n2AC
(n—m—2)2(n—m—4)
Schlieflich gilt mit e = g und f =1 in (4.37)

bfp] - ef(erss) (75)
e[ ) () 4]
E [n2 ((n —m —3) (ﬁTZ_1ﬁ> (17x711) + 2 (ﬁ2_11)2)}
(n—m-—1)(n—-—m-—2)(n—m—4)

n(n —m —3)CE {nﬁTE_lﬁ} +2n%E [(ﬁTZ_ll) 2]

(n—m-—1)(n—-—m-—2)(n—m—4)
n(n—m —3)C (m+nB) + 2n? (A2 + 10)
(n—m-—1)(n—m—2)(n—m —4)

und somit

Cov (B.C) = B[BC|-p[B]£|C]

_ n(n—m-3)C (m +nB) + 2n? (A2—|—%C')_n0(m+nB)

(n—m-—1)(n—-—m-—2)(n—m—4) (n—m —2)2
_ (n=m-2)((n—m—-3)—(n—m—1)(n—m —4))nC (m+nB)
(n—m-—1)(n—m—2)%(n—m—4)

2nC (m + nB) + 2n?(n —m — 2) (A2 + 1C)
(n—m-—1)(n— 4

s
.
S
|
s
|
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2n? (€ + BC + (n— m — 2)A? + =22
(n—m—1)(n—m-—2)2(n—m—4)

2n? (BC + "2C + (n — m — 2) A?)

(n—m-—1)(n—m—2)2(n—m—4)

Dass es sich bei ﬁu, Eu und éu um unverzerrte Schéitzer von A, B und C handelt, 1asst
sich durch die Bestimmung ihrer Erwartungswerte leicht iiberpriifen. O

Beweis von Lemma 4.1.3

Im Beweis von Satz 4.1.1 wurde gezeigt, dass 1//1\2 = u/v mit u ~ x2,_;(ny?) und v ~
X%—m 41 ist, wobei v und v unabhéngig voneinander sind. Der Erwartungswert und das
zweite Moment der nichtzentral x2-verteilten Zufallsvariable u sind

Eu] =m — 14 ny? E[u2] = (m—1+nw2)2—|—2(m—1+2m/)2).
Fiir v gilt

1
(n—m-—1)(n—m—3)

1
n—m-—1

E [v_l} = E [U_2] =

Damit lassen sich der Erwartungswert und die Varianz von 122 berechnen. Es ist

m — 1+ ny?

n—-—m-1"

E|0?| =EW B[] =

m—1+n9?)? +2 (m— 1+ 2n¢?)
(n—m-—1)(n—m—3)

und somit
var () = B[] - (2 [7])
(m—1+nw2)2+2(m—1+2nw2) (m—1+n¢2)2
(n—m—1)(n—m —3)  (n—m—1)?
(n—m—l—(n—m—S))(m—1+n¢2)2—|—2(n—m—1)(m—1+2n¢2)
(n—m—1)2(n—m —3)
2 ((m —1)% +2(m — 1)ny? + n2¢*) + 2(n —m — 1) (m — 1 4 2ny?)
(n—m—1)2(n —m —3)
202yt 4+ 2(m — 1) (m — 14 2n¢?) +2(n —m — 1) (m — 1 + 2n1p?)
(n—m—1)2(n —m —3)
2n* + 2(n — 2) (m — 1 4 2ny?)
(n—m—1)2%(n—m—3) )

Nach Satz 4.1.1 gilt fiir i,

E[ﬁg]:E[E [ﬁg‘TZPH = Hy
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und
Var (gg) = E[Var (ﬁg){b?)}—i—Var (E {ﬁg‘z/p\QD
= F 703 (1;1#2) + Var (pg)
(o) = % ()
(n—m—1+m—1+mp2) _ (n(+¢%) —2) 0]

n—m-—1 n(in—m—1)

S ‘tmqw S ‘lmqto

Aufserdem gilt nach Satz 4.1.1 fiir 6'\3 die Darstellung 83 = ng /m mit g ~ Mit dem

Erwartungswert und der Varianz von ¢,

2
Xn—m-

Elgl=n—-—m, Var(q) =2(n—m),

lassen sich der Erwartungswert und die Varianz von 6\3 bestimmen. Es gilt

oq (n —m)o?
E ~2 —E g — g
[Ug] n n
und ) A A
oy oaq\ oy 2(n — m)ag
Var (O'g) =Var <n> = Var(q)ﬁ ==

Fiir die Kovarianz zwischen ¢2 und Ji, gilt
Cov (0% 7,) = E wg}—E 7| By
8 (7 | 7)) - 2| 22 7 | 7]
o] — B [?] B lu
E

o~ 5[5 = o.

und ¥? bzw. [ig sind die jeweiligen Kovarianzen

E
:E
E

G

Aufgrund der Unabhéingigkeit von 83
ebenfalls gleich null.

Dass es sich bei @/D\g,ﬁgu und Egu um unverzerrte Schiitzer von 1?2, u, und 03 handelt,
lasst sich durch die Bestimmung ihrer Erwartungswerte leicht iiberpriifen. O

Beweis von Lemma 4.3.1

Im Lemma werden X = X732 (,1) und W = nE":BE "2 definiert. Es ist XTX = M,
wobei M in (4.24) gegeben ist, und es gilt W ~ Wy, (n — 1, I). Aufgrund der Un-
abhingigkeit von g und X sind auch X und W unabhéngig. Mit ihnen konnen folgende
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Umformungen vorgenommen werden:

1

1— - 1 _
M= - (@D)'ES @) = () SrmEsisi T (5,1) = XTWOIX
n n n
1 - 1 _
(@) S = (@' Eisisisis iy = XTWOIn iy
n n
und
1 o e ae - 1 e galalelalal
S @ED'EIEET (@Y = (A1) TSRS (51)
= XTw—2X.
Somit gilt
M (3,17 S "y = (XTWIX) T XTW IS oy, (4.38)
MG 1)TSES (@M = (XIFWOIX) T (XTWX) (XTWOIX) T (4.39)

Da Q € R™*(m=2) ¢ine Matrix mit orthonormalen Spalten ist, die orthogonal zu X ist,
d.h. es gilt QTQ = I,,_» und Q'X = 0(m—2)x2, erhilt man mit (X(XTX) 2 ,Q) eine
Orthonormalbasis des R™, denn es gilt
1 1 1
_1 1 Tx\~2 xT T\ "2 Tx\"2 xT
QTX (XTX) 2 QTQ

_ ( I, 02><(m—2)> 1
Om-2)x2  Lm-2) "

Dies ist nach Koecher (2003) dquivalent zu

-

(X (XTX)_% ,Q)(X (XTX)_% QT =xxXTX)"'xT + QQ’ =1,,. (4.40)
Mit (4.40) folgt
XTWIX) T XTW = (XTWOIX) T XTW (X (XTX) T XT + QQT)
= (X"WX) T XWX (XTX) T X7
+(XTW X)) XTW1QQ”
— (XTX)7'XT 4 (XTWIX) T (XTWIQ) Q7. (4.41)
Mit (4.38), (4.41) und (4.4) erhilt man die out-of-sample erwartete Rendite

V/S\/*T ( )T 2—1“

r= (M*vl)
= (1, 1) (XTWX) T XTW IRy
- (/,L*,l)<(XTX) X4 (XTWOIX) T (XTWTQ) QT) B u
(

= fp+ (1) (XTWIX) T (XTW Q) QTS 2 p
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mit
. -1 _1 = 1~ _ ~
fp = (1) (XTX)T X782 = (p, DM (G, 1) S 'p = w'p

und .
w = 2_1 (//)’7 1) M_l (M*a 1)T :

Mit (4.39), (4.41) und (4.4) erhélt man die out-of-sample Varianz

wisw = @m” i-lzﬁ-lm,l)ﬁ—l(u*,lf
ey 1) (XTWIX) T (XTW2X) (XTW X)) (s, 1)
s 1) (XTWIX) T XTW I WX (XTW X)) 7 (1)

1, 1 ((XTX> x7 4+ (XTW—lx)*l (XTW—lQ) QT)

(11, 1) M
(ks 1)
(ks 1)
(b, 1)
% ((XTX)fl xT 4 (XTW_lX)fl (XTW_IQ) QT>T (1, )T
= () ((XTX) 7 XT 4 (XTWIX) T (XTWT'Q) Q)
x (X (XTX) "+ Q(QTWTIX) (XTW X)) (., )T
= (1) (XTX) T XTX (XTX) T (1)
+ (e 1) (XTX) 7' XTQ (QTWIX) (XTWX)
+ (1, 1) (XTWIX) T (XTWIQ) QX (XTX)
+ (e 1) (XTWIX) T (XTW1Q) Q7
xQ (QTW'X) (XTWX) ! (1, 1)T
= (e, DM (o, )7
+ (1, 1) (XTWIX) TH(XTWIQ) (QTW'X) (XTW ' X)
= o7+ (e ) XTWIX) T (XTWIQ) (QTWTIX) (XTWIX)

-1

—1
(M*a 1)T

~1
(M*a 1)T

—1
(,U,*, 1)T

(px,1)
mit
Hos 1 M_l (.LL*a 1)T

(114 1)
(f1 MMM (g1, 1)"
(p1, Y M XXM (a1 )T
(114, 1)

(114 1)

N

po DM (5,1)T 272572 (3, 1) M (1, 1)
o DM (5, 1) 2SR (G, 1) M (e, 1)
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Beweis von Satz 4.3.2

Seien X, W1 und Q wie in Lemma 4.3.1. Aus dem Beweis dieses Lemmas ist bekannt, dass
(X(XTX)"2,Q) eine Orthonormalbasis des R™ ist. Sei

V = ((X (XTX)_% ,Q)TW—1 <X (XTX)_% Q))

— <x (XTX) 2 ,Q)TW <X (X7X) " ,Q>

_ <(XTX)‘5XTWX(XTX)‘5 (XTX)‘5XTWQ>
QTWX (XTX) 2 Q'WQ .

-1

(4.42)

Mit Theorem 3.2.11 von Muirhead (1982) lasst sich zeigen, dass bedingt auf X
V ~ Wi (n—1,1,)

gilt. Anhand der Darstellung von V in (4.42) lasst sich erkennen, dass die Matrix aus vier
Blocken besteht. Es sei V;; der Block in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Mit (4.41) und
der Orthogonalitdt von Q zu X gilt

Vi1 — V12V, Vo
= (XTX)‘é XWX (XTX)_% — (XTX)_% X"WQ (Q"WQ) ' Q"WX (XTX)_%

~ (XTX)? ((x"x) "' XTWX (X"x) "

- (X"X)"'XTWQ (Q"WQ) ' QWX (X"X) ') (X"X)*
- (XTX)? (x"wW'x) " XTW - (X"W'X) " (XTW'Q) Q7)) WX (XTX)
_ ((XTWAX)—l xTW-! _ (XTWAX)—l (XTW-Q) QT)
xWQ (Q"WQ) ' QTWX (X"X) ) (XTX)?

-1 1

— (xTX)* (xTw=x) " = (XTWX) T (XTWT'Q) QTWX (XTX)

+(XTWIX) T (XTWTIQ) QT WX (XTX) ) (XTX)?

[SIE

- (XTX)? (XTWIX) 7 (XTX)

— pM:M "Mz,

Der letzte Schritt folgt dabei 1r£it1 dem Eeyveis von Lemma 4.3.1. Mit Theorem 3.2.10 von
Muirhead (1982) folgt, dass nM2M™1M2 ~ Wy(n — m + 1,I5) ist. Nach der Definition
der Wishart-Verteilung bedeutet das, dass sich nM32M~'M? als Produkt J7J darstellen
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lasst, wobei J eine ((n —m + 1) x 2)-Matrix ist, deren Zeilen jeweils N (0, Iz)-verteilt sind.
Fir

_ 1 __ e —

6 = (e DM ()" = (u, 1) M2 (nMEMTIME) M (1)
gilt dann, dass 32 T T mit T = %Jmfl(u*, 1)T ist. Dabei ist J eine ((n —m + 1) x 1)-
Matrlx deren Zeilen N (0, 02/n) verteilt sind, wobei O'p in (4.10) definiert ist. Somlt ist

o2 ~Wi(n—m+1,67/n) und no. /52 = v ~ X2_ 41, WObei v unabhéingig von 52 ist, da

5

die unbedingte Verteilung von v der auf O'p bedingten Verteilung entspricht. Fir &, gibt es
mit (4.29) die alternative Darstellung
. - T
2= (e )M (e, 1)
1 __9g9Y
u Vnu T
= (p1)n ( oy % (1402 ) (s, 1)
2
_ (nﬂ* _ Vnogy : 03 (1 T y) _ \/ﬁagy,u«*> (tts, 1)T
U U u u
_ o nogyps o (1 N yQ) oy
U U U
(\/ﬁﬂ* _ y)2 ~9
o 2 Og _ 2 Yy
ST PO ) 1 YIS
u U

mit y = /nps/og —y ~ N(y/nd, 1). Aukerdem sind y und u unabhéngig voneinander. [

Beweis von Lemma 4.3.3
Fiir die konfluente hypergeometrische Funktion 1 F} (a, b; ¢) gilt die Integraldarstellung

F(b) ! C a— —a—
Far—a J, < a0

fiir 0 < Ra < RNb (siehe z.B. Tricomi (1955)). Somit ist

m—1 m+1 nyp? r(
1k ) ; =
2 2 2

lFl(a’a b, C) =

fiir m > 2. Fiir die Gammafunktionen gilt

m+1 (mTH — 1)!, falls m ungerade
F ( 2 ) “r(B+1) = (m) 7 falls m gerade,
2

m—1 == 1)) falls m ungerade
r 2(2-1))!
r((Z-1+3) = /7, falls mogerade

60



Kapitel 4. Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve

und
ra=1
Somit ist
+1 @ falls m ungerade
L= (T‘l—l)”( a2 &
T m—1 (1 m! . sol)4z
( p) ) (1) EwF e ) falls m gerade
_ mT‘H — 1, falls m ungerade _ om—1
N m(lnm_l), falls m gerade 2
2

Damit gilt schlieflich

2 ,LV)Q 2 2
m—1 m+1 »?
nle” 2 1F1< +1 ny ) _mp / -1, 23dy.
0

m—1 2 72 72 2
Mit der Transformationsformel von Krummer
e“1F1(b—a,b;—c) = 1 Fi(a,b; ),
(siehe z.B. Bock, Judge und Yancey (1984)), folgt direkt die zweite Identitét in (4.12). O

Beweis von Lemma 4.3.4

Alle Identitéten aus dem Lemma konnen mit Lemma 1 von Sawa (1972) berechnet werden,
wobei im Folgenden lediglich (4.18) bewiesen werden soll. Fiir den Beweis der iibrigen
Identitéten liefern Kan und Smith (2008) hilfreiche Ansétze.

Sei #1 = 27z und 2o = z” p,. Die gemeinsame momenterzeugende Funktion von z; und
Ty ist

® (91, 92) = eXp 91I1 + 02.’£2)]
= / / —_ —5(z—p )T (2—p.)+0127 24022 s, dz1...dzm 1
(2m) 2

Mit Lemma 1 von Sawa (1972) gilt

33‘2 0 824,0 (91, 92)
1 —00 2
02=0
Die erste partielle Ableitung von ¢(6y,62) nach 65 ist
0o (01,62) L (et 140, T
892 (1_291)’”51 1— 26, 2z
) (1+92)2_1 0
_ 9 6( 1-267 ) . (1 _|_92)

(1—20,)"7 +!

61



Kapitel 4. Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve

mit 0 = (ulp,)/2 = n?/2 (siehe (4.28)). Leitet man ¢ (61, 02) ein zweites mal nach o ab,
erhalt man

2
P (61,62) _ 20 e(%_l)e 200402
003 (1— 291)’”;1+1 1— 26, 2
2
()

(1—26,)"z 1

(1+09)2 2
) C 1)0.(1+29<1wz>),

(1—20,)"z ! 126

Somit ist

9%p (01,62)
702

e (1 2,
60 (1 _ 291)T+1 1— 291
Damit lésst sich (4.43) schreiben als

2 0
E[gjg]:/ —9, 20 6(1—1291‘1)9.<1+ 26 >d91.

7 —o0 (1 —291)%71+1

Setzt man y = 1/(1 — 26;), erhélt man

3 S| mo1 1
El22 = (- =)2 1 oW=10 . (1 1 20y) - =92
Hl =[Gyt

<*?/mT_l+1 DO (1 20y)y 2 T 0TV (14 29y)y_2) dy

/,
/
0 1 m—>5 m—3 m—1
- 7 —(1— 2 9gyT T ) 10
2/0 (y 2 (1-20)y 2 20y 2 )e dy
/

U omos 1-20 (1 me L.
y 7 W D0y — 5 05/ yfe(yl)Gdy_QQ/ yTle(yfl)Gdy'
0 0

/N

Setzt man im mittleren Term n1)?/2 fiir 6 ein, erhilt man

2 1 2 1 , 1
gl%2] = [ e eveg, L= 20m0T [0 mes mfuong g [0 el (-ne g,
LL‘% 2 0 2 2 0 0
' omes 1-2 L.
= g /0 y T W D0qy — 5 9¢ - 92/0 yTl eW=10qy. (4.44)

62



Kapitel 4. Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve

Fiir den ersten Term in (4.44) gilt mittels partieller Integration

0 (1 mos 0 2 m—3 ! L9 m=3
Z W=10q, = 2| |—=2— (y=10| _ _ . 0ew—104
2/0y2 c Y 2<[m—3y2 ‘ }0 /0 m—?)y2 ‘ Y

2 1 ,
_ 0 - 0 / ymT_d '€(y_1)0dy
m—-3 m-=3)
B o6 0 6 = (1 —¢)
- m-3 m-3" m-3"

wobei m > 3 sein muss. Analog dazu gilt fiir den letzten Term in (4.44)

1 1 1
92/ ymgle(y—l)ady = 62 <{y’”;1 . % . e(y—1)0:| _ m— lymT—s ) 1 ) e(y_1)9dy>
0

o Jo 2
(m—1)¢
e

= 0—

Damit folgt schlieftlich

E[wa _ 0-9) (1—29)¢_9+ (m—1)¢
7 m—3 2 2
_ wP(l-¢) (1-m*)e  ny? . (m—1)¢
- 2(m—3) 2 2 2
oo ¢ (m=3)ny’  (m -3y mé ¢
- 2m-3) 2 2(m-3)  2m-3) 2 2
np? — np?p + mnp?p — 3n?p — mnp? + 3n? meo — 20
= +
2(m — 3) 2
_ (an — mnap? + 3m/)2) (1-¢) (m—2)¢
B 2(m — 3) T
_ P -m)(1-¢) n (m —2)¢
B 2(m — 3) 2
_ (m=2)¢ ng*(m—-4)(1-9¢)
N 2 2(m — 3) '

Beweis von Satz 4.3.5

Im Beweis von Satz 4.3.2 wird gezeigt, dass noa/65 = v ~ Xi_,, .1 ist und v und &2
unabhéngig sind. Damit gilt

=B [Y Bl = """ e (52
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Nach Satz 4.3.2 ist 57 = o5(1 4+ 7%/u) mit § ~ N'(y/nd,1) und u ~ x3,_;(ny?), wobei j

und v unabhéngig sind. Mit
E[y’] =1+ns* =:h

gilt somit
E[62=E [ag (1 n @;ﬂ — 2 (14 E[u ] E[?]) = o2 (14 hE[u"]).

Fiir die Varianz von 812, kann man ausnutzen, dass

E]=m-m+1)(n—m+3) und Var(v)=2(n—m+1)

Var (32 | 0)] + var (E[52] ¢])

ist. Damit gilt

Var (812,)

Il
|

V52 052
= F Var(p v) —|—Var<E p‘v])
n n
E [v? E [52]?
= 7”[L2 | Var (672,) + Var (v) Eﬁp]
_ (n—m+1)(n—m+3)Var ((72) N 2(n—m+1)E [6]%}2
B n? n2
(n—m+1) ((n —m+3)Var (63) +2E [&2]2)
= n2 .
Um die Varianz von 612, zu bestimmen, ldsst sich ausnutzen, dass
Var (7) = E 7]~ (E[#?])" = n®" +6n8® + 3 — (né? + 1)

2(2n6% 4+ 1) = 2(2h —1)
ist. Damit gilt
Var (65) = F 2 ‘ u])

Var ( +V
- sl ) (e 5) 1)

oy (B [77])" Var (u™)

IS
=
/~/
&=
L |
<

= B [w ] Var () + o
= ol202n - V)E [u?] +oln?Var (u7t)
= o (2(2h —1)E [u"?] + A (E [u™?] -~ E [“71]2»

= ot (B +4h =B W] = (hE [u™1])?).
Nach Johnson, Kotz und Balakrishnan (1995) existiert E[u~!] genau dann, wenn m > 3

ist, und E[u~?] existiert genau dann, wenn m > 5 ist. Da h > 0 ist, existiert auch E [/0\1%]
genau dann, wenn m > 3, und Var(?ig) genau dann, wenn m > 5 ist. O
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Beweis von Satz 4.3.6

Es seien X = 2_%(;7, 1) und W = nETIEETE ~ W, (n—1,1,) wie in Lemma 4.3.1.
Aufgrund der Unabhéngigkeit von g und 3 sind auch X und W unabhéngig. Nach Vor-
aussetzung ist Q orthogonal zu X. In Lemma 4.3.1 wird die Identitat

=%+ (1, 1) (XTWX) T (XTWQ) QTS 2

mit -

VA{, - 2_1 (ﬁ? 1) M_l (M*u I)T
gezeigt. Somit ist
¥ =w+22Q(QTWX) (XTWX) ! (1, 1)

Fiir die Matrix V in (4.42) aus dem Beweis von Satz 4.3.2 gilt mit (4.41) und der Ortho-
gonalitat von Q zu X

[N

—VE Ve = —(QTWQ) T QTWX (XTX)”
- - (Q"WQ) Q"W ((X"X)" XT>T (XTX)?
= - (Q"WQ) Q"W (X"W'X) ' XTW!
~ (XTwix) TN (xTwlQ) QF )T (XTX)?
_ (_ (Q"WQ) ' QIWW X (XTW!X) "
+(Q'WQ) T Q"WQQTW X (XTW X)) (X7X)*?
- Q"W X (XTW X)) M:.
Dabei ist Vs, Va1 unabhiingig von Vi3 — V19 V5,!' Vg (folgt aus Theorem 3.2.10 von
Muirhead (1982)) und von v = no,/52. Dickey (1967) zeigt, dass
Vo Vor ~ Tnemio Ln—2,Io,n + 1)

gilt. Nach der Definition der Matrix-t-Verteilung lisst sich V;21V21 somit als Produkt
(U%T)_lz mit U ~ W,,,_a(n — 1,1,,,_2) schreiben, wobei Z eine Matrix ist, deren Zeilen-
vektoren unabhingig A (0, Iy)-verteilt sind. Multipliziert man Vg, Va; mit —M: (e, DT
so erhilt man aus Z eine Matrix Z*, deren Zeilen unabhingig N (0,612))—Verteilt sind, da

(s, 1) M1 (s, 1) = &2 ist. Somit ist dann
_ _ -1 _ byl | .
Y = Q"W X (XTW X)) T (1, 1) = =V VaiM 2 (1, 1) ~ Taomsz (L2, 65,m)

Da 6’% eindimensional ist, ist Y nach Dawid (1981) eine mit (n —m + 2)_% skalierte mul-
tivariat t-verteilte Zufallsvariable. Dividiert man Y durch ¢, wird aus Z* eine Matrix
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mit N(0, 1)-verteilten Zeilen. Durch die Multiplikation mit (n — m + 2)% erhdlt man
mit (n —m + 2)%Y /&, schlieklich eine standard multivariat t-verteilte Zufallsvariable mit
n —m + 2 Freiheitsgraden. Daher lasst sich Y folgendermafen umschreiben:

1 ~ _ .
(n_mv+2)2Y:X< r ) Yo
Op n—m-+ 2

Ll
@q
»

=

T

|

mit x ~ N (0p,—2,L;,—2) und 7 ~ X%z—m-l—?? wobei x und 77 unabhéngig voneinander sind. Da-
mit erhalt man die gewiinschte Darstellung der Gewichte des Minimum-Varianz-Portfolios
W =W+ 2 2QY =w+ 2 :Q2E
rz

Fiir den Erwartungswert von w* gilt

r2

E[VAV*]_E{W+2‘5QE’3(] = E[W],

da E[x] = 0,2 ist und x,7 und g unabhéngig sind. Um den Erwartungswert von w zu
bestimmen, wird die Zufallsvariable zunéchst geeignet umgeformt. Mit der Darstellung von
M1 in (4.29) gilt

w o= 37 (@M ()"

1 __99Y
o 1/~ u nu L
= nX (”’71) (_ ogy 02 <1+jy2>> <1>
nu n u
l(ﬂ*_ﬁy)
= n¥7 (1) o3 uagy v g
n T nu ’u*_%y
l( _Q)
1~ Fox Y
= 37 (1) <og> +ns (@) | on v
n ~ Unu (:U'*_ﬁy
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1
S @) ey | = =0 <ﬁ—"~"y1)
~n vn
1 1
. (1T="1) (T2 ) 2 ymltE
- 1
NG

= = (L, - (17 ) Ts ) 5

= 2!

lasst sich w weiter umformen durch
_1 _1 11 _1 1
o (o \"E f (L, -z i1 (172 ) TS ) B
- g /‘L* \/ﬁy U

Nach (4.27) gilt fir die (m x (m — 1))-Matrix P aus dem Beweis von Satz 4.1.1, deren
Spalten orthogonal zu ¥ 31 sind,

PP” =1, -2 21 (172 1) 17% 2,
sodass sich w schlie8lich schreiben lasst als

o, \ nE:PPTE 2p

u

1 1
o nE2PPTYS 2
= Wg—i-og(f'u —y>f L
o u
1 1
_/nE:PPTE 2
= Wg + O'gyf L
U
1
X 2Pz
= Wyt o4y . (4.45)

Dabei sind z = \/ﬁPTzféﬁ ~ N(\/ﬁPTzféu, I,—1) und u = z'z im Beweis von
Satz 4.1.1 und § = v/np. /0y —y im Beweis von Satz 4.3.2 definierte Zufallsvariablen, wobei
y und z unabhéngig sind. Zur Bestimmung des Erwartungswerts und der Kovarianzmatrix
von w* werden folgende Identitaten benotigt:

E [Z;—Z - niwz fir m > 2, (4.46)
E Ei - nz}glm_l + (mlp2 - (W;;wiw) popl firm>1, (447

E [(ZZTZZ)? B (2(1n_—¢3) - 2n¢;2> L1
+ (m;n;;qu - ;;;f) ppl  fir m > 3. (4.48)
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Fiir den Beweis von (4.46) lasst sich wie fiir die Identitéten aus Lemma 4.3.4 Lemma 1 von
Sawa (1972) verwenden. Fiir (4.47) und (4.48) leiten Kan und Smith (2008) mit Theorem 6
von Kan, Wang und Hillier (2007) die Identitét

2
B |: ZZT :| 1F1 (CL LH? _M) I lFl <q7 w? _%) T i
| = e _ 3 o, firm>2¢—1
(z''z) 24 ( q) 24 ( )q

mit (a)g :=ala+1)---(a+¢q—1),(a)o :=1 her. Mit 1 F (0,b;c) = 1, der Beziehung

2
()
m—1 o2’

die man aus (4.11) und (4.12) erhélt, und mit den Differenzengleichungen

b
1Fi(a,b+1;¢) = E(lFl(a,b;c)—1F1(a—1,b;c)) (4.49)
b -b
1F1(CL+1,b;C) = (azc)lFl(a,b;c)+C(a)lFl(a,b—i-l;C) (4.50)
a
1 —-b -1
Filat1,be) = 270 Flabie)+ 1 Fi(a,b—1:0) (4.51)
a

von Abramowitz und Stegun (1965) gilt

(1) o m+1 m41
mt 1 - ‘m+1<1F1 <1’2?‘2>‘1F1 (0’2?‘2»
2
- (n(25 ) )
B 1 (m—1)¢
- n1/12 n2w4 ’
By (2 -mt) B e W N s W
(m—-1(m-3)  — (m ><< )( 2 "2)
(mj)Q m,Z)2> <m—|—3 nw2)>
+ 1 —
m—+1 2
_ i ¢
G 5 (-5 -5
m!)Q m/JQ —1)¢
+< o) (mbz_ ) )
B n m+1 _ (m+1)¢
B m/ﬂ(m 3) 2(m 3)  2(m—1)(m—3) 2ny2(m—3)

1 o
(m—1)(m—3)  n2(m—3)
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m+1-2—(m—-1)¢ 4é— (m+1)¢

2(m —1)(m —3) 2n?(m — 3)
16 4
2(m—3) 2ny?
und
1F1(25mT+3?_nTw2) B 1 1—mF 1_m—|—3' nap?
(m—1)(m+1) (m—l)(m+1)< 2 11(’ 2 ’_2>
2
+m+11F1 (Lm;_l;—m;))

- e o (e~ ) m+

m+1 ¢
I g m =)

1 (m-1)¢ ¢
2na)? + 2n2q)? + 2n)?
(m-1)¢ 1-¢
2n2q)t 2na)?

fir m > 1 bzw. m > 3. Damit konnen (4.47) und (4.48) berechnet werden. Es gilt

2 2
B zz” 111 (1,771;1;_1112&)1 171 (LmTH;_%> T
Tzl T T p(mron T a(mEoqy M
¢ 1 (m—1)¢ T
T T e L
und
2 2
5 2z’ ] 111 (2’;15_712)1 N 111 (2’%%;_%) T
2 = 1 m—1 3 M
(272) 22 ("5 - 2), 2(mE-2), T

1-¢ ¢ (m—-1)¢ 1-¢ T
— I,.— — .
(2(m —3) 2m/12> met ( onZgh 2ny? ) HAH:
Fiir den Erwartungswert der Gewichte des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios gilt
mit (4.45) aufgrund der Unabhéngigkeit von y und z und wegen E[y] = /nd mit § =
(ks = ig) /o
z

EY = EW] = wg+agz—%PEmEm

_1 z
— Wy + (1t — p1g)Y/nE 2 PE H
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Mit der Identitét aus (4.46) und mit p, = \/ﬁPTE_%u folgt fiir m > 2

JnE PPE E} - \/ﬁz—%P&uz

¢ 1 1
= Fz :PPTE2p

1 1
G 1 » 211722 1
N EZ b =g | 20

¢ -
= L), (452)
wobei g = A/C = 1TE71p /175711 ist und fiir PPT (4.27) ausgenutzt wurde. Es gilt
also

BI&) = wy + (1. — 1) S5 2 (= pg1)

fiir m > 2. Im Beweis von Satz 4.1.1 wurde die Inverse von M bestimmt. Das Ergebnis
ldsst sich auf die Inverse von M iibertragen, indem man anstelle der empirischen Effizienz-
mengenkonstanten die wahren Konstanten einsetzt. Es ist also

wo= 7 (u, )M (i, 1)"
% _Hg
- ¥ P T
= 2 1(“’1) (_p,g 0_2_'_/1«527) (/UJ*al)
)2 g 'y

¥ 1 Hx — Mg 1
Hox — Pg —
= wy+ *¢2 I3 (- pgl)
Damit gilt fiir m > 2 schliefslich
% — K *
E[w"] = Wg—l—gb IS (- pgl) = wy b (W —wy). (4.53)

P2

Fiir die Varianz der Gewichte des empirischen Minimum-Varianz-Portfolios gilt

Var (w*) = Var (vV—i—E%QUfX)

1
T2

= Var(w)+ Var <E_§Q(Tf1x> +2Cov (w E_2Q0px>
r2

T2
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Da x,7 und g unabhingig sind und der Erwartungswert von x gleich null ist, gilt

Cow <w 22Q"px) - E{ X QTE] E[W]Erpx QTE]

r2 73 72
- E [ﬁzf’fQTz%] E[X"]| - E[W|E [f’fQTz%] E[x"]
r2 rz
= 0m><m7
und
. ~2 TNT - - T
Var <2%QU”1X> _ yip | 2PXQ Eé—E[ZéQaplx]E[ZéQapﬂ
r2 r r2 r2
~2 TNT
- Y 3E 7%@?( Q ¥l
T
Somit ist
5‘2QXXTQT

[NIE

Var (w*) =Var (w) + > iFE X2, (4.54)

T

Zunachst wird die Kovarianzmatrix von w,
Var (w) = E [ww!] - E[W|E[w]",

betrachtet. Mit der Darstellung von W in (4.45) erhilt man fiir E[ww?] aufgrund der

Unabhéngigkeit von y und z und wegen Ely] = /npuy/0y,

1 1 T
~ Y 2Pz Y 2Pz
E[WWT] = FE (wg+agy ” ) (wg—l—agy " >
T N > 2 Pzw!
= wyw, +o,E < —y) -
o u
_1
o <\/ﬁu* —y) woz! PTE 2
og u
2 w— 1 ToTw— 1
T L Y 2Pzz' Pt XY z2
_|_0-;E' <\F,U_y> 5
og u
1 1
VnE 2 Pzw! S 2Pzw!
= Wgng+u*E Tg —o4E [yl E Tg

\/ﬁwngPTE_%

u

(=)

1
WngPTZ_E

u

+u B —o04E [yl E

nY 2 Pzz PTY 3

u2

E

+E
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\/ﬁE_%Pzwg \/ﬁwngPTE_%

u

= Wgwg + (e — pig) E + (s — pg) E

2

+ (uf - 2u*%E [v] + %E [y2]> E

\/ﬁiféPzwg

nS i Pzz  PTY 3
2

u

1
Vvnw,z! PTY 2
u

= Wgwg + (s — pg) E + (s — pg) E

2 oy
+ | (e —pg)” + -2 | E

Unter Ausnutzung von (4.52) und (4.53) und wegen § = (s — pig)/0, und h = né? +1 liisst
sich dieser Ausdruck umschreiben als

nY - iPzz  PTY2
2

u

s o2h [ nE 3Pz TPTR 3
E [WWT] = Wgwg + p(w* — Wg)ng + pw,y(w* —w,)T + Z |2 Z; ’
Da E[w] = E[w*] gilt, folgt damit fiir die Varianz von w
N o2h  [nE-3PzzTPTE 3
Var(w) = wgwg + op(w* — Wg)WZ; + pwy(W* — Wg)T + Z 2

— (Wg + o(W" —wy)) (Wg + p(W" — Wg))T

o | B 2Pz PTR 2| L, . T
= o,hE 2 — (W — wy) (W' —wy)
27 51— 2 g Ty —2 2 (o * T
= o,hE2PE P Y72 — ¢%(w" —wy) (W' —wy)".
(2" z)

Fiir den zweiten Term des Ausdrucks fiir die Varianz von W* in (4.54) gilt wegen F[xx!] =
I,,—2, E[1/7] = 1/(n — m) und der Unabhéngigkeit von x, 7 und 1

1

Y2 F

~ TNT
LQX? RAI P *22*%QQT2*%] .
=

n—m

Um QQT umzuschreiben, werden (4.27) und (4.40) ausgenutzt. Mit pry-t1 =175 =
A, 'S = B und 17511 = ¢ gilt

QQ" = (XTX) ' X7
-1

(M) x7
) et (G 7) (620)
BC_A2\-A B J\1Tx2
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1 1 1~ 1~ 1~ ﬁTz_%
— 1 —ﬁ@ SHEC — 27314, 2*513—2*524)
" BC - A2 # g <1Tzé>
1 _ _
= L= (2—%ﬁﬁTz—%c —yop'ys A+ 22117 2B
—ya1Te A
¥ 211722 1 N R ~
— ppT QC : o (2—%WT2-%C—2—%1MT2—%A
4y 3117 3B - wialTs 2A>
s’y E (B- )
= PP’ + - X
BC — A2
(E‘iﬁﬁ >0 -2 21’2 A+ 231178 B 2—*,L1T2—%K)
BC — A2
_ ppT pREITITAD YRETORND Rt S VTeb Sub I B YRt ITA KD Yub- D IS yub N KD Y P
BC — A?
LT 2_%1ATE_%X 2_%A1T2_%Av 2,1117127;22
_ ppr_ TR X - e — - e + 5= —
———
B-7
(maansr ot (4, sy )
- ppT

Te—L1A~~T _1 T TpT
_ PPT—PP YXzup X 21PP _ PPT—PZZTP
s PP 2 q 27z
Mit dieser Umformung und wegen O'Z = 02(1 + 52 /u), wobei  und v = z’'z unabhiingig
sind, gilt
P TPT
E [6—12,2_%QQT2_%} - E [vgz—% <PPT 2z ) %]
T 1
= E[62] 2 2PPTS 7 — 0?5 iPE [ } Py~
Ty,

Piy—3,

~02hE 2PE
(z"2)
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wobei ausgenutzt wurde, dass E[y?] = h ist. Mit (4.47) und (4.48) folgt fiir m > 3 nun

insgesamt

Var (w*)

E [612)2_%QQT2—%}

Var (%
ar (w) + —

T
— kS PE | —=— | PTx 3
(z"'2)
n—m-—1 4 _1 77 Tl [“f,] 1l
o2hE 2 PE S| PTs72 ¢ > :PPTS
= (272) —m
2 T
g _1 V44 _1
—n_gmz °PE sz} PSS ™2 — X (w" — wy)(w" —w,)T
n—-m-1 5 1 1—¢ 10)
h37 2P |
n—m 9 ’ (2( —-3) 2m/12> met
(m—1)¢ 1-¢ T\ pTy—1 E[(}zﬂ —lopTy—1
*( e Lol Rt S
2
2 (8 R 1 W p
_n_mz 2P<n¢21m_1+ n¢2— Zgh pop, | PPYET2

_¢2(W* —wy) (W' — Wg)T

n—m-—1 , 1-¢ ¢ lon Tl
h — Y 2PP' X
n—m 9 (2(m—3) 2n¢2) ’ ’

n—m-1, ((m=1)¢p 1—¢ 1 Ty T L
+Jgh< 2y —anQ Y 2Pu,p, P X2

n—m
~ 2 2
—}—7E [Up] E‘%PPTZ_% — LE_%PPTE_%
n—m (n = myng?
2
9g 1 (m_ 1)¢ -1 ToT<w—L
- — 2P P X
(n—m) <mp2 gt ) TR

_¢2(W* —wy) (W' — Wg)T
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[n-m-1, 1-¢ b E [52] ol
N ( n—m 09h<2(m—3)_2n¢2>+n—fn_(n—fn)m/)2

«2 :PPTS 3

n-—m—-1, ((m-1)¢ 1-¢ 3 (m—1)¢
+( n—m Ugh( o2 2 >_n—gm<1_ n? >>

L Z Pu PR

2 — AW —wy) (W —wy)T.
Mithilfe von (4.27) lasst sich »:PPTy 2 folgendermafen umschreiben:
Y
% :PPTE: = 32 (Im— il S Zlé > 2) oa
»1'y !
== -~ =3,

C
Mit diesem Ergebnis sowie mit g, = \/’EPTZ_%M, und der Umformung
w? — uTzflu _ [J/Tzill (szfll)_l 1T271[J/
— u/Tzflu _ /’LngzillJ/ _ /'LglJ/Tzill + ,U,g]_Tzill,I/
_ I'LTE_llJ‘ _ ungE—lu _ MglJlTE_l]- + ,ugug]-TE_l]-
T ——
= (1= pgl) 71 (1 — pgl)
gilt fiir B2 Pp, pulPTE "2 /(ny)?)
Y 2Pu plPTE "2 nE :PPTS s pup’S 3 PPTE 3
nap? na?
191 Ts—1 —191Ts—1
(2—1_2 152 )HHT<2—1_2 1éz )
T v
(= pgl)” B0 (= pgl)
_ o) (o) o
(n— F‘gl)T 2 (1 — pgl)

Damit erhalt man schlielich die gewiinschte Darstellung der Varianz von w*. O

Beweis von Satz 4.4.1
Nach Lemma 4.3.1 gilt
iy =W = i, + (1, 1) (XTWIX) T (XTWTIQ) QTR Ep
mit 1, = Wl p = (s, 1) M-! (5, 1)" =1y und
72 = wilizw

p
= 24 (1, ) (XTWIX) T (XTWIQ) (QTWIX) (XTWIX) T

(,U,*, 1)T
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mit 63 = Wl Zw = 03 (1+ ?/u). Mit der im Beweis von Satz 4.3.6 definierten Zufallsva-

riablen .
FpX

Y = (Q"W'X) (XTW X)) ! (1, 1)T = &

o
mit x ~ N(0p—2,Ipm—2) und 7 ~ x2_ 19, die unabhéngig voneinander und unabhéngig
von pt sind, lassen sich g, und 512, schreiben als

TOTy—1
~ _1 o x Q'Y
fp =i +YTQ'S p=ppt——— — Op
r2
und
~2 .2 T 2 x'x
o, = p—i—Y Y = » 14+ —

Definiere nun
J: HTX_%QQTE_%N = “TZ_% (Im - X (XTX)il XT> 2_%;1,

und L x
% = MTZ_EQ?.
d2

Fiir den zweiten Ausdruck von d wurde ausgenutzt, dass (X(XTX)_%, Q) eine Orthonor-
malbasis des R™ ist und somit QQ” + X (XTX)_1 XT =1, gilt. Da x ~ N(0,,_2, I,—2)
ist, gilt 7 ~ N(0,1). Fiir die Zufallsvariable

T 2

(=X X—2

gilt wegen xTx ~ x2 _, und 7% ~ X2, dass sie x?,_s-verteilt ist. AuRerdem sind 7 und
q aufgrund der Ubereinstimmung von bedingter und unbedingter Verteilung unabhéngig
voneinander. Somit lassen sich 7z, und (7'12) weiter umschreiben als

und

Letzteres ist bereits die gewiinschte Form von 5’%. Es seien y = vn1TE" 10/ C, z =

\/ﬁPTE_%ﬁ ~ N(py, Lp—1) mit g, = \/ﬁPTE_%u, uw=1z'zund ¥ = /nu./o, —y
wie in den Beweisen von Satz 4.1.1 und Satz 4.3.2. Nach (4.28) gilt ul'u, = ny?. Die
Zufallsvariable T T

T, A,

o (1T p.)? VY
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ist aufgrund der Normalverteilung von z ebenfalls normalverteilt mit E[Z] = /n¢ und
Var(z) = 1. Definiere

~ -1
i=z" (Im—l — . (1) u?) z=u—2"

Wegen u ~ x2,_; (m/JQ) und 22 ~ x? (mﬁ) ist & ~ x2,_5. Um die gewiinschte Form von fi,,
zu erhalten, miissen fi, und d geeignet umgeschrieben werden. Dafiir lasst sich ausnutzen,
dass sich z” p, mithilfe von (4.27) folgendermafen schreiben lisst:

2y, = np"ES:PPTS 2p

_1 Tw-—1
_ aTs (Im - 2112> S
C
~Ts—111T3—1
X111 XY
C
Mit der Darstellung von M~ in (4.29) erhélt man damit
By = (e )N (1) S
Vnogy ~ T
e
- Tg (1 + yf) ¥ p
_ (e _Vnogy (07 Viogy ) (RS
u u Y u u 172"y

~T -1
np X o _ ogy\ Vnogy
- () st (= (- ) )

~T —1
o np X 1 Vnogy
= pg+ (u* — %) ( > 1ug>

u u
~ [ T VA S a7}
0l (0B rg V90T G
v n u u
~ pTx-1117s-! 178 11T 1
N7 P e i e
v n u u
~ T ~
OqyZ" z

Dabei wurde ausgenutzt, dass 3 symmetrisch ist und o = 1/C und 17" 1u/C=A/)C =
fg gilt. Mit

2n2uTE_1ﬁﬁT2_111TZ_1u

2 1 ~~ _
(z"p,)” = n?W"2'Ep S e - -
TRITRD Yt B KD YRuyTTTL Yt B K Sy
CQ
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gilt fiir d

1

pTS - pTe X (XTX) T XTS 2
p'S - )" (@ )M (5,1)T S

Ty —1 Ty—1~  Ty—1 u “

» _ > X1
pwE = (WS ) SNILIUN (1+%> <1T§3_1“>
S S

Ty—17 2
np 3 no _\/no
_ <“u“ _ “Tz—ll\fugy, P50 (1 + ‘Z) - uTE‘lu\/;gy)

2
'3

Ty-17s-1
HT2—1H _np [adad [

i uTz—llﬁTz—lu\/ﬁ;ﬂ/
2
—,uTE_lllTE_l,uU; (1 + y) + uTE_lﬁlTE_lum
u u
! S ap S
u

pIs 1y — n QMTE—llﬁTE—lu\/ﬁuggy
2
—,u,TE_lllTE_l,uU; — NTE_lllTE_lp,agy—
u
(ZTHZ)Q _ ompt S lapty-11172 1y
nu Cu
AT 1117 —1,,, Ts—111Ts 17 Ty 17
nu- X114 % 114X T nogy/nlt X
i i By o ms-11aTs 1fo gV o
C?u VCu

ITED SRR

,n1Ts 1 apTs 11
g Cu
(z"p,)°  2npTS 1 AETS111TS

nu Cu

YT SHEE B KD SRETITED Sub B KD SRty TANEDY YLD Yats 7D YutyTs Kb Yty 7l
+ +

C?u Cu
nplE 1117 1T apfs11
C?u

—,uTE_lllTE_luJ; —p's 11T po

ITED SRR

—p,TE_lllTE_luag —

(2" )"
nu

w2_M — ¢2<1_22> — @’
U

nu (%

pi's=ty — — MTZ_lllTE_luog

wobei ausgenutzt wurde, dass p? 371y — uTEflllTﬁflp,ag = B — A?/C = 4? ist. Mit
diesen beiden Ergebnissen erhdlt man schlieflich die gewiinschte Form von ji,. O
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Beweis von Satz 4.4.2
Mit der Zufallsvariablen z = z” i, /(y/nt) aus dem Beweis von Satz 4.4.1 gilt

()

T [(u\24
yg+¢agay+wap " t| = pug+FE
T ~
Z p, ogy
pu— E —— . ———
Mot [U \/5]7

wobei die letzte Gleichheit gilt, weil ¢ unabhéngig von @, 7 und % ist und Erwartungswert 0
hat. Wegen y = /np./og —y, iy = \/njtg/04 und aufgrund der Unabhéngigkeit von y und
z gilt weiter

Bl = wE[ZTu“Z (u—(}%ﬂ = WE{ZTu“Z]E[“*‘%]

}(u*—ﬂg) = Hg+ & (s — pig) s

ZT/*l’Z . O-gg:| —|—E

Eln) = E NG

T
z'p,

wobei die letzte Gleichheit mit Lemma 4.3.4 folgt, aber nur genau dann gilt, wenn m > 2
ist. Durch Umstellen erhélt man den gewiinschten Ausdruck

E fip] = poc — prac + dpiac + prg — dpig = pra — (1 — @) (s — 1g) -

Fiir den Erwartungswert von 53 gilt

E [52]

AR [(uﬁ;a) z;;} 4+ (B[P +EQ)EF]) B[]

= (1rarm-n 2Bl = (RS B,

n—m n—m

da (75 als Funktion in z,w und y unabhéngig von z,q und 7 ist. Fiir die Kovarianzmatrix
soll in diesem Beweis lediglich die Varianz von i, bestimmt werden. Es gilt

Var (pp) = Var <wagi§+ Yoy <Z) ’ t~>

= Var <wagiy~> + Var (1#[7]) <Z> 2 t~> + 2¢p%5,Cov (iﬂ, p <Z> 2 f) .

Der erste Varianzterm lasst sich schreiben als

Z . TR o,z
Var <wo’guy> =Var (1[)09 \/ﬁp’wu> =Var <% ZTI; >
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und durch Umformen des zweiten Varianzterms erhalt man fiir diesen

(o (8)') = el (o () ) v e () )
B |[#Var <¢(>> |
- (m (Z)Q)EW(E i (2)

N

+ Var (E

+ Var <%VE

wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass zum einen der Erwartungswert von ¢ gleich
null ist und zum anderen

52_§2_ 1 72
- = = — 3
e

wegen 22 ~ x3 und 7 ~ x2_, ., F-verteilt ist und somit den Erwartungswert 1/(n — m)
besitzt. Der Kovarianzterm fallt weg, da

~ SN
Cov (Zg, Gp <u> : Z) E
u u

el @
- il o () e o (e
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ist. Somit folgt fiir die Varianz von i,

~ T ~

~ Ogy Z° W, 1 9.9U

— 297 E =

Var (11p) Var <\/ﬁ Ty ) + p— [@ZJ g ]

~ T B ~ T B E w26.2u—u§2
= FE [Var (T;SZZTZZ y)] + Var (E [f;g ZZTl;Z y}) + —[ - _pm }
T T 2 F|y%52 1—%
— B[] Var Qzﬁ) Var @) <E [;ﬁTHD L7l np_(m )
_ (1s — 1g)° oy 2, g 27,1\’
= (n 039 +1>Var<\/gﬁsz>+<E[\/gﬁsz]>
w5 () - b | HL ]
_l’_
n—m
T”’z 02( TI'I‘Z)2
= (e — pg)* Var < iy ) [ng (272)>
or o - | 2L e
_l’_
n—m
T 2 2 T
~ G (| |- (s[5f]) )+ e | )
Z" Z Z" Z
et (=[5 oo [24)
* n—m
2 T, )2
= ((H* - Hg)2 + if) E ((ZTH:))Q — (ks — Ng)2 ¢

+ n—m
- 0—521h’ (ZT“z) 2 2
n (sz)2 (e = 11g)" 0
we e - 4 (2 [Er] e [F])
+ n—m ’

wobei im vorletzten Schritt (4.15) und im letzten Schritt die Umformung

2
g 0'g

2 2

. — o

== <1—|—n('u 2#9) ) =-h
n Ug n

2
_9
n

(b — p1g)* +
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ausgenutzt wurde. Da E [(z” p,)?/(z"2)| und E [(z"p,)? /(2" 2)?] genau dann existieren,
wenn m > 1 bzw. m > 3 ist, existiert auch Var (f1p) genau dann, wenn m > 3 ist.

Die Varianz von 5% und die Kovarianzen lassen sich ebenfalls mithilfe der Zerlegungssétze
fiir Varianz und Kovarianz bestimmen. O

Beweis von Satz 4.4.3

Nach Satz 4.1.1 gilt E[ﬁg|1z2] = tg. Im Beweis zu Satz 4.1.1 wurde gezeigt, dass P2 = u/v
ist, wobei v ~ X721—m+1 unabhingig von v = z”z ist. Mit Lemma 4.3.4 gilt somit

E [1272] =EPE[u!]=Mn-m+ 1)%
Also ist
~ m—3 ~
Elip) = E M*_(n_m_}_l)wz(/ﬁ*_#g)]

B _ m—3 P ~

= E|E | (n—m+1)¢2(u* ug)’w”

B m—3 ~_ ~ | 7

B M*_E[n—m—i—lw QE[N*_MQWH

3
= M*—E[njnﬂw_g(/l*—ﬂg)]
m—3 n—m+1
= 'u*_n—m—l-l‘ m—3 (_ﬁb)(l‘*_ﬁ‘g)
= e = (L= 0) (e — pg) = -
Mit (4.19) gilt
5 —2 ~
E[a’%“] - (n—éz@(n—)Zz—i—l)E[aﬂ
B (n—2)n n—m+1_. o
T (h=m)n—m+1) n E[ap]
—2

Sy g
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5. Simulationsstudie

Die Simulationsstudie setzt sich aus drei Abschnitten zusammen. Zunéchst wird die Aus-
wirkung einer Leerverkaufsbeschrinkung auf die Effizienzkurve untersucht. Als néchstes
werden die geschétzten Effizienzkurven, die man erhélt, wenn man das Mean-Variance-
Optimierungsproblem mit den verschiedenen in Kapitel 3 vorgestellten Schétzern 16st, mit-
einander verglichen. Anschliefsend werden die in Kapitel 4 hergeleiteten Ergebnisse fiir die
Verteilung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve empirisch iiberpriift.

5.1. Die Effizienzkurve mit und ohne Leerverkaufsrestriktion

Sind Leerverkdufe nicht zugelassen, ist die Konstruktion von Portfolios nur eingeschrankt
moglich. Daher stimmen die Effizienzkurven im restringierten Fall (ohne Leerverkdufe) und
im unrestringierten Fall (mit Leerverkdufen) im Allgemeinen nicht {iberein. Der zuléssige
Bereich des restringierten Mean-Variance-Optimierungsproblems (in ihm sind alle Portfo-
liogewichte enthalten, die die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems erfiillen) ist
eine Teilmenge des zuldssigen Bereichs des unrestringierten Problems. Ohne die Nichtne-
gativitatsbeschrankung der Portfoliogewichte lassen sich also alle Portfolios konstruieren,
die man auch mit der Restriktion bilden kann. Dariiber hinaus besteht jedoch die Mog-
lichkeit, Portfolios zu finden, welche die effizienten Portfolios aus dem restringierten Fall
dominieren, die also zu einem bestimmten Risiko eine hohere Rendite erwarten lassen bzw.
eine bestimmte erwartete Rendite unter einem geringeren Risiko liefern. Somit liegt die
restringierte Effizienzkurve niemals oberhalb der unrestringierten Kurve.

Fiir die Untersuchung dieser Uberlegungen werden exemplarisch Wertpapiere von drei im
DAX notierten Unternehmen betrachtet, und zwar von BASF, Bayer und Merck. Die aus
ihren vergangen Monatsrenditen® von 1/2003-12/2012 berechneten empirischen Mittelwerte
und ihre empirische Kovarianzmatrix werden als wahre Parameter g und ¥ angenommen.
Es ist

n= (—0,01874850 —0,01355396 —0,01181897) (5.1)

und
0,008625638 0,002928710 0,001277821

3 =1 0,002928710 0,006187523 0,002490726 | . (5.2)
0,001277821 0,002490726 0,005410025

Dabei betreffen Komponenten mit (Zeilen-/Spalten-) Index 1 die Renditen von BASF und
Komponenten mit Index 2 bzw. 3 beziehen sich auf die Renditen von Bayer bzw. Merck.

Hog-Returns, die aus um Dividenden und Splits bereinigten Schlusspreisen bestimmt wurden,
Quelle: http://de.finance.yahoo.com/
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Zum Beispiel entspricht der Eintrag in der ersten Zeile und der dritten Spalte von 3 der
Kovarianz zwischen den Renditen von BASF und Merck. Mit g und 3 lassen sich die
Effizienzmengenkonstanten (1, f14,04) berechnen. Es gilt

1 =0,06634181 pu, = —0,0140413 o4 = 0,05986762.

Mit ihnen lasst sich die unrestringierte Effizienzkurve bestimmen, indem man fiir nahe

beieinanderliegende Werte fiir p, das Risiko o), = \/ 02 + (px — p1g)?/9* berechnet und

in ein (u,o)-Diagramm abtrégt. Die daraus resultierende Kurve ist in Abbildung 5.1 als
durchgezogene Linie dargestellt. Da eine Charakterisierung der restringierten Effizienzkur-

° unrestringiert:
[} restringiert
o "
=1 - Szenario 1
- - Szenario 2
- - Szenario 3
- - Szenario 4
- = Szenario 5
. -
1o} . -7
o Phd -
£ 24 Pid -7
2 3 -
B T LT L
k7 - -
14 - e
o) g LT
3 S, R
H y T
.
) 9 "4 P4
S - gt o
T VAN
I'/ ¢ -
I/ P ’
L
2
’
n
I
Q —
o
! T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Risiko (Standardabweichung)

Abbildung 5.1.: Vergleich von Effizienzkurven mit und ohne Leerverkaufsrestriktion

ve durch die Effizienzmengenkonstanten nicht moglich ist, werden in diesem Fall die Port-
foliogewichte w* in Abhédngigkeit von p, numerisch ermittelt und mit ihnen das Risiko
op = VW TEw* bestimmt. Die Kurve, die man damit erhélt, ist in Abbildung 5.1 als rote
gestrichelte Linie dargestellt. Hierbei handelt es sich jedoch nur um eines von vielen mogli-
chen Szenarien, wie die restringierte Effizienzkurve im Vergleich zur unrestringierten Kurve
verlaufen kann. Vier weitere (u, 3)-Kombinationen, die ¢ = 0,06634181, 1y = —0,0140413
und o, = 0,05986762 liefern, sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Die aus ihnen resul-
tierenden restringierten Effizienzkurven sind ebenfalls in Abbildung 5.1 eingezeichnet. Die
Abbildung bestétigt, dass die restringierten Kurven niemals oberhalb der unrestringierten
Kurve liegen. Es fallt auf, dass sich die Kurven aus Szenario 3 und Szenario 5 wesentlich
von den anderen Kurven unterscheiden: Die erwarteten Renditen der globalen varianzmini-
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Szenario 2

-0,014640000

-0,007747502

-0,013585287

0,014186923
0,007966406
0,003647577

0,007966406
0,015192438
0,004298708

0,003647577
0,004298708
0,003632876

Szenario 3

-0,011017000

-0,003900419

-0,013096469

0,060136497
0,050894199
0,009345391

0,050894199
0,056825493
0,009546907

0,009345391
0,009546907
0,004266689

Szenario 4

-0,014520000

-0,016036762

-0,008034997

0,009832422
0,001643740
0,001953354

0,001643740
0,005240029
0,001201304

0,001953354
0,001201304
0,011935059

Szenario 5

20,010587000

-0,003617474

-0,012847038

0,08029076
0,07085229
0,01315061

0,07085229
0,07545406
0,01330318

0,013150610
0,013303181
0,004914501

Tabelle 5.1.: Weitere (u,X)- Kombinationen, die fir die Effizienzmengenkonstanten
1 =0,06634181, pgy = —0,0140413 und o, = 0,05986762 liefern.

malen Portfolios sind deutlich héher als in den anderen Szenarien, die Kurven sind auf der
Risiko-Achse nach rechts verschoben und insgesamt ldnger als die anderen restringierten
Kurven. Bezeichnet u,, i = 1,...,5, den Vektor mit den erwarteten Renditen in Szenario ¢,
so gilt ps > pg > py (komponentenweise), was die hoheren erwarteten Renditen der globa-
len varianzminimalen Portfolios sowie die Lénge der Kurven erkléart. Denn mit Assets, deren
erwarteten Renditen hoher als bei anderen Assets sind, lassen sich Portfolios konstruieren,
mit denen hohere erwartete Renditen erzielt werden kénnen. Die Verschiebung in Richtung
der Risiko-Achse folgt aus dem hoheren Risiko der Renditen in den beiden Szenarien. Denn
auch hier gilt X5 > X3 > 3, wobei X; die Kovarianzmatrix der Renditen in Szenario ¢
bezeichne und der Vergleich hierbei ebenfalls komponentenweise erfolgt. Weiterhin lasst
sich erkennen, dass die Kurven von Szenario 1, Szenario 2 und Szenario 4 nahe beieinander
liegen. Vergleicht man die mittleren quadratischen Abweichungen der Parameter aus den
Szenarien 2 bis 5 von den Parametern aus Szenario 1, also

1
(tij — pny)®  und 9 > (oijk — o1p)”,
1 k=1

W =

3 3
]:

wobei p;; die erwartete Rendite von Asset j und o3, die Kovarianz zwischen Asset j und As-
set k in Szenario ¢ sind, so erkennt man, dass die Abweichungen in Szenario 2 und Szenario 4
kleiner als in den beiden anderen Szenarien sind; siche Tabelle 5.2. Da sich die Parameter
in Szenario 1, Szenario 2 und Szenario 4 somit untereinander nur wenig unterscheiden, gibt
es auch nur geringe Differenzen zwischen den Kurven. Dass die Kurven in diesen Szenari-
en sogar zum Teil auf der unrestringierten Kurve liegen, lasst sich damit begriinden, dass

85



Kapitel 5. Simulationsstudie

Szenario 2 Szenario 3 Szenario 4 Szenario 5
Abweichung p | 1,790486e-05 | 5,153299¢e-05 | 1,278768e-05 | 5,546692¢-05
Abweichung ¥ | 2,041117e-05 | 0,001116667 | 5,830038¢e-06 | 0.002186329

Tabelle 5.2.: Mittlere quadratische Abweichungen der Parameter der Szenarien 2 bis 5
von den Parametern aus Szenario 1.

die zuldssigen Bereiche der restringierten Probleme fiir kleine Werte von ., (ungefdhr) mit
dem zuléssigen Bereich des unrestringierten Problems iibereinstimmen. Sobald die Bereiche
mit zunehmenden u, voneinander abweichen, neigen sich die restringierten Kurven von der
unrestringierten Kurve weg.

5.2. Vergleich der Schatzmethoden zur Approximation der
wahren Effizienzkurve

In Kapitel 3 wurden verschiedene Methoden vorgestellt, mit denen g, 3 und w* geschétzt
werden konnen. Im Folgenden soll untersucht werden, wie gut sich die wahre Effizienzkurve
mithilfe empirischer Schétzer, der resampling-Methode und mit Bayes-Schétzern im Schnitt
approximieren ldsst. Da es in der Praxis von Bedeutung ist, wie die geschétzt effizienten
Portfolios unter den tatséchlichen Bedingungen abschneiden, werden die Kurven mithilfe
der out-of-sample Parameter i = W*T pp und 62 = W*T ZW* bestimmt, wobei W* die mit der
jeweiligen Schitzmethode ermittelten Portfoliogewichte sind. Es wird sowohl der Fall, dass
Leerverkdufe erlaubt sind, als auch der Fall, dass Leerverkdufe unzuldssig sind, betrachtet.

Es werden dieselben Daten zugrunde gelegt, die Lai, Xing und Chen (2011) in ihrer
Simulationsstudie verwenden. Somit sei m = 4, n = 6 und

p=(2,42 1,88 1,58 3,47),

1,17 0,79 0,84 1,61
0,79 0,82 0,61 1,23
0,84 0,61 1,37 1,35
1,61 1,23 1,35 2,86

Die mittlere empirische Effizienzkurve erhdlt man im unrestringierten Fall, indem man
die Erwartungswerte von i und 52 wie in (4.22) und (4.23) bestimmt und p = E[p] ge-
gen g = /F[0?] plottet. Da im restringierten Fall die Losung des Optimierungsproblems
nicht explizit angegeben werden kann, sondern numerisch angendhert werden muss, sind
hier die Verteilungen der out-of-sample Parameter und somit insbesondere ihre Erwar-
tungswerte unbekannt. Sie werden deshalb empirisch geschétzt. Dazu wird eine Stichprobe
{r1,...,rp} mit r; ~ N (pu,X), i =1...,n, generiert und mit ihrem empirischen Mittel-
wert und ihrer empirischen Kovarianzmatrix das Mean-Variance-Optimierungsproblem fiir
verschiedene Werte fiir p, gelost. Mit der Losung w* werden die out-of-sample Parameter
i =wTpund o = Vw*T Zw* bestimmt. Wiederholt man dieses Verfahren 500 Mal, bildet
anschliefend die Mittelwerte von &z und ¢ zu jeweils demselben Wert von p, und tragt diese
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gegeneinander ab, erhélt man eine Annéherung der mittleren empirischen Effizienzkurve im
Fall ohne Leerverkaufe.

Fiir die Bestimmung der mittleren resampled frontier wird eine Stichprobe {ry,...,r,}
mit r; ~ N(u,X), i = 1...,n, generiert und ihr empirischer Mittelwert g und ihre em-
pirische Kovarianzmatrix S bestimmt. Damit werden B = 500 Boostrap-Stichproben der
Grofke n aus einer multivariaten N (i, ZA])—Verteilung generiert. Fiir jede dieser Bootstrap-
Stichproben wird der empirische Mittelwert und die empirische Kovarianzmatrix bestimmt
und mit diesen Parametern das Mean-Variance-Optimierungsproblem fiir verschiedene Wer-
te fiir . gelost, entweder numerisch oder wie in (4.4), je nachdem ob Leerverkiufe unzuléssig
oder erlaubt sind. Anschlieffend bestimmt man fiir jeden Wert von p, den Mittelwert W der
zugehorigen Gewichte der einzelnen Assets aus den verschiedenen Bootstrap-Stichproben.
Damit lasst sich das out-of-sample Risiko und die out-of-sample erwartete Rendite mittels
o = VW!XW und i = W’ berechnen. Wiederholt man dieses Vorgehen 500 Mal und
bildet den Durchschnitt der dabei resultierenden Kurven, erhélt man eine Anndherung der
mittleren resampled frontier.

Zur Berechnung der Bayes-Schéitzer von g und 3 miissen zunéchst die Hyperparameter
der A-priori-Verteilung spezifiziert werden. Wie bei Lai, Xing und Chen (2011) sei kK = 5,
Vg = 10,

po = (2,48 2,17 1,61 3,42)

und
3,37 2,04 0,32 1,59
s, _ [204 422 0,05 302
0,32 —-0,05 2,75 1,08
1,59 3,02 1,08 8,43
Generiert man eine Stichprobe {ry,...,r,} mit r; ~ N(u,X), i = 1...,n, konnen die

Bayes-Schétzer von p und X wie in (3.9) und (3.10) bestimmt werden. Mit diesen Schétzern
wird nun das Mean-Variance-Optimierungsproblem fiir verschiedene Werte fiir u, gelost,
entweder numerisch oder wie in (4.4). Mit der Losung w* werden die out-of-sample Parame-
ter r und o bestimmt. Bildet man die Mittelwerte dieser Parameter aus 500 Wiedeholungen
dieses Verfahrens, erhélt man eine Ann&herung der mittleren Bayes’schen Kurve.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die geschétzten
Kurven unter der Annahme, dass Leerverkdufe erlaubt sind, viel starker von der wahren
Effizienzkurve abweichen als im restringierten Fall. Im unrestringierten Fall weisen die ge-
schitzten Kurven auch untereinander deutliche Differenzen auf, wihrend sie sich im restrin-
gierten Fall kaum unterscheiden. Mit den Bayes-Schétzern kann man in beiden Féllen fiir
hohe erwartete Zielrenditen die wahre Effizienzkurve im Mittel am besten anndhern. Die
resampled frontier ist im unrestringierten Fall der empirischen Effizienzkurve vorzuziehen,
im restringierten Fall stimmen die beiden Kurven jedoch beinahe iiberein. Es ldsst sich
schliefslich feststellen, dass alle drei Methoden fir die Approximation der Effizienzkurve im
Schnitt nur ungeniigend geeignet sind.
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Abbildung 5.2.: Vergleich der Schiatzmethoden zur Approximation der wahren Effizienz-
kurve, links mit Leerverkdufen, rechts ohne Leerverkaufe.

5.3. Die empirische Minimum-Varianz-Kurve

Obwohl die empirischen Schétzer hinsichtlich der Anndherung der wahren Minimum-Vari-
anz-Kurve nicht sehr gut abschneiden, wird in der Praxis dennoch héufig auf sie zuriickge-
griffen. Deswegen beschéftigte sich Kapitel 4 intensiv mit der Verteilung der empirischen
Minimum-Varianz-Kurve. Dabei wurde zwischen vier Kurven unterschieden: Der wahren
Minimum-Varianz-Kurve, der empirischen Minimum-Varianz-Kurve, der mittleren empiri-
schen Minimum-Varianz-Kurve (kurz in-sample Kurve) und der out-of-sample Kurve. Diese
wurden in Kapitel 4.2 vorgestellt und im weiteren Verlauf in Hinblick auf ihre Verteilungen
analysiert.

Fiir die empirische Untersuchung der Resultate werden im Folgenden jeweils drei Si-
mulationen durchgefiihrt: Um die Ergebnisse auf verschiedene Daten anzuwenden, werden
Wertpapiere von je 14 im NASDAQ-100 und im DAX gelisteten Unternehmen betrachtet.
Eine mogliche Auswirkung der Grofe der Daten soll in einem dritten Durchlauf mit 25 Wert-
papieren von im DAX notierten Unternechmen untersucht werden. Aus den um Dividenden
und Splits bereinigten monatlichen Schlusspreisen der Wertpapiere von 1/2003-12/2012
werden die log-Returns berechnet. Ihre empirischen Mittelwerte und ihre empirische Kova-
rianzmatrix werden als wahre Parameter g und 3 angenommen. In Tabelle 5.3, die sich am
Ende dieses Kapitels befindet, sind die fiir die Simulation verwendeten Wertpapiere sowie
die Werte der Parameter fiir m = 14 zusammengefasst. Auf die Daten fiir den Fall m = 25
wird aus Platzgriinden verzichtet.

~2

Die unrestringierte in-sample Kurve erhilt man, indem man 5127 = Elo,] wie in (4.19) fiir

verschiedene Werte fiir sz, bestimmt und 7, = ,/E[52] in ein (y,0)-Diagramm eintrigt.
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Sind Leerverkiufe dagegen unzulissig, wird eine Stichprobe {ry,...,r,} mit r; ~ N (pu, X),
1 =1,...,n, generiert und mit ihrem empirischen Mittelwert g und ihrer empirischen Ko-
varianzmatrix 3 das Minimum-Varianz-Problem fiir verschiedene Werte fiir p, numerisch

gelost. Mit der Losung w* wird das Risiko mittels o, = V W TE®* bestimmt. Wieder-
holt man dieses Vorgehen 500 Mal, berechnet fiir jeden Wert von u, den Mittelwert der
zugehorigen Risiken und plottet p, gegen dieses mittlere Risiko &, so erhélt man eine
Anndherung der in-sample Kurve im restringierten Fall. In den Abbildungen 5.3 - 5.5 sind
die Ergebnisse der Simulationen dargestellt. Neben der wahren Minimum-Varianz-Kurve
und der in-sample Kurve sind auferdem das 5%- und das 95%- Quantil der empirischen
Minimum-Varianz-Kurve eingezeichnet, um deren Streuung zu veranschaulichen. Fiir die
Quantile werden 50000 empirische Minimum-Varianz-Kurven generiert, entweder wie in
Satz 4.3.2 oder numerisch mit den empirischen Parametern von N (p, X)-verteilten Stich-
proben, und anschliefend fiir jeden Wert von p, die jeweils 5% niedrigsten und hochsten
Werte fiir 7, ermittelt.

Aus den Abbildungen geht hervor, dass unabhéngig von m, n und der Leerverkaufsbe-
schrankung die in-sample Kurve im Mittel links von der wahren Minimum-Varianz-Kurve
liegt. Dies resultiert daraus, dass ein Asset, dessen Risiko zu optimistisch geschétzt wird,
durch das Minimum-Varianz-Problem ein zu hohes Portfoliogewicht zugewiesen bekommt.
Dadurch ist das in-sample Risiko haufig niedriger als das tatséchliche Risiko, mit dem eine
erwartete Zielrendite verbunden ist. Weiterhin fallt auf, dass die geschétzte Kurve im Be-
reich des globalen varianzminimalen Portfolios die wahre Minimum-Varianz-Kurve relativ
gut approximiert, die Differenz zwischen den beiden Kurven jedoch umso gréfser wird, je
weiter man sich vom varianzminimalen Portfolio entfernt. Dabei nimmt auch die Streu-
ung der empirischen Minimum-Varianz-Kurve stark zu. Mit zunehmendem n wird zwar
die Approximation besser und die Streuung nimmt ab, jedoch eignet sich die empirische
Minimum-Varianz-Kurve vor allem im Fall ohne Leerverkdufe auch fiir grofe n nur ungenti-
gend fiir die Ann&herung der wahren Kurve. Vergleicht man die Ergebnisse fir m = 14 mit
den Ergebnissen fiir den Fall m = 25, so erkennt man, dass eine Erhohung der Anzahl der
Assets im unrestringierten Fall zu einer niedrigeren Streuung der empirischen Minimum-
Varianz-Kurve fiihrt, die Approximation jedoch schlechter wird.
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Abbildung 5.3.:

In-sample Kurve fiir m = 14 Wertpapiere aus dem NASDAQ-100 fiir verschie-
dene n, oben mit Leerverkidufen, unten ohne Leerverkdufe. Die durchgezogene
Linie stellt die wahre Minimum-Varianz-Kurve dar, bei der gestrichelten Linie
handelt es sich um @,. Die gepunkteten Linien sind die 5%- und 95%- Quantile
der empirischen Minimum-Varianz-Kurve, die basierend auf 50000 Simulatio-
nen bestimmt wurden.
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Abbildung 5.4.:

In-sample Kurve fiir m = 14 Wertpapiere aus dem DAX fiir verschiede-

ne n, oben mit Leerverkdufen, unten ohne Leerverkéufe.
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Abbildung 5.5.: In-sample Kurve fiir m = 25 Wertpapiere aus dem DAX fiir verschiede-

ne n, oben mit Leerverkdufen, unten ohne Leerverkéufe.
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Da die in-sample Kurve die wahre Minimum-Varianz-Kurve nur ungeniigend approxi-
miert, haben Kan und Smith (2008) fiir den unrestringierten Fall einen verbesserten Schét-
zer der Kurve definiert. Der Erwartungswert dieses Schitzers wird in (4.20) bestimmt. Dass
dieser tatsdchlich besser als die in-sample Kurve abschneidet, bestétigen die Abbildun-
gen 5.6 - 5.8. Die wahre Minimum-Varianz-Kurve lésst sich mit dem verbesserten Schéitzer
im Mittel zwar viel besser annéhern, jedoch muss dafiir eine hohere Streuung als die der
empirischen Minimum-Varianz-Kurve in Kauf genommen werden.
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Abbildung 5.6.: Verbesserte in-sample Kurve fiir m = 14 Wertpapiere aus dem

NASDAQ-100 fiir verschiedene n. Die durchgezogene Linie stellt die
wahre Minimum-Varianz-Kurve dar, bei der gestrichelten Linie handelt
es sich um die Wurzel des Erwartungswerts der verbesserten in-sample
Kurve, /E[02,]. Die gepunkteten Linien sind die 5%- und 95%- Quantile

der verbesserten Minimum-Varianz-Kurve 0,,, die basierend auf 50000
Simulationen bestimmt wurden.
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Abbildung 5.7.: Verbesserte in-sample Kurve fiir m = 14 Wertpapiere aus dem DAX fiir
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Abbildung 5.8.: Verbesserte in-sample Kurve fiir m = 25 Wertpapiere aus dem DAX fiir
verschiedene n.
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Mit der out-of-sample erwarteten Rendite und dem out-of-sample Risiko lésst sich die
Performance eines empirischen Minimum-Varianz-Portfolios unter tatséchlichen Bedingun-

gen beurteilen. Fiir den Fall, dass Leerverkiufe zuldssig sind, werden K, und ¢, =/ E[c2]

wie in (4.22) und (4.23) fiir verschiedene Werte fiir i, bestimmt und in ein (u, 0)-Diagramm
eingetragen. Ohne Leerverkdufe werden mit dem empirischen Mittelwert und der empiri-
schen Kovarianzmatrix einer Stichprobe {ri,...,r,} mit r; ~ N(u,X), i = 1,...,n, die
Gewichte der empirischen Minimum-Varianz-Portfolios w* fiir verschiedene Werte fiir p
numerisch ermittelt und mit ihnen die jeweilige out-of-sample erwartete Rendite B, = wTp

und das jeweilige out-of-sample Risiko g, = VW TEw* bestimmt. Wiederholt man dieses
Vorgehen 500 Mal und bildet den Mittelwert der out-of-sample Parameter fiir die jeweils
gleichen Werte von ., erhélt man eine Annéherung der mittleren out-of-sample Kurve mit
Leerverkaufsbeschrankung. Welche Form die out-of-sample Kurve annimmt und wie sie im
Vergleich zur in-sample Kurve abschneidet, ist in den Abbildungen 5.9 - 5.11 zu sehen.

Die out-of-sample Kurve liegt in allen Féllen rechts von der wahren Minimum-Varianz-
Kurve und damit auch rechts von der in-sample Kurve. Das bedeutet, dass empirische
Minimum-Varianz-Portfolios im Mittel riskanter sind als die Portfolios, die man mit den
wahren Parametern erhélt. Aufserdem sind sie riskanter als von der in-sample Kurve vor-
hergesagt. Die erwartete Rendite eines geschétzt effizienten Portfolios fallt in Wirklichkeit
im Schnitt geringer aus als die erwartete Zielrendite .. Schlieklich gilt auch fiir die out-
of-sample Kurve, dass sie im Bereich des globalen varianzminimalen Portfolios die wahre
Minimum-Varianz-Kurve relativ gut approximiert, ihr Abstand jedoch umso grofer wird,
je weiter man sich vom varianzminimalen Portfolio entfernt. Mit steigendem n wird diese
Differenz jedoch immer geringer.
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Abbildung 5.9.:

In-sample Kurve und out-of-sample Kurve fiir m = 14 Wertpapiere aus
dem NASDAQ-100 fiir verschiedene n, oben mit Leerverkdufen, unten
ohne Leerverkdufe. Die durchgezogene Linie stellt die wahre Minimum-
Varianz-Kurve dar, bei der roten gestrichelten Linie handelt es sich um

0p und bei der griinen gestrichelten Linie um o,

P
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Abbildung 5.10.: In-sample Kurve und out-of-sample Kurve fiir m
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6. Fazit und Ausblick

In Kapitel 2 wurde die Portfoliotheorie von Markowitz vorgestellt, deren Kern das Mean-
Variance-Optimierungsproblem ist. Es wurden Bedingungen hergeleitet, unter denen sich
verschiedene Formulierungen des Problems ineinander iiberfiihren lassen. Durch Losen des
Problems erhélt man Portfolios, deren Risiko-Rendite-Kombinationen auf der Effizienzkur-
ve bzw. auf der Minimum-Varianz-Kurve liegen. Um in der Praxis (annéhernd) effizien-
te Portfolios konstruieren zu koénnen, muss die Effizienzkurve nadherungsweise bestimmt
werden, wofiir g und X geeignet geschétzt werden miissen. Dafiir wurden in Kapitel 3
verschiedene Methoden vorgestellt. In der Simulationsstudie in Kapitel 5 wurden die empi-
rischen Schitzer, die resampling-Methode sowie die Bayes-Schéitzer miteinander verglichen.
Waéhrend grofte Unterschiede zwischen den geschitzten Kurven im unrestringierten Fall
zu beobachten waren, verliefen die Kurven im restringierten Fall fast gleich. Mit Leerver-
kdufen erhielt man fiir hohe Werte fiir p, mit den Bayes-Schétzern die beste Annéherung
der wahren Effizienzkurve. Fiir niedrige erwartete Zielrenditen schnitten jedoch in beiden
Féllen alle drei Methoden nur ungentigend ab. Da die empirischen Schétzer in der Praxis
dennoch von grofser Bedeutung sind, beschéftigte sich Kapitel 4 mit der Verteilung der
empirischen Minimum-Varianz-Kurve. Allerdings bezogen sich die Untersuchungen dabei
lediglich auf den unrestringierten Fall, da sich die Lésung des Minimum-Varianz-Problems
nur dann explizit mithilfe der Effizienzmengenkonstanten darstellen lasst. Es wurden insbe-
sondere die Verteilungen der in-sample und der out-of-sample Kurve ermittelt. Die Simu-
lationsstudie in Kapitel 5 bestétigte, dass das in-sample Risiko der empirischen Minimum-
Varianz-Portfolios das Risiko der wahren Minimum-Varianz-Portfolios im Durchschnitt un-
terschétzt, wihrend das mittlere out-of-sample Risiko im Vergleich zum Risiko der wahren
Portfolios zu hoch ist.

In dieser Arbeit wurde den Renditen meist eine Normalverteilung mit Parametern g und
Y unterstellt. Diese Annahme ist zwar gebrauchlich, beriicksichtigt aber nicht, dass die
Verteilung der Renditen in Wirklichkeit schwerere tails als die Normalverteilung besitzt.
Aus diesem Grund wiére es interessant zu untersuchen, wie andere Modellannahmen sich
auf die Ergebnisse dieser Arbeit auswirken wiirden. So kénnte man zum Beispiel annehmen,
dass die Renditen einer studentschen t-Verteilung oder einer Lévy-Verteilung folgen. Eine
weitere Moglichkeit besteht darin, die Renditen als GARCH-Zeitreihe zu modellieren.

Bisher ist eine analytische Untersuchung der Effizienzkurve nur dann méglich, wenn Leer-
verkaufe zugelassen sind. Da Leerverkdufe in der EU nach der EU-Leerverkaufsverordnung
(EU-Kommission, Verordnung (EU) Nr. 236/2012 vom 14. Mérz 2012) nur beschrénkt mog-
lich und insbesondere fiir kleinere Investoren in der Regel mit einem erhéhten Risiko ver-
bunden sind, sollten sich zukiinftige Forschungen intensiver auf den restringierten Fall be-
ziehen, um eine umfassende Analyse der Effizienzkurve unter Leerverkaufsbeschrankungen
zu ermoglichen.
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A. Capital Asset Pricing Model

Aufbauend auf die Portfoliotheorie von Markowitz hat William Sharpe 1964 das Capital As-
set Pricing Modell (CAPM) entwickelt. Dabei stellte er fest, dass sich das Gesamtrisiko eines
Portfolios in zwei Komponenten aufteilen lasst, das systematische und das unsystematische
Risiko, wobei sich nur letzteres durch Diversifikation reduzieren lisst. Beim systematischen
Risiko, auch Marktrisiko genannt, handelt es sich um die Sensitivitéit eines Assets in Be-
zug auf allgemeine Marktbewegungen. Wie stark und in welche Richtung ein Asset auf die
Marktbewegungen reagiert, wird durch das Beta des Assets ausgedriickt, das weiter unten
definiert wird. Das unsystematische Risiko eines Assets stammt von spezifischen Einfliis-
sen auf dessen Rendite, die unabhéngig vom Markt sind. Da das unsystematische Risiko
mittels Diversifikation eliminiert werden kann, sollte nach Sharpe ein Investor nur fiir die
Aufnahme eines hoheren systematischen Risikos durch eine héhere Risikoprédmie entlohnt
werden. Dazu setzte Sharpe in seinem Modell die Risikopréamie in direkte Beziehung zum
Beta eines Assets. Dabei machte er zundchst folgende Annahmen:

e Alle Investoren kennen g und ¥ und sind sich insbesondere iiber sie einig.

e Jeder Investor strebt ein (u, o)-effizientes Portfolio nach Markowitz unter individuel-
len Risikopréferenzen an.

Alle Investoren investieren wahrend desselben Zeithorizonts.

Es gibt eine sichere Anlage. Diese liefert fiir jeden Investor dieselbe Rendite.

Es gibt keine Transaktionskosten.
e Jedes Asset ist beliebig teilbar.

Beim CAPM wird davon ausgegangen, dass sich der Markt in einem Gleichgewicht befindet,
alle Assets also jeweils den Preis besitzen, der Angebot und Nachfrage ausgleicht. Nimmt
man namlich an, dass der Kapitalmarkt zunéchst beliebig strukturiert ist und jeder Investor
ein beliebiges Portfolio hélt und nun auf einmal die Voraussetzungen fiir das CAPM eintre-
ten, wird jeder Investor sein Portfolio derart umstrukturieren, dass es effizient ist. Er wird
also einen Anteil in das Marktportfolio und den Rest in die sichere Anlage investieren. Der
riskante Anteil des Portfolios weist dann die gleiche Struktur wie das Marktportfolio auf.
Durch die dadurch entstehende Verdnderung von Angebot und Nachfrage passen sich die
Preise der Assets am Markt so an, dass Angebot und Nachfrage wieder im Gleichgewicht
sind. Durch die Preisédnderungen adndert sich natiirlich auch das Marktportfolio, und zwar
solange, bis jeder Investor mit seinem Portfolio zufrieden ist. Da die (o, u)-Kombination ei-
nes beliebigen Assets stets unterhalb der Kapitalmarktlinie liegt, sind die einzelnen Assets



Anhang A. Capital Asset Pricing Model

ineffizient. Diese Uberlegungen konnen bei Sharpe (1964) sowie bei zahlreichen weiteren
Autoren, wie z.B. Hausmann, Diener und Késler (2002) nachgelesen werden.

Die zentrale Aussage des CAPM lautet nun: Im Gleichgewichtszustand eines Kapital-
marktes, der obige Annahmen erfiillt, gilt fiir die erwartete Rendite p; jedes riskanten
Assets i des Marktes

; . oM A
pim Ty = 'E:(MM—Tf)ﬁi mit @':ﬁ, (A1)
wobei o; 3r die Kovarianz der Rendite von Asset ¢ und des Marktportfolios M ist, ‘7?\4 die
Varianz des Marktportfolios und 3; das Beta von Asset i. Wie oben bereits erwdhnt, steht j3;
fiir das systematische Risiko von Asset i. Es lésst sich im Gleichgewicht also nur dann eine
hohere Risikopramie erzielen, wenn dafiir ein hoheres systematisches Risiko aufgenommen
wird. Fiir den Beweis von (A.1) siehe z.B. Kremer (2006-a).
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B. Bayes’sche Entscheidungstheorie

Der Inhalt dieses Abschnitts orientiert sich an Robert (2007).

Wird ein zufélliges Phdnomen von einem Parameter 6 beeinflusst, lassen sich einerseits
anhand von Beobachtungen mithilfe statistischer Methoden Riickschliisse auf 6 ziehen, an-
dererseits ermoglicht die Bildung von Wahrscheinlichkeiten, die von 6 abhidngen, Aussagen
iiber das zukiinftige Verhalten zu treffen. Dieser inverse Zusammenhang von Wahrschein-
lichkeiten wird insbesondere in der Likelihoodfunktion deutlich, da sie im Prinzip nichts
anderes als die Dichtefunktion ist, jedoch als Funktion in # anstatt in der Beobachtung .
Ist also f (z | §) die Dichte einer Zufallsvariablen X bedingt auf 6, so ist bei unbekanntem
Parameter # und gegebener Beobachtung x die Likelihoodfunktion

LOz)=f(z]0).

Eine allgemeine Beschreibung dieser Inversion von Wahrscheinlichkeiten liefert das Bayes-
Theorem: Fiir zwei Ereignisse A und B mit P(B) # 0 gilt

B P(B| A)P(A) _ P(B|A)P(4)
PATE) = BaTaP(A) + P(B | A9P(A) ~  P(B)

Mit der stetigen Version des Theorems fiir zwei Zufallsvariablen X und Y mit beding-
ter Dichte fyy und Marginaldichte gy lésst sich die bedingte Dichte von Y gegeben X

bestimmen durch
fX|Y(~’E | y)gy (y)
9Y|X(y | z) =

B ffX|Y(37 | y)gy (y)dy

In einem Bayes’schen Modell wird der unbekannte Parameter 6 als Zufallsvariable betrach-
tet, deren Unsicherheit durch eine Verteilung 7 auf dem Parameterraum © modelliert wird.
7w wird als A-priori- Verteilung von 6 bezeichnet und auf der Grundlage von Vorwissen und
Annahmen tiber den Parameter gebildet. Die Verteilung von 6 gegeben die Beobachtung
x heillt A-posteriori- Verteilung. Sie lasst sich mithilfe des Bayes-Theorems aus der Like-
lihoodfunktion und der A-priori-Verteilung bestimmen:

@ 10)7(0)
[ f(z|0)m(9)do

Beim Schétzen eines Parameters entscheidet man sich letztendlich mithilfe einer geeigne-
ten Vorschrift fiir einen Wert, den man als Anndherung fiir den unbekannten wahren Wert
des Parameters annimmt. Im Folgenden bezeichne D die Menge aller mdoglichen solcher
Entscheidungen, man nennt D deswegen auch FEntscheidungsraum. Meist gilt D = O. Die
Entscheidung wird auf Grundlage von Beobachtungen x ~ f(z | ) getroffen, die aus dem

(0 | x)
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Anhang B. Bayes’sche Entscheidungstheorie

Beobachtungsraum X stammen. Die Regel §, die allen Beobachtungen eine Entscheidung d
zuordnet, ist also eine Funktion aus dem Beobachtungsraum X in den Entscheidungsraum
D. Man bezeichnet § auch als Schétzer und 6(x) = d als Schatzwert. Um eine Entscheidung
fiir einen Schétzwert zu bewerten, verwendet man Verlustfunktionen. Jede Funktion L von
der Form

L:0xD—[0,+0)

ist eine Verlustfunktion. Sie misst den Fehler L(6, d), der entsteht, wenn man fiir den wahren
Parameter 0 den Wert d annimmt. Man verwendet haufig die quadratische Verlustfunktion

L(0,d) = (§ — d)*

Anstelle des Verlusts, der mit einer konkreten Entscheidung d verbunden ist, ldsst sich auch
der mittlere Verlust aller Entscheidungen, die man mit J treffen kann, betrachten, also

R(9,6) = Eg[L(0,0(z))]
= /XL(H,(S(x))f(xH)dx.

Diese Funktion heifit frequentistisches Risiko. Da 6 unbekannt bzw. nach Bayes’schen An-
sichten vielmehr zuféllig ist, integriert man in einem Bayes’schen Modell iiber © statt iiber
X. Dadurch erhélt man den A-posteriori erwarteten Verlust

p(r,d|z) = BT[L(0,d)|]
= /L(G,d)ﬂ'(@]m)d@.
©

Gegeben die Beobachtung x ist der durchschnittliche Fehler, der durch die Entscheidung d
entsteht, p(m,d | x). Bildet man beim frequentistischen Risiko den Durchschnitt tiber die
Werte von 0 geméf ihrer A-priori-Verteilung, erhilt man das integrierte Risiko

r(m0) = ET[R(0,0)]

= // L(6,0(x))f(z | 8)dzm(0)d6.
eJx

Mit diesen Definitionen kénnen nun Bayes-Schétzer definiert werden:

Definition B.0.1 (Bayes-Schétzer, Bayes-Risiko) Fin Schdtzer 6™, der das integrierte Ri-
siko r(m,§) minimiert, heifft Bayes-Schdtzer. Der Wert r(w) = r(m,0™) heifst dann Bayes-
Risiko.

Der Wert von 6™ hingt also insbesondere von der A-priori-Verteilung m und der Verlust-
funktion L ab.

Satz B.0.2 Der Bayes-Schitzer 6™, den man mit der A-priori-Verteilung m und der qua-
dratischen Verlustfunktion L erhdlt, ist der bedingte Erwartungswert

() = E7 [0 | .
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C. Verteilungen

In diesem Abschnitt werden einige Verteilungen definiert und Eigenschaften bewiesen, die
in dieser Arbeit bendtigt werden.

C.1. Multivariate Normalverteilung

Satz C.1.1 Seien Xy, ..., X, unabhdingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~
Nin(1, ), i = 1,...,n. Dann sind der empirische Mittelwert X = 1/n> 1, X; und die
empirische Kovarianzmatriz £ = 1/n (X = X)X — X)T die Mazimum-Likelihood-
Schatzer fir p und 3.

Der Beweis ist bei Dwyer (1967) zu finden.
Beweis. Die Likelihood-Funktion von (u, ) ist

L Sh2) = — e e 3 T S i)
(2m)F 23

mit x € R™ und die Log-Likelihood-Funktion ist

n

n 1 _
In L (p, X;2) = const — §ln]2| _QE(M_N)TE Yy —p).
1=

Da nach Dwyer (1967)

gilt, folgt
9 R
@IHL(ME;J?):E ;:1 (i —p).

Diese Ableitung ist fiir g = Z gleich null, sodass i = X der Maximum-Likelihood-Schétzer
flir p ist.
Weiterhin gilt nach Dwyer (1967)

o .

und
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Anhang C. Verteilungen

sodass

9 ) s LN ) (e - )T s

= %2_1 (—n +> (@i —p) (mi—p)" 2_1>
=1

ist. Mit g = T ist diese Ableitung gleich null, wenn ¥ = 1/n Y " | (z; — Z)(z; — T)7 ist.
Somit ist £ =1/n > (X; — X)(X; — X)T der Maximum-Likelihood-Schiitzer von X. [

Satz C.1.2 Seien Xq,..., X, unabhingige Npn(p, X)-verteilte Zufallsvariablen. Dann sind
der empirische Mittelwert X :L/n 2?212(1' und die korrigierte empirische Kovarianzma-
triz S* =1/(n — 1) Y0 (Xi — X)(X; — X)T unverzerrte Schitzer fiir p und X.

Beweis. Fiir dem empirischen Mittelwert gilt

SRAEEIIELIEE
n 2 i n 2 i n H=H

Also ist der empirische Mittelwert ein unverzerrter Schétzer fiir p. Nach Muirhead (1982)
ist X ~ N(pu,X/n). Somit gilt fiir die korrigierte empirische Kovarianzmatrix

E

P 3 (X, - X) (xi_x)T]

_ p|t Z(Xi—u+u—x)(xi—u+u—x)T]

=1
2 S (M—X)T]

+F

n
T =

Yo Xi-p)(Xi—p)'

=1

‘B [n” (X - p) (X - u)T]

n 2 “ T n X

= X+ FE X; — - X —
n—1 + n—1<; ! nu) (M ) +n—1n
n 2n — T n X

= Y—-F X — X — —
n—1 [n—l( ﬂ)( H) }—i_n—ln

_ "o 2n ¥ n X _ 5
n—1 n—1n n—-—1n

Somit ist S* ein unverzerrter Schatzer fir X. O

Satz C.1.3 Sei X ~ N (p,X) und seien A und B zwei Matrizen. Dann sind AX und BX
genau dann unabhingig, wenn AXBT = 0 ist; siehe Héirdle und Simar (2003).



Anhang C. Verteilungen

Satz C.1.4 Fiir eine m-dimensionale Zufallsvariable X mit X ~ N(w,1L,) und einen
konstanten Vektor h € R™ gilt

E[(X™X) (X™h)] = (m+2+p"p) (p"h).
Beweis. Sei X = (X1,...,Xm)T. Wegen X ~ N(p,I,) ist dann X; ~ N (p;, 1) fiir i =

1...,mund X; und X; sind fiir i # j unabhiingig. Sei weiterhin h = (h1,...,hy)T. Durch
Ausmultiplizieren erhélt man

(XTX) (XTh) = (ZX ) (i)%) :ihifori Xihiin . (Ca)
=1 =1 =1 7j=1
i

Wendet man darauf den Erwartungswert an, erhilt man mit der Unabhéngigkeit der X;’s

B [(X'X) (X"h)]

1
e
™
s
23,
_l_
|‘M

I
&
™
i

= D hilpd 4 3p) + Y | hap Y (1 1)

i=1 i=1 j=1
J#i

= Zhiu§+3zhiui+zhmz’2/ﬁ%+(m—1)thz‘
=1 =1 =1 jjﬁi =1
— Z hZ)uz + Z hmuz Z /*Lz m + 2 ( Th)

J#Z
= (uTu) (pTh) +(m+2) (uTh)
= (m+2+p"p) (p'h),

wobei im vorletzten Schritt die Gleichung in (C.1) mit g anstelle von X ausgenutzt wurde.
|
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Anhang C. Verteilungen

C.2. x?-Verteilung

Definition C.2.1 (x?-Verteilung) Seien X1, ..., X, unabhdingige N'(0,1)-verteilte Zufalls-

variablen. Dann st "
Z=> X}
i=1

x2-verteilt mit n Freiheitsgraden, also Z ~ x?2; siehe Krishnamoorthy (2006).

Satz C.2.2 Der Erwartungswert und die Varianz von Z ~ x2 sind
EZl=n wund Var(Z) = 2n;

siehe Krishnamoorthy (2006).

Satz C.2.3 Sei X ~ x2. Dann ist

v
(n—2)(n—4)

E[X7 = und ~ E[X7? =

Beweis. Die Dichte einer x2-verteilten Zufallsvariablen X mit n Freiheitsgraden ist

1 n T
f(z) = ——x2"te 2 fiir z > 0.

o0
E[Xx7"] =/ L it
0

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass sich die Dichte einer X%_Q—verteilten Zu-
fallsvariable zu 1 integriert.
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Weiter ist
oo "
E[X_Q] = / %%xg_le_%daz
o 2T (3)
(o]
= / nl — 1 "7 e S dy
o 2(5-1)2"7 T (252)
)2

oo(_ 2
:/02(’;1—

o3

1 1 n—4 _z
r z e zdx

1
D20 =025 ()

= 1 - L x%*le*% X

- e 2T (250) !
1

T (n—2)(n—4)

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass sich die Dichte einer x2_,-verteilten Zu-
fallsvariable zu 1 integriert. O

Satz C.2.4 Fiir unabhdngige Zufallsvariablen X1, ..., X, mit X; ~ X%w 1=1,...,n, gilt

n n
ZXiNXZ mitn:Zni;
i=1 i=1
siehe Krishnamoorthy (2006 ).

C.3. Nichtzentrale y2-Verteilung

Definition C.3.1 (Nichtzentrale x2-Verteilung) Seien X1,...,X, unabhingige normal-
verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ N(u;,1), i = 1,...,n, und sei § = > i, u?. Dann

folgt
n
Z=> X}
=1

einer nichtzentralen x2- Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter §,
also Z ~ x2(6); siehe Krishnamoorthy (2006).

Insbesondere gilt dann fiir zwei Zufallsvariablen X ~ x2 und Y ~ N(u, 1), dass
X+Y2~ X2, (n)
ist.
Satz C.3.2 Der Erwartungswert und die Varianz von Z ~ x2(8) sind
EZ)=n+0d und Var(Z)=2(n+2));

siehe Krishnamoorthy (2006 ).
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C.4. Wishart-Verteilung

Definition C.4.1 (Wishart-Verteilung) Seien X1, ...,X,, unabhdngig und identisch ver-
teilte Zufallsvariablen mit X; ~ Np(0,%),i = 1,...,n, und sei X = (X1,...,X,)T eine
(n X p)-Matriz, deren Zeilen die Vektoren Xy, ...,X,, sind. Dann ist die (p x p)-Matriz

n
W=X"X=>"X;X]
=1

Wishart-verteilt mit der Matriz X und n Freiheitsgraden, also W ~ Wy (n, X); siehe Fahr-
meir, Hamerle und Tutz (1996).

Fiir p =1 und X; ~ N(0,1),i = 1,...,n, ist die Wishart-Verteilung mit der y2-Verteilung
identisch.

Definition C.4.2 (Inverse Wishart-Verteilung) Sei W eine Matriz, deren Inverse Wishart-
verteilt ist, also W1 ~ Wy (n, 1Y), Dann ist W invers Wishart-verteilt, also

W ~ IW,(n,X);
siehe Meucci (2009).

Satz C.4.3 Der Erwartungswert einer TW,(n, X)-verteilten Matric W ist

1
E[W]= ———F%;
Wl=—

siehe Fugikoshi, Ulyanov und Shimizu (2010).

Satz C.4.4 Eine Zufallsvariable X ist genau dann Wi(n,o?)-verteilt, wenn 1/02X x2-
verteilt ist.

Beweis. Sei X ~ Wi(n,c?). Dann gilt mit Y = (Y3,...,Y,)T, wobei ¥; mit i = 1...,n
unabhingig und identisch N(0, 0%)-verteilt sind, dass

X=Y"Y
ist. Dann ist . )
1 1 Y;
—X==Y'Y= =
o2 o2 ; < o >

mit Y; /o ~ N(0,1) fiir i = 1,...,n. Damit ist 1/02X ~ x2.
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C.5. F-Verteilung

Definition C.5.1 (F-Verteilung) Sei X ~ x2, und Y ~ x2 und seien X und Y unabhdin-
gig. Dann ist die Zufallsvariable

F-verteilt mit m und n Freiheitsgraden, also F' ~ Fy, ,; siche Krishnamoorthy (2006).

Satz C.5.2 Der Erwartungswert von F' ~ Fp, , ist

siehe Krishnamoorthy (2006).

C.6. Nichtzentrale F-Verteilung

Definition C.6.1 (Nichtzentrale F-Verteilung) Sei X ~ x2,(8) und Y ~ x2 und seien X
und Y unabhdngig. Dann ist die Zufallsvariable

nichtzentral F-verteilt mit m und n Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter §, also
F ~ Fp, n(0); siehe Krishnamoorthy (2006).

C.7. Multivariate t-Verteilung

Definition C.7.1 (Multivariate t-Verteilung) Se:

v _1
SOR
1%

mit v ~ x2 undy ~ N(0,P~Y), wobei v und y unabhingig voneinander sind. Dann ist t
multivariat t-Verteilt mit v Freiheitsgraden; vgl. Dickey (1967).

C.8. Matrix-t-Verteilung
Definition C.8.1 (Matrix-t-Verteilung) Sei T eine stochastische (p x q)-Matriz der Form
-1
T = (U%T) A
wobei U2U2T = U ~ W(m — q,P) mit der symmetrischen und positiv definiten Matriz P

und mit m > p+ q — 1 unabhdngig von der Matriz Z ist, deren Zeilenvektoren unabhdngig
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N(0, Q)-verteilt sind, wobei Q eine symmetrische und positiv definite Matriz ist. Dann
folgt T einer Matriz-t-Verteilung, also T ~ T,(P,Q,m). Die Anzahl der Freiheitsgrade ist
v=m—p—q+ 1. (Bei der Notation der Verteilung handelt es sich um eine Kombination
aus der von Dickey (1967) und der von Kan und Smith (2008).)
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D. Satze und Lemmata anderer Autoren

Fiir manche Beweise aus Kapitel 4 werden Ergebnisse anderer Autoren verwendet. Die Sét-
ze, in denen diese Ergebnisse festgehalten werden, kéonnen in diesem Abschnitt nachgelesen
werden.

D.1. Theorem 3.2 von Haff (1979)

Satz D.1.1 Sei S = (si5)i j=1,.p invers Wishart-verteilt mit k Freiheitsgraden und der
Matriz ¥~ = (0ij)ij=1...p, also S ~ IW(k, 1) und sei k —p—3 > 0. Dann gilt

(i) Elsij] = 0ij/(k—p—1),

(ii) Cov(s;j, sp) = (k%p_laijakl + oot + oiow;)/((k —p)(k —p—1)(k —p—3)).

D.2. Theoreme und Korollar von Muirhead (1982)

Satz D.2.1 (Theorem 3.2.11) Sei A ~ Wy, (n, ) und M eine (k x m)-Matriz mit Rang
k. Dann ist
(MA'MD) ™ ~ Wi(n —m + k, MZIMT)™h).

Satz D.2.2 (Theorem 3.2.10 und Korollar 3.2.6) Sei A ~ Wy,(n,X), wobei sich A und %
folgendermafen in Blocke einteilen lassen:

A A by b
A= (hn A =)
wobei A1y und X171 (k x k)-Matrizen sind. Dann ist Aj; ~ Wg(n, X11). Sei weiter Aq1.0 =
A — A Ay Ay und 219 = By — 219855 Ba1. Dann gilt
(i) Ai1.2 ~Wi(n —m+ k,311.2) ist unabhingig von Ajs und A,
(ii) die bedingte Verteilung von Aia gegeben Agy ist N(2122521A22, 312 ® Ag),
(117) Aga ~ Wi_r(n, Xa2).

In (ii) bezeichnet ® das Kronecker-Produkt, wobei fir eine (m xn)-Matriz B mit Eintragen
bij,i=1,...,m, j=1,...,n, und eine (p x q)-Matriz C das Kronecker-Produkt definiert
ist als

buC -+ b1,C
D=B&®C= : : € RMPXM,

b1C - bypnC
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Anhang D. Sidtze und Lemmata anderer Autoren

D.3. Lemma 1 von Sawa (1972)

Lemma D.3.1 Sei Xy eine fast diberall positive Zufallsvariable und Xo eine beliebige Zu-

fallsvariable. Angenommen, es existiere eine gemeinsame momenterzeugende Funktion von
X1 und X2 N
@(61,02) = Elexp(01X1 + 02X2)]

mit 01 < € und |02 < €, wobei € eine beliebige positive Konstante sei. Dann ist das a-te
Moment (o> 0) von Xo/X; gegeben durch

e a—10%p(01,62)
T() / m(_el) 963 00200

vorausgesetzt, es existiert oder es ist unendlich.

XVIII



E. Sonstiges

E.1. Suffizienz

Definition E.1.1 (Suffizienz) Sei {X1,..., Xy} eine Stichprobe aus einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit unbekanntem Parameter 6. Dann ist die Statistik T = g(X1,...,Xy)
suffizient fir 6, wenn die bedingte Dichte bzw. Verteilungsfunktion von {X1,..., X} gege-
ben T =t fiir keinen Wert von t von 0 abhdingt; siehe Ramachandran und Tsokos (2009).

Satz E.1.2 (Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher) Sei T eine Statistik der Stichprobe
{X1,..., X} Dannist T genau dann suffizient fir 0, wenn sich die von 6 abhdngige Dichte
(bzw. Verteilungsfunktion) f(x1,...,xy;0) schreiben lisst als

f(z1,...,2n;0) = g(t,0)h(x1, ... ,xy),  fir alle z1,. .., x,,

wobei g(t,0) eine Funktion nur int und 0 und h(z1,...,xy,) eine Funktion nur in xy,...,x,
ist; siehe Ramachandran und Tsokos (2009).

Satz E.1.3 Sei Xi,...,X,, eine Stichprobe einer m-dimensionalen Np,(w, X)-verteilten
Zufallsvariablen mit unbekannten Parametern pu und 3. Dann sind der empirische Mittel-
wert X = 1/n> 1 X; und die empirische Kovarianzmatriz S = 1/n> " (X, — X)(X,; —
X)T suffiziente Statistiken fiir p und 3.

Beweis. Die gemeinsame Dichte von Xy, ..., X, ist
e 1 1 T
-1
f(xl, ... ,xn) = H ﬁefg(xrm S Nzi—p)
i1 (2m)2 [X]2
1

- Te*% S (i) TE T (@)
(2m) 2 ||z

mit x; € R™,i = 1,...,n. Aufgrund der Symmetrie von X! lisst sich der Exponent
folgendermafsen umformen:

S ) = oS (57 - ) - )
i=1 =1
= ——tr <21 Z (i — p) (x5 — u)T>
i=1
= ——tr (E_IZ(% —T+T—p) (v, —T+7T— p)T)
i=1
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mit 7 =1/n ", z;. Wegen
n

Y @wi-nE-p" = (Zw - m“) (@—p)"
=1

i=1

gilt weiter

=1
1 n n
= —5tr (z—l <Z (zi —T) (2 — T)" + Z (T —p) (T — N)T>>
i=1 i=1
1 n
= —5tr (z—l <Z} (i —%) (i — %) +n@T—p) (T — H)T» .
1=
Die gemeinsame Dichte von X, ..., X, lasst sich somit schreiben als

f(xlv s 7$n) = 9(f>5§ﬂ,2)h($17 s ,xn)

mit

1 67%”«(2—1 (n-ern(f*lL)(f*“)T))

und ]
h(xl,...,xn):7m7
(2m) >

wobei T und s der empirische Mittelwert und die empirische Kovarianzmatrix fiir die Reali-

sationen x1,...,x, seien. Nach dem Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher sind somit X
und S suffiziente Statistiken flir g und X. O

E.2. Optimierung
Die folgenden Definitionen und Sétze sind bei Geiger und Kanzow (2002) zu finden.
Definition E.2.1 (Restringierte und konvexe Optimierungsprobleme) Das Problem

min f(x) unter gi(x) <0, hj(x)=0, i=1,....m, j=1,...,p, (E.1)

wobei f : R" = R, g; : R" = R, = 1,...,m, und h; : R® — R,j = 1,...,p, stetig
differenzierbar seien, ist ein restringiertes Optimierungsproblem. Das Problem

min f(x) unter gi(xz) <0, b]Tx =6, it=1,....m, j=1,...,p, (E.2)

XX



Anhang E. Sonstiges

wobei f: R™ — R und g; : R = R,i = 1,...,m, stetig differenzierbare konvexe Funktio-
nen, b; € R"™ gegebene Vektoren und B; € R gegebene Skalare fiir j = 1,...,p seien, ist ein
konvexes Optimierungsproblem. Ein konvexes Optimierungsproblem ist also ein restringier-
tes Optimierungsproblem mit konvexer Zielfunktion und konvexen Ungleichungsrestriktionen
sowie linearen Gleichungsnebenbedingungen.

Definition E.2.2 (Lagrangefunktion) Sei A = (A1,..., A\p)T € R™ und p = (p1, ..., pp)"
€ RP. Die durch

L{z, A p) = f(x) + D Nigilw) + Y pihi(x)
i=1 j=1

definierte Abbildung L : R™ x R™ x RP — R heifit Lagrangefunktion des restringierten
Optimierungsproblems (E.1).

Da die Nebenbedingung h;(z) = 0 dquivalent zu —h;(z) = 0 ist, lasst sich die Lagrange-
funktion eines Problems nur mit Gleichungsrestriktionen auch schreiben als

L(z,p) = f() = > njhy(=).
j=1

Definition E.2.3 (KKT-Bedingungen, KKT-Punkt) Betrachte das Optimierungsproblem
(E.1) mit stetig differenzierbaren Funktionen f,g und h. Die Bedingungen

VJJL (xa )‘7 7) = 07
h(z) =0,
A>0, g(x)<0, Mg(x)=0

heifen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT-Bedingungen) des Optimierungsproblems
(E.1), wobei

m p
VoL(w, A ) = VI(z)+ > NiVgi(z) + > pu;Vhi(x)
i=1 j=1

den Gradienten der Lagrangefunktion L bzgl. x bezeichnet. Jeder Vektor (z*,\*,u*) €
R"xR™ xRP, der den KKT-Bedingungen geniigt, heiffit Karush-Kuhn-Tucker-Punkt (KKT-
Punkt) des Optimierungsproblems (E.1), die Komponenten von \* und p* werden auch
Lagrangemultiplikatoren genannt. (Hdufig werden auch \* und p* selbst als Lagrangemulti-
plikatoren bezeichnet.)

Die KKT-Bedingungen sind die notwendigen Optimalitatsbedingungen fiir eine Losung
eines nichtlinearen Optimierungsproblems.

Satz E.2.4 Betrachte das konvexe Optimierungsproblem (E.2), wobei alle Nebenbedingun-
gen durch lineare Funktionen beschrieben seien. Dann ist x* € R™ genau dann ein (loka-
les=globales) Minimum von (E.2), wenn es Lagrangemultiplikatoren \* € R™ und p* € RP
gibt, sodass (x*, \*, u*) ein KKT-Punkt von (E.2) ist.
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Anhang E. Sonstiges

E.3. Konfluente hypergeometrische Funktion und
Gammafunktion

Definition E.3.1 (Konfluente hypergeometrische Funktion) Die konfluente hypergeome-
trische Funktion ist definiert als

1F1(a,b; C) = VZ:O EZ)):IC/'

mit a,b,c € C, b#0,—1,-2,..., und (a), :==ala+1)---(a+v —1),(a)y :=1; siche Luh,
Miiller, Ponnusamy und Vasundhra (2005).

Satz E.3.2 (Eigenschaften der Gammafunktion) Die Gammafunktion T : Rt — R besitat
folgende Eigenschaften:

(i) T(n) = (n—1)! VneN, T(1)=

(ii) T (n+3) =20 /x vneN,
vgl. Remmert und Schumacher (2007).

E.4. Zerlegung der Kovarianz
Satz E.4.1 Fir drei Zufallsvariablen X,Y und Z gilt

Cov(X,Y) = E[Cov(X,Y|Z)] + Cov(E[X|Z], E[Y|Z]).

Beweis.
Cov(X,Y) = E[XY]-E[X|E[Y] = E[E[XY|Z]] - E[E[X|Z]|E[E[Y|Z]
— EIEIXY|Z)) - EIEIX|Z)E[Y|2]] + EIEX|Z]E[Y|Z)
EE[X|Z]|E[E[Y|Z]]

— E[Cou(X,Y|Z)] + Cov(E[X|Z], E]Y|Z])
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F. Notationen

m : Anzahl riskanter Assets

n : Anzahl vergangener Renditen eines Assets
i © Rendite von Asset ¢ zum Zeitpunkt ¢, r; = (Fis, ..., "mi)’

p= (. )", pi = Elrigg]

S = (0i))ij=1,sm»  Oiyj = Cov(rigy1, i) fiiv i £ 4, 05 = 07 = Var(rii1)

w = (wy,... ,wm)T, w; : Portfoliogewicht von Asset i

ppp=w'p
0123 ;= w!Zw
L« erwartete Zielrendite
A . Risikoaversionsparameter
vy=1/\
A Budgetmultiplikator
~ : Renditemultiplikator

n
r=1/n Z Yy = [y,  empirischer Mittelwert
t=1

n
S=1/n Z(rt —F)(r;—1) = ﬁemp, empirische Kovarianzmatrix
t=1
A=pl's 1 =1T"1y = ,ug/og
B=p"S p =9+ 2/}
C=1"2""1=1/c]

D = BC — A?
v? =B - A?/C
pg =A/C
agzl/C

M= et ) = (5 2)

M= (7,1)"S (@, 1)
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Anhang F. Notationen

M = (5, 1)TS 7 (1,1) = (f{ g)
—_ ( /”¢2 —Mg/¢2 >
fig/V* oy 2+ M?;/ P2
w* =3, )M (s, 1),  Losung des Mean-Variance-Optimierungsproblems
W =3z, ) Yy, 1)T,  Lésung des Problems mit & und fi
w=x"zu,1 )M_ (1, )T, Losung des Problems mit X und fi

y = VATE VT ~ Ny, 1)
z =P S 2~ N (pa,, L)
1y = Vnpg/og
p, = nPTE 3p
P € R™*(m=1) " orthonormale Spalten, orthogonal zu ¥ 21
u=2"z~xp,_;(ny?)
v= U/QZQ ~ X%—m-{-l? v= n8§/5§ ~ Xi—m+1
s=ufv~(m—1)/(n—m+1)Fpn_1n_ms1(ny?)
q=70n/0) ~ X m
= (y+ Py — Vipg/og)/(L+07)2 ~ N(0.1)
0 = (s — 11g) /g
y=Vnu/og—y~N(/nd1)
h=1+né*= E[j*]
o5 = (Ci = 2Ap + B)/(BC = A%) = (1, DM (1, D) = 0 + (11 — p1g)? /9

= 02(1 +6%/1?),  wahre Minimum-Varianz-Kurve

52 = TSR = (Cp? — 2Ap. + B)/(D) = (1, DM (12, 1)T

P
= a + (1s — Jig)?/ U2, in-sample Varianz, empirische Minimum-Varianz-Kurve
0120 E [812,], in-sample Kurve

52, =052/ (n —m) + max(1/02(( — ig)? — 52(1 +2)/(n — m)), —n62/(n — m)),
verbesserter Schatzer der Minimum-Varianz-Kurve

fp = W, out-of-sample erwartete Rendite

55 =wTSW*,  out-of-sample Varianz
By, = Elfip)

=F [312,], bildet zusammen mit 1, die out-of-sample Kurve

2
P
X =221, X'X=M
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Anhang F. Notationen

W =nE 28572 ~ Wy(n —1,1,)

Q € R™*(m=2) " orthonormale Spalten, orthogonal zu X
fip =W p

52 =W'EW = o2(1+7%/u) = (e DM (2, 1)7

np?(y=1) m-3

1
6 = )2 /O Yy — Bld . /(27 2)
X~ N(Om—Qa Im—2)
(Y X721—m+2

Y =Q'WIXXTWX) (., 1)T =

d=p"2:QQ Y 2p = pT2 2 (I, - X(XTX)"'XO)="2p
7= uTs"2Qx/d2 ~ N(0,1)

2 2

~ Xm-3

F=2 ) (ul )2 = 2T /(W) ~ N (v, 1)

U Xinogy  U=Z0 41U~ X1 (n9?)

J=x'x—7
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