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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie: Eine zusammenhingende Fliche M C R3, deren
zweite Fundamentalform [I=f- Id in jedem Punkt ein Vielfaches der Identitét ist, muss
Teil einer Sphére oder einer Ebene sein.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass f konstant sein muss. Die Aussage (mit im wesentlichen
dem gleichen Beweis) stimmt iibrigens auch fiir n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
in R+,

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie: Jede kompakte Fliche M C R? besitzt mindestens
einen Punkt, in dem die Gaufy’sche Kriimmung positiv ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f: M — R, f(x) = ||z||?, und eine Kurve v in M
durch einen besonderen Punkt der Funktion f (welchen wohl?); untersuchen Sie dann die
Funktion g = f o .

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei S™ die Sphiire in R™™! mit Radius 1 und Mittelpunkt
(0,...,0,1). Die stereographische Projektion ist ein Diffeomorphismus
Py : S™{(0,...,0,2)} — R".
Der Bildpunkt Py(Z) ist der Punkt in R® C R""! der auf der Geraden durch # und
0,...,0,2) liegt.
a) Geben Sie eine explizite Formel fiir Py(x1,...,%,41) und Pjgl(yl, ey Un)-

b) Berechnen Sie die induzierte Metrik auf S™.

c¢) Benutzen Sie die stereographische Projektion, um ein Vektorfeld auf S? zu konstru-
ieren, das nur in einem Punkt verschwindet. Skizzieren Sie das Vektorfeld.

Aufgabe 4 (4 Punkte). FEine Einbettung f : M — N ist eine injektive Immersion.
Beweise, dass eine Einbettung von S™ x S™ in R*™™*! existiert.

Aufgabe 5 (4 Punkte). (Fortsetzung vom Aufgabe 2, Ubungsblatt 3). Sei F: U — R?
eine parametrisierte Fliche der Gestalt, dass die Tangentialvektoren 0/0u,d/0v in jedem
Punkt orthogonal sind. Man setze
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a) Zeigen Sie, dass die Gaufi’sche Kriimmung durch
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gegeben ist.
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b) Berechnen Sie als Anwendung die Gauf’sche Kriimmung einer Rotationsflache, die
von einer Kurve erzeugt wird, die nicht notwendig auf Bogenldnge parametrisiert
ist. Was erhélt man als Gauf’sche Kriitmmung der Pseudosphdre, also der Rotations-
fliche der Traktrix s — (e~*, fos V1 —e72tdt) 7 [Sie diirfen auch gerne eine andere

Parametrisierung der Traktrix wéhlen — sie sind alle gleich unschon].



