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Präsenzaufgaben:

Aufgabe 1 (2.1.3 #1). Zeigen Sie, dass die Lie-Algebren der orthogonalen und der
symplektischen Gruppe gegeben sind durch:

so(C2l, B) =

{
A =

[
a b
c −slatsl

]
: a, b, c ∈Ml(C), bt = −slbsl, ct = −slcsl

}

sp(C2l,Ω) =

{
A =

[
a b
c −slatsl

]
: a, b, c ∈Ml(C), bt = slbsl, c

t = slcsl

}

so(C2l+1,Ω) =

A =

 a w b
ut 0 −wtsl
c −slu −slatsl

 : a, b, c ∈Ml(C), bt = −slbsl, ct = −slcsl, u, w ∈ Cl


Definition. Sei g eine reelle Lie-Algebra. Die Komplexifizierung von g ist die komplexe
Lie-Algebra

gC = g⊗ C; [x+ iy, w + zi] = [x, y]− [y, z] + i([y, w] + [x, z]), x, y, z, w ∈ g.

Sei k eine komplexe Lie-Algebra. Wir können k auffassen als reelle Lie-Algebra kR indem
wir die komplexe Struktur vergessen.

Bemerkung: Wir können eine komplexe Lie-Algebra auffassen als ein Paar (g, I), wobei
g eine reelle Lie-Algebra ist und I : g → g eine komplexen Struktur: [Ix, y] = [x, Iy] =
I[x, y]. Die komplex-konjugierte Lie-Algebra von (g, I) definieren wir durch g := (g,−I).

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass für eine komplexe Lie-Algebra g gilt, dass (gR)C ∼= g⊕ g.

Definition. Wenn k eine reelle Lie-Algebra ist und kC ∼= g dann ist k eine Reelle Form
von g.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die Lie-Algebren der reellen Formen aus Abschnitt 1.7.2
auch reellen Formen sind.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass g eine reelle Form hat, genau dann wenn, ein anti-linearer
Automorphismus L : g→ g existiert.

Hausaufgaben:

Aufgabe 5 (2.1.3 #3). Sei H ein Torus von Rank n. Sei X∗(H) der Raum aller Ho-
momorphismen von C× nach H. Wir definieren eine Gruppenstruktur auf X∗(H) durch
punktweise Multiplikation: (π1π2)(z) = π1(z)π2(z) für π1, π2 ∈X∗(H).

b/w



a) Zeigen Sie, dass X∗(H) isomorph zu Zn ist als Gruppe.

b) Zeigen Sie, dass wenn π ∈X∗(H) und χ ∈X (H), dann existiert ein Zahl 〈π, χ〉 ∈ Z,
sodass

χ(π(z)) = z〈π,χ〉, für alle z ∈ C×.

c) Zeigen Sie, dass die Paarung π, χ 7→ 〈π, χ〉 additiv ist in beide Einträgen und nicht
ausgeartet ist.

Aufgabe 6 (2.1.3 #4). Sei G ⊂ GL(n,C) eine klassische Gruppe mit Lie-Algebra
g ⊂ gl(n,C). Wir definieren θ(g) = (gt)−1 für g ∈ G.

a) Zeigen Sie, dass θ ein regulärer Automorphismus von G ist und dass dθ(X) = −X t

für X ∈ g.

b) Wir definieren K = {g ∈ G : θ(g) = g} und sei k die Lie-Algebra von K. Zeigen Sie,
dass k = {X ∈ g : dθ(X) = X}.

c) Wir definieren p = {X ∈ g : dθ(X) = −X}. Zeigen Sie, dass Ad(K)p ⊂ p, g = k⊕p,
[k, p] ⊂ p und [p, p] ⊂ k. (Hinweis: dθ ist eine Derivation von g mit Eigenwerten ±1.)

d) Beschreiben Sie Explizit die Matrixform von k und p wenn G = Sp(C2l,Ω). Zeigen
Sie, dass k isomorph zu gl(l,C) ist.


