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Präsenzaufgaben:

Aufgabe 1 (2.3.4 #1). Sei eij die elementare Matrix die eij(vj) = vi und eij(vk) = 0 für
k 6= j. Sei x = e13, y = e31 und h = e11 − e33.

a) Zeigen Sie, dass {x, y, h} ein TDS Triple in sl(3,C) ist.

b) Sei g = Cx⊕Cy⊕Ch ∼= sl(2,C) und sei U = M3(C). Wir definieren eine Darstellung
ρ : g → End(U) durch ρ(A)X = [A,X]. Zeigen Sie, dass ρ(h) diagonalisierbar ist
mit Eigenwerten ±2 (Vielfachheit 1), ±1 (Vielfachheit 2), und 0 (Vielfachheit 3).
Finden Sie alle u ∈ U , sodass ρ(h)u = λu und ρ(x)u = 0, wobei λ = 0, 1, 2.

c) Sei F (k) die irreduzible (k + 1)-dimensionale Darstellung von g. Zeigen Sie, dass

U ∼= F (2) ⊕ F (1) ⊕ F (1) ⊕ F (0) ⊕ F (0).

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass F (2) isomorph zu der adjungierten Darstellung von sl(2,C)
ist.

Aufgabe 3 ([2.3.4 #3). Beschreiben Sie alle irreduzible Darstellungen von SO(3,C).

Aufgabe 4 (2.3.4 #2). Sei k eine nicht-negative Zahl und sei Wk der Raum aller
Polynome in C[x] von Grad ≤ k. Für f ∈ Wk sei

σk(g)f(x) = (cx+ a)kf

(
dx+ b

cx+ a

)
, für g =

[
a b
c d

]
∈ SL(2,C).

Zeigen Sie, dass σk(g)Wk = Wk und dass (σk,Wk) eine Darstellung definiert die äquivalent
zu der (k + 1)-dimensionalen irreduzible Darstellung ist.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass für GL(n,C) und eine endlich-dimensionale Darstellung V
das Tensorprodukt V ⊗ V sich zerlegt in mindestens zwei Unterdarstellungen:

V ⊗ V = V � V ⊕ V ∧ V.

b/w



Hausaufgaben:

Aufgabe 6 (2.4.5 #4). Sei 1 ≤ i, j ≤ l, i 6= j und Cij die Cartan-Zahlen.

a) Zeigen Sie, dass der αj Wurzelstring durch αi gegeben ist durch αi, . . . , αi − Cijαj.
(Benutzen Sie, dass αi − αj kein Wurzel ist)

b) Zeigen Sie, dass [eαj
, e−αi

] = 0 und

ad(eαj
)k(eαi

) 6= 0 für k = 0, . . . ,−Cij,
ad(eαj

)k(eαi
) = 0 für k = −Cji + 1.

(Hinweis: Benutzen Sie a) und Korollar 2.4.4.)

Aufgabe 7. Beschreiben Sie das Wurzelsystem von der Cartan-Matrix[
2 −3
−1 2

]
.

Malen Sie ein Bild von dem Wurzelsystem, Sie dürfen annehmen, dass der Winkel zwischen
den einfachen positiven Wurzeln 5

6
π betragt.

Aufgabe 8. Sei (ρ, V = C2) die Standard-Darstellung von sl(2,C).

a) Zerlegen Sie V ⊗C V in irreduzible Unterdarstellungen.

b) Zeigen Sie, dass
⊙k

C C2 ∼= F (k+1).


