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Priasenzaufgaben:

Aufgabe 1 (3.1.5 #5). Sei ® ein Wurzelsystem einer halbeinfache Lie-Algebra. Seien A
und A, zwei Systeme einfacher Wurzeln. Zeigen Sie, dass ein Element w der Weyl-Gruppe
existiert, sodass wA; = As.

Aufgabe 2. Sei (m,V) eine Darstellung einer halbeinfache Lie-Algebra g mit der Wur-

zelzerlegung
V= W
AeX(V)

Sei (7%, V*) die duale Darstellung. Zeigen Sie, dass die Gewichte von 7* genau die nega-
tiven Gewichte von 7 sind.

Aufgabe 3. Notation wie in Aufgabe 5 Blatt 12.

a) Berechnen Sie die Killing-Form auf h und auf h* in der Basis «, 5. Benutzen Sie die
Killing-Form um die Cartan-Matrix auf zu rechnen.

b) Berechnen Sie die Spiegelungen s,, sg und s, in der Basis a, 5.

c) Zeigen Sie, dass sa4+4 das Element der Weyl-Gruppe ist mit s, 5®" = @~

Aufgabe 4. Sei (7, V) eine Darstellung von s[(3, C) mit hochste Gewicht (ny,ng). Zeigen
Sie, dass (7%, V*) hochste Gewicht (ng,n1) hat. (Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 2 und 3
um zu zeigen, dass So4+5(—n1, —n2) ein hochste Gewicht ist. (Sie diirfen annehmen, dass
fiir ein Gewicht A von 7 und ein Element der Weyl-Gruppe w gilt, dass w - A auch ein
Gewicht von 7 ist).

Hausaufgaben:

Aufgabe 5. Sei (m,V) eine endlich-dimensionale Darstellung einer klassischen Lie-
Gruppe G. Sei 7, die korrespondierende Darstellung von Lie(G) = g. Sei A € h* ein
Gewicht von 7, und w ein Element der Weyl-Gruppe. Zeigen Sie, dass w - A auch ein
Gewicht von 7, ist und dass dim(Vy) = dim(V,,.»).

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass fiir es eine einfache Lie-Algebra g hochstens zwei verschie-
dene Langen von Wurzeln geben kann. Daher kénnen wir von langen und kurzen Wurzeln
reden. Zeigen Sie, dass der Raum, aufgespannt durch die Wurzelrdume von langen Wurzeln
und langen Kowurzeln, eine Unteralgebra von g ist. (Hinweis: Benutzen Sie die Tabelle
auf Blatt 12.)
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Aufgabe 7. Sei a C g ein Ideal und p : g — g/a die kanonische Projektion. Zeigen Sie,
dass es einen surjektiven Algebrenhomomorphismus

Ulp): Ug) = Ulg/a)
gibt, mit ker(U(p)) = a-U(g) = U(g) - a, also U(g/a) = U(g)/U(g) - a.
Aufgabe 8. Sei ha, .1 die (2n + 1)-dimensionale Heisenberg-Algebra:

Bont1 = sSpan{zi, ..., To, Y1, Yn, 2}, |Tiys] =zfiri=1,...,n
Die n-te Weyl-Algebra ist gegeben durch

An ::F<‘r17‘"7In7y1""7yn’z>/]’

wobei F = R, C und I das Ideal in der Freien Algebra F(xy,...,Zn, 41, ., Yn,2) ist,
erzeugt durch z;x; — x;2;, vy; — vy, vy —yxr —1firi, 7 =1,...,n und z;y; — y;a; fiir

i .

a) Zeigen Sie, dass

U(bons1)/(z —1) = A,.

b) Wir definieren p;,q; € Endp(Fty,...,t,]) durch p;(f) = a%f und ¢;(f) = t;f fir
i = 1,...,n. Zeigen Sie, dass die Darstellung (Standard Darstellung von A,,) p :
A, — Endp(F[ty, ..., t,]) definiert durch p(x;) = ¢; und p(y;) = p; einen injektiven
Algebrenhomomorphismus definiert.



