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Präsenzaufgaben:

Aufgabe 1 (3.1.5 #5). Sei Φ ein Wurzelsystem einer halbeinfache Lie-Algebra. Seien ∆1

und ∆2 zwei Systeme einfacher Wurzeln. Zeigen Sie, dass ein Element w der Weyl-Gruppe
existiert, sodass w∆1 = ∆2.

Aufgabe 2. Sei (π, V ) eine Darstellung einer halbeinfache Lie-Algebra g mit der Wur-
zelzerlegung

V =
⊕

λ∈X (V )

Vλ.

Sei (π∗, V ∗) die duale Darstellung. Zeigen Sie, dass die Gewichte von π∗ genau die nega-
tiven Gewichte von π sind.

Aufgabe 3. Notation wie in Aufgabe 5 Blatt 12.

a) Berechnen Sie die Killing-Form auf h und auf h∗ in der Basis α, β. Benutzen Sie die
Killing-Form um die Cartan-Matrix auf zu rechnen.

b) Berechnen Sie die Spiegelungen sα, sβ und sα+β in der Basis α, β.

c) Zeigen Sie, dass sα+β das Element der Weyl-Gruppe ist mit sα+βΦ+ = Φ−.

Aufgabe 4. Sei (π, V ) eine Darstellung von sl(3,C) mit höchste Gewicht (n1, n2). Zeigen
Sie, dass (π∗, V ∗) höchste Gewicht (n2, n1) hat. (Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 2 und 3
um zu zeigen, dass sα+β(−n1,−n2) ein höchste Gewicht ist. (Sie dürfen annehmen, dass
für ein Gewicht λ von π und ein Element der Weyl-Gruppe w gilt, dass w · λ auch ein
Gewicht von π ist).

Hausaufgaben:

Aufgabe 5. Sei (π, V ) eine endlich-dimensionale Darstellung einer klassischen Lie-
Gruppe G. Sei π∗ die korrespondierende Darstellung von Lie(G) ≡ g. Sei λ ∈ h∗ ein
Gewicht von π∗ und w ein Element der Weyl-Gruppe. Zeigen Sie, dass w · λ auch ein
Gewicht von π∗ ist und dass dim(Vλ) = dim(Vw·λ).

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass für es eine einfache Lie-Algebra g höchstens zwei verschie-
dene Längen von Wurzeln geben kann. Daher können wir von langen und kurzen Wurzeln
reden. Zeigen Sie, dass der Raum, aufgespannt durch die Wurzelräume von langen Wurzeln
und langen Kowurzeln, eine Unteralgebra von g ist. (Hinweis: Benutzen Sie die Tabelle
auf Blatt 12.)
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Aufgabe 7. Sei a ⊂ g ein Ideal und ρ : g → g/a die kanonische Projektion. Zeigen Sie,
dass es einen surjektiven Algebrenhomomorphismus

U(ρ) : U(g)→ U(g/a)

gibt, mit ker(U(ρ)) = a · U(g) = U(g) · a, also U(g/a) ∼= U(g)/U(g) · a.

Aufgabe 8. Sei h2n+1 die (2n+ 1)-dimensionale Heisenberg-Algebra:

h2n+1 = span{x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z}, [xi, yi] = z für i = 1, . . . , n

Die n-te Weyl-Algebra ist gegeben durch

An := F 〈x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z〉 /I,

wobei F = R,C und I das Ideal in der Freien Algebra F 〈x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z〉 ist,
erzeugt durch xixj − xjxi, yiyj − yjyi, xy − yx− 1 für i, j = 1, . . . , n und xiyj − yjxi für
i 6= j.

a) Zeigen Sie, dass
U(h2n+1)/(z − 1) ∼= An.

b) Wir definieren pi, qi ∈ EndF(F[t1, . . . , tn]) durch pi(f) = ∂
∂ti
f und qi(f) = tif für

i = 1, . . . , n. Zeigen Sie, dass die Darstellung (Standard Darstellung von An) ρ :
An → EndF(F[t1, . . . , tn]) definiert durch ρ(xi) = qi und ρ(yi) = pi einen injektiven
Algebrenhomomorphismus definiert.


