Mathematische Logik

Prof. Dr. Harald Upmeier

Ausgearbeitet von Florian Faber

Vorbemerkung: Die nachfolgende Vorlesungsausarbeitung ist als Begleittext zur
Vorlesung, zur Vorbereitung auf Klausuren und Priifungen, aufgrund der knappen
Darstellung aber keinesfalls als Ersatz zur Vorlesung gedacht.

Vorschlédge zur Verbesserung besonders der Lesbarkeit des Textes sind sehr will-

kommen: upmeier@mathematik.uni-marburg.de.

Inhaltsverzeichnis

I Universelle Algebra
I.1 Relational-Algebren . . . . . . . . . ... ...
.2 Funktional-Algebren . . . . . . . .. . .. ... ... ...
[.L3 Peano-Algebren . . . . . . . . .
[.4  Wort-Algebren und Term-Algebren . . . . . . . . .. ... ... .. ...

© o O NN

Mengentheoretische Notation

Jede natiirliche Zahl n > 0 wird mit der Menge
n=4{0,...,n—1}

identifiziert. Insbesondere gilt 0 = ) (leere Menge), 1 = {0} und 2 = {0,1}. Fiir Mengen
X,Y ist XY die Menge aller Funktionen Y — X. Insbesondere

2V = { Funktionen U — 2} = (U) Potenzmenge ,
U" = { Funktionenn — U} n-Tupel in U

U'=U, U2=U x U und U° = {U}.



Logik I - WS 98/99 Teil I: Universelle Algebra 2

I Universelle Algebra

I.1 Relational-Algebren

Sei U eine nicht-leere Menge (‘Universum’), U = {(ug, ... ,u,);u; € U},

R = UnzoRn (disjunkte Vereinigung), wobei
Vn>0: R,>RcCU"™ dh R, cCpU"™M)

n = |R| nennt man auch Stelligkeit von R € R,,. Fiir n = 0 ist jedes Ry € R eine Teilmenge
von U. Wir setzen stets Rg # () voraus.

Definition. Das Tupel (U, R) heifit Relational-Algebra.

Beispiel. Sei U =N ={0,1,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,
R =RoUR1 mit
Ro = {Ro} und
Ri={R1},
wobei Ry := {0} C N einzige 0-stellige Relation,
Ry :={(n,n+1); n € N} C N x N Nachfolgerelation,
Rpo=0 Vn>2.

Definition. Sei (U, R) Relational-Algebra.
Eine Teilmenge V' C U heifit abgeschlossen (oder invariant)
<= VReR,,n>0
Y (ug,...,up) € R gilt:
falls {ug,... ,up-1} CV = u, € V.

Proposition. V C U abg. = V D> URo = Up,er, Fo
(Vereinigung aller O-stelligen ‘Regeln’).

Beweis. Sei V' C U abg., Ry € Rg. Zu zeigen: Ry C V.
Sei ug € Ry. Wegen {ug, ... ,un—1} =0 C V folgt mit obiger Definition ug € V.
Da ug beliebig gewihlt wurde = Ry C V.

Proposition. V,, C U abg. = (), Vo C U abg.

Beweis. Sei R € Ry, und (ug, ... ,uy) € R.
Angenommen, {ug,... ,up—1} CV =), Va
Zu zeigen: u, € V.
Sei « fest gewihlt. Nach Annahme gilt: {ug,... ,up—1} C V.
Da V,, nach Voraussetzung abgeschlossen = u,, € V.
Da « beliebig gewdhlt = u,, € (, Va =un € V.
Da {ug,... ,un—1} beliebig = V" abgeschlossen.
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Beispiel. (N, Ry, R1) Ry={0}CN, Ry ={(n,n+1):neN}CNXxN
Behauptung: V C N abg. — V=N
Beweis: Sei V' C N. Dann gilt:
1) 0€V wegen Ry CV
2) n eV = n+ 1€V wegen Abgeschlossenheits-Definition

angewandt auf R

Nach dem Induktionsaxiom gilt V =N
Korollar. Sei V C U. Dann ist
Vi=(|{W:W CUabg. ,VCW}

die kleinste abg. Menge, die V enthélt (Hiille).
Spezialfall: V =JRo={uecU:3 ReRp,u € R}
— (JRo C U kleinste abg. Teilmenge von U

Beispiel. U =N, Ry ={0},R; ={(n,n+ 1) :n € N}. Dann gilt
URo = Ro = {0} und {0} = N.

Definition. Seien (U, R), (U, R) Relational-Algebren.

¢ : U — U heiBt Homomorphismus (U,R) — (U, R)

=V ReR, IRER,, soda

©(R) := {(ug, pu1, ... ,pun); (uo, ... ,un) € R} C R

Lemma. Sei ¢ : (U,R) — (U,R) hom. Dann gilt:
® (U Ro) C U Ro
V c U abg. — ! (V) C U abg.

)
)

(ii) VcU = ¢(V)ce(V)
)

¢ (Ura) U

Der folgende abstrakte Begriff ist fundamental fiir die ganze Vorlesung.

Definition. (ug,...,u;) € U'! heifit Ableitung
<~=V0<m<l IKCm={0,...,m—1}
3 R € Rig|, |K| = #Elemente in K,
so daB (u, : k € K;up) € R.
Diese Definition besagt, dafl jedes Glied u,, in einer Ableitung durch eine Regel R ‘be-
griindet’ werden mufl. Man beachte, dafl K (als Teilmenge von m) geordnet ist, so dal auch

(ug : k € K) ein geordnetes Tupel ist.
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Lemma. Sei (ug,...,u) € U™! eine Ableitung.
Dann gilt: (i) up € URo
(i) YO<m<Il: (ug,...,un) € U™ ist Ableitung

(,, Verkiirzung von Beweisen®)
(iii) (uo,...,u;) Ableitung der Liange { + 1,0 <m <1
= (U0y .-y Umy Uy, - - - ,uy) iSt Ableitung der Linge [ 4 2

(,, Verldngerung von Beweisen*)

Beweis. Sei (ug, ... ,u;) eine Ableitung in (U, R).

(i) m=0: Nach Def. 3 K C0=0 3 R € Ry, sodaB (up) =up € R,
also ug € | Ro.

(i) 0 <m < 1: Zu zeigen: (ug, ... ,un) € U™ Ableitung
Sei 0 < j <m.
Da0<j<l 3IKCy 3RER|K|
mit (uy : k € K;u;) € R
Wegen j C m gilt K C m = Behauptung.

Definition.

U := {u e U: 3 Ableitung (ug, ... ,w) € UF, w = u}
= Menge derjenigen u € U, die in (I 4+ 1) Schritten ableitbar sind

Uy = URO

U = U U = {u € U;u ableitbar }
>1

Beispiel. U =N, Ry, R; wie oben.
Dann gilt: U; ={0,...,l} C Uiy
U =N
Proposition. ¢ : (U, R) — (U, R) hom. Dann gilt:
(i) (ugy...,u) € W Ableitung = (¢ug, ... ,pu;) € U1 Ableitung
(i) o(U) < U
(iii) ¢(Uso) C Uso.-

_\

Induktions-Satz.

URe = Us
(Hiille der nullstelligen Regeln = Menge der ableitbaren Elemente)
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Beweis. ,,C*: Zu zeigen: Uy, abgeschlossen
Sei R € R,, beliebig, sei (uy,... ,u,u) € R beliebig

Voraussetzung: {uy,...,u,} C Us, zu zeigen: u € Ux
. . . . I
Da uy,... ,u, ableitbar, gilt V1 < j <n 3 Ableitung u?,ujl-,... ,uj’ = u;
Dann ist auch
I . .
u(l),... ,ulll,... ,ug-),... ,uj],... ,u?l,... ,uﬁf,u eine Ableitung
———— —
Zunéchst ist u durch u; = ulll, ..., ulr ‘begriindet’, da (ug,... ,un,u) € R.

Seinin 1 <j<nund0<m<I;:

Da (ug, e ,ué-j) Ableitung ist =3 K C {0,... ,m — 1} und
d R € R, so daf}
(u?:k:GK;ugn) €R

= Jedes uj" ist durch eine Regel begriindet

Also ist u ableitbar = u € Uy

Da R beliebig = U, abgeschlossen = U, D m

», D Zu zeigen: Uy C W. Es gilt

Uso =UsoUi, Ui={ueU:3 (uy,... ,w) €U uy=u}.

Wir wissen: U; C Uj41 aufgrund ‘Beweisverldngerung’.

Zeige durch Induktion (1 >0): U; c JRo

l=0: Uy={ueU]|u=up Ableitung }
=URocURo
0<l—1~1: Esgelte Up_; c JRo

Zu zeigen: U; C m
Sei u € Uy = 3 Ableitung (ug,... ,u;),u; = u
= 3K C{0,...,l1-1},I R€ Rk mit (up: k € K;u) € R
V k € K gilt: u; ableitbar,
denn (ug, ... ,uy) Ableitung in U1 k <1
— u, € U1 C m (nach Induktions-Voraussetzung)
Also: Vke K :u, € URo
Da W abgeschlossen, gilt u = u; € W, d.h. U; C W.

Nach dem Induktions-Axiom gilt: Alle U; C m — Uy C m.

(Zur formalen Anwendung des Induktions-Axioms sei

L::{ZEN: U,cURO}.

Dann gilt wegen 0 € L, d.h. Uy C |JRo, und
0<i-1€L = leLwegenU_C|J Ry = U c|JRo

Nach dem Induktions-Axiom gilt: L =N, d.h. VI € N,U; C |JRo).
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Korollar. (Strukturelle Induktion) V C U abg. = V D Ux
Beispiel. U =N,Ry={0},R1 ={(n,n+1):neN} = Uy =N

Das Korollar ist also dquivalent zum Induktions-Axiom fiir N.

1.2 Funktional-Algebren

Definition. Sei U eine nicht-leere Menge, F = Un>o-7:n'
Das Paar (U, F) heifit Funktz’onal—Alge_bm, falls
jedes f € F, eine Funktion f: U™ — U ist, d.h.
Vur, .. ,up €U Fifug---u, €U.
Fiir n = 0 wird fy € Fo mit dem Wert fy € U identifiziert, d.h. Fy C U.

Proposition. (U, F) Funktional-Algebra = (U, Gr) Relational-Algebra
durch fiir f € F, : Graphen-Relation
Gr={(w1s... yun, fur---up): u; €U}y C UL
formal: R, = {Gs: fe€F.}.
Insbesondere sind die Begriffe ‘abgeschlossen’ und ‘Ableitung’ fiir
Funktional-Algebren definiert. Es gilt:
URo =UG#x = Fo und daher Uoo = F.

Proposition. Sei (U, F) eine Funktional-Algebra.
Dann gilt: V' C U ist F-abgeschlossen (genauer: Gr-abgeschlossen)

— Vup,...,up €V
vV f e F, gilt:
fur-u, €V

Insbesondere gilt Fy C V.

Beweis. Fiir f € F, ist die zugehorige Relation der Graph G = {(u1,... ,un, fur---uy)} C UL
Also gilt: V abgeschlossen <=V Gy V (u1,...,un, fur---u,) € Gy:
Falls {u1,... ,up,} CV = fu;---u, €V.

Korollar. Falls V C U F-abgeschlossen = (V,F|y) Funktional-Algebra,
wobei V f € F fly : V™ — V Restriktion von f auf V".

Beispiel. U =N, Fy,> fo =0, Fo={0},F1 ={f1} wobei
fi:N—=N, fin=n+1
Proposition. (U,F) SN (U, F) <= (i) h-U—TU
Hom.
(i) V feFn I feFn
Vul,... , upb €U

’

f(hulv"' 7hun):h(fu1un)
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Beweis. h Homomorphismus <= V Gy € R,
3G € Ry, so daB hGy C Gy,
dh. Yur,...,u, € Umit (ug,...,un, fur---u,) € G
gilt h(uy, ...  up, fui---uy) = (huy, ..., hup, h (fu;---uy,)) € gf.
Wegen fo: {(vl,... ,vn,f,vl--‘vn) D € U}

3

folgt hfuy - u, = f(huy,..., huy).

O
Sei (U, F) eine Funktionalalgebra.
~ Aquivalenz-Relation auf U: u ~ u (reflexiv)
U~V E VU (symmetrisch)
u~v~w = u~w (transitiv)
Definition. ~ Kongruenz-Relation :<=V f € F, VY uy ~v1,...,Uy, ~ Uy :
Jur-up ~ fore-up
Proposition. Sei (U, F) h (U, F).
Hom.
Dann ist v ~ v :<=- hu = hv eine Kongruenz-Relation.
Beweis. u; ~v;, f € F, = hu; = hv; und 3 fE fn,hgf - gf
= h(fuy--up) :f(hul,... , huy,) :f(hvl,... yhop) = h (for---vy)
= fui---up ~ for--- vy
O

Sei ~ Kongruenz-Relation auf U, U := U/~ Menge der Restklassen
7 : U — U kanonische Projektion, also 7(u) = Restklasse von w.
v LU
VfeF, 3f:U"—U mit ﬂ'l ln kommutativ, also ist

f(muy, ... ,muy) :=7nf (u,...,u,) wohldefiniert.

Fp = {f tfe fn} — (U, F) Funktional-Algebra, genannt Quotienten-Algebra von (U, F)
beztiglich ~.

Es gilt (U, F) —— (U, ) und u ~ v <= 7u = 7v.
om.
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1.3 Peano-Algebren

Definition. Sei (U, F) Funktional-Algebra mit Funktionen %, 3 f: U" — U.
(U, F) heifit Peano-Algebra :<—
(i) Jedes u € U hat eine eindeutige Darstellung
u= fty---t, mit f € F, eindeutig und ¢; ---t,, € U eindeutig
(ii) U ist minimal, d.h. U = Us, d.h. jedes u € U ableitbar

Proposition. U = N ist Peano-Algebra beziiglich f =0€ U und f; : N —= N, fin=n+ 1.

Beweis. (i) u=0 = u=fy, u>0 = fi(n—1) = Eindeutigkeit
(ii) Nach dem Induktionsaxium gilt U = Uy, = U minimal

Bemerkung. Sei (U, F) minimal, U = Uy. Dann ist (U, F) eine Peano-Algebra <
(i) Jedes f € F,, ist injektiv f: U™ — U
(ii) Die Bildbereiche f(U™) = Ran(f) = {fuy---upn : (u1,...,u,) € U™}

sind paarweise disjunkte Partitionen von U;: U = {J,f(U")

Rekursions-Satz. Sei (T, F) Peano-Algebra, sei Y eine Menge
Fiir jedes f € F sei hy: (T'xY)" =Y gegeben. 3y h: T =Y
VfieF,: Vit,...,tn,€T: h(ftl--'tn>:hf((tl,htl),...,(tn,htn))

Beweis. U :=T x Y. Fir fe F,sel f: (T xY)" — T xY definiert durch
f((thyl) PRI (tna yn)) = <ft1 o tn7 hf((thyl) Yy (tnvyn))>

fo € Fo, sei fo:= (fo,hs,) €T X Y.
Dann ist Uy = (T X Y)oo = FTO abgeschlossen in U. Setze F := {f fe .7:}
Wir zeigen: V:={teT: 31 ht €Y, (t,ht) € Ux} C T ist abgeschlossen
Sei f € Fo,{t1,...,tn} C V
Behauptung: ft1---t, € V und hfty---hy, = hy((t1,ht1),..., (tn, htyn))
Beweis: (t1,ht1) € Uso, ..., (tn, hty) € Uso und Uy st F-abgeschlossen
— (ftl,... vty hp (1, htr), - .. ,(tn,htn))> = f((t1,ht1), ..., (tn, hty)) € Uso
— Existenz von hft,---t,
Eindeutigkeit: Sei (fti---tn,y) € U == 3 Ableitung (in T xY')
((51,91)5 -+ 5 (Sms Ym)s (ft1 -ty y)) € (T x V)™ H!
=3 g€ F: ((sis¥ir)- -5 (50,93), (ft1-tn,y)) € Gy
=T ft1-tn =98 Siy, Y=hg(Sis¥ir),--- 5 (Si1,Yi)))-
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Da T Peano-Algebra = f =g1, n=1, t1=s;,...,tn = 8i;
Vi<k<l=mn:
(tks Vi) = (8ix, i) € Uso, th EV
Wegen der Eindeutigkeit = y;, = hty,
=y = hy((t1, ht1), ..., (tn, hiy))
— Eindeutigkeit von hft; - --t,.
Aus der Behauptung folgt daher: V' C T abg.
Da T minimal = V =T = h:T — Y ist wohldefinierte Abbildung und

Rekursionsformel gilt.

1.4 Wort-Algebren und Term-Algebren

Seien Sgp # 0, Si,...,Sn,... paarweise disjunkte Mengen; Elemente in S, heiflen Symbole
mit Stelligkeit n.

S = UnZOSn
S! = Menge der [-Tupel mit Werten in S

Definition. W := Ulzlsl = Menge aller Tupel in S der Linge > 1.
Elemente in W heifien Worte w = w'w? - - - w!, wobei w' € Sn;s
das leere Wort ist nicht enthalten!

[ =1l(w) > 1 heifit Linge von w.
Beispiel. Wort w = sgt1s1tgsate, wobei sg,tg € Sg, S1,t1 € S1, S2,t3 € Sy

Definiere W als Funktional-Algebra mit Funktionen-Menge S, d.h. (W,S), wie folgt:
Fir s € S,, definiere Funktion s : W™ — W durch Funktionswert

SWy Wy = sw}o'-wlll---w711~--w£l”, wobei wq :w%---wlf e sh
. y l . .
mit wi € S0, wy = wl - wy? € S mit wi € Sy usw.

Lange l(swy---wp) =1+ +... 4+, >14+n>1

Definition. Das Paar (W, S) heifit Wort-Algebra zur Symbolmenge S
und wird mit < Sp|Si|... > bezeichnet.

Definition. Definiere K : < Sy|Si|... >— Z durch
K(s's?---sl) = 1—|s'|+1—|s?|4+...+1—]s
=l—ny —...—ny, falls s €Sy,
Insbesondere gilt: K(s) =1 —mn, falls s € S,
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Lemma. Seien wi,...,w, € W Worte. Dann gilt:
K(wy - -wy) = K(wy) + ...+ K(wy)

Bewezs.

= (A—|wlD+... +Q =D+ @ —|wi) +... + 1= |wl))
= K(wi)+...+ K(wp)

Definition. Die Term-Algebra zur Symbolmenge S ist definiert als

Wsx = {we W : w ableitbar beziiglich S}
= < 50|51| R o

= &y (wegen Induktionssatz).

Also gilt: Term = ableitbares Wort (beziiglich S).

Beispiel. sg, tg, ug € Sp nicht notwendig paarweise verschieden
51,11 € &1
So,to € 52

Dann ist das Wort w = tat15951Sptoug ein Term:
tg <t1 <82 (81 (So) to))Uo) .

Wir kénnen auch explizit den Ableitungsbaum angeben:
to

/

ty

.
/ \
51
S0 to

Satz. (Eindeutige Lesbarkeit von Termen).
< 8p|Si] ... >0 ist Peano-Algebra,
d.h. V Term t €< Sp|S1] ... >0
J1s€8, J1 Terme ty,...,t, €< So|S1]- .. >0
sodall t = sty ---t,,.

w

uo

Zum Beweis dieses Satzes benétigen wir die folgenden Lemmata:

Lemma. K(t) =1 Vte <S)Si|... >0
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Beweis. Wir zeigen: V := {w € W : K(w) = 1} ist abgeschlossen in W.

Sei s € Sp, {w1,...,wy,} €V
= K(swy- - wy)=K(s)+ K(wy)+...+ K(w,) =1
1— —1 =1

== swy---w, €V
= V C W abg.
=V >OS =W

Beispiel. K(s2s150)= K(s2) + K(s1) + K(so)
=1-241-141-0
=0
= $925150 §é Weo

Fiir einen Term ¢ sei t = f f eine Zerlegung in linkes und rechtes Endstiick, beide

L —\
nicht-leer. Dann sind ¢ und ¢t Worte.

Lemma. < &)|Si|... >0t = VT Im>1 3t ... 1" e <SS .. >0 50 daB

T =tl...gm (jedes rechte Endstiick eines Terms ist ‘Produkt’ von Termen).

Beweis. Wir zeigen:

V= {t € Sy : Jedes rechte Endstiick T st Aneinanderreihung von Termen } C Sy ist abg.

SeiseS,, ti,...,t,€V — Alle ﬁ sind Aneinanderreihungen von Termen
sty -ty = st t, €Sy, da Sy abgeschlossen
=st;---t, €V = V abg. — V =8, minimal

O
Lemma. Seit € Wy. Dann gilt fiir jedes linke Endstiick T T e Woeo = T =t
(Jedes echte linke Endstiick eines Termes ist kein Term).
Beweis. Angenommen, ‘T sei echtes linkes Endstiick und ‘7 € Weso-
t= ?7\, 7 € W nicht-leer.
Nach Lemma 2 gilt: 7 =tl. ™ wobei t € Weo, m > 1.
= t= Tl
Falls 7 €8y = 1=K@t)=K(T)+K(t")+...+ K{t™)
—— —— ——
= m=0
Also ist ‘7 kein echtes linkes Endstiick und ‘7 = ¢.
O

Satz. < Sy|Si|... >co= W ist Peano-Algebra, d.h.
VteWs 18, €S, F1t1,... ,th € We, sodaB t = sty ty.
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Beweis. Existenz: Seit € W, — t ableitbar
— 3 Ableitung ti,... ,tm,t in W+l
=3Jse8, FI{I<i<...<ip<m}c{l,...,m}

sodaB (t;,,...,ti,,t) € Gs, d.h. t = sty -+ t;

DavV1i<k<n

n

gilt (t1,...,ti,) Ableitung

Also gilt: t;, € W.

Eindeutigkeit:

Weoo Dt =8pt1ty = 8mt1 -t

wobei s, € Sy, 8m € Smpound t1, ... ,tn € Woo D t1,... ,tm

—= s, =smund t;---t, =t -ty

= n=m wegen S = {J,,5¢Sn

Behauptung: Fiir n > 1 gilt: t; =t1,... ,t, =ty

n=1

1<n—-1~n:

klar

Nach Voraussetzung gilt ¢1---t, = t1-- -ty

t; € Wao 3 11,1(t1) = Léinge von t1 > 1 < I(t1)

w=w'---whweS8 1 =Iw)

Ohne Einschrinkung sei [(t1) < I(f;) = t; = Z linkes Endstiick
Nach Lemma 3 gilt t; = t1, da Z € W

=ty -ty =1tg-tn, = ta=1tg,...,th=1n

— Behauptung fiir n

Nach Induktions-Axiom fiir N gilt die Behauptung fiir alle n > 1 = Eindeutigkeit.

Also ist W Peano-Algebra, da W, nach Definition minimal.

O



