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Losung 1.1.

(i) Seienx,y,u,v,w,z€ R?. Es gilt x=xundy=y, also (x,y) < (x,y), d.h., <
ist reflexiv. Gilt (x,y) < (u,v) < (X,y), so folgt nach Definition

Xx<y<x und u<gvgu,

sodassx=uundy=v, also (x,y) = (u,Vv) folgt. Damit ist < anti-symmetrisch.
Sei schlieBlich (x,y) < (u,v) < (w,z). Es folgt

x<ugw, also x<gw,

und damit x < w. Ebenso y < z, so dass nach Definition (x,y) < (z,w).
(if) Die Ordnung ist nicht total, vgl. (1,0) £ (0,1) und (0,1) £ (1,0).
(iii) Der obere rechte Quadrant inklusive seines Randes.

Losung 1.2.

Reflexivitat ist klar. Sei (u,v) < (X,y) und (u,v) # (X,y), d.h. (u,v) < (x,y). Zur Anti-
Symmetrie ist zu zeigen: (u,Vv) ¥ (X,y). Falls u < x, ist dies Klar. Andernfalls ist u = x
und v <y. Ware (u,v) > (X,y), so misste v >y sein, Widerspruch! Also (u,Vv) ¥ (X,y)
und < ist anti-symmetrisch.

Es gelte nun (u,v) = (x,y) < (z,w). Falls (u,v) = (x,y) oder (x,y) = (z,w), ist zur
Transitivitét nichts zu zeigen. & sei also (u,v) < (X,y) < (z,w). Es gilt insbesondere
u< x< z Falls u < x, folgt

u<x<z, also u<z.

Dann ist (u,v) < (z w). Ebenso, wenn x < zist. Andernfalls istu=x=zundu< x< z
Dann folgt auch (u,v) < (z,w). Somit ist < transitiv, also eine Ordnungsrelation.
Bleibt zu zeigen, dass < total ist. Seien dazu u,v,x,y € R. Falls u # X, ist entweder
u < x oder u > x. Im ersten Fall folgt (u,v) < (x,y), im zweiten (u,v) > (x,y). Sei
u= X Falls v=yist, ist nichts zu zeigen, also (E v # y. Dann ist entweder v < y oder
v >y. Im ersten Fall folgt (u,v) < (X,y), im zweiten (u,Vv) > (x,y). Damit ist < total.
Seien ug, Uy, Vi, Vo € R. Schreibe

| = {(U,V) € R? ‘ (ug,v1) < (u,v) < (Uz,Vz)} .
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Falls (ug,v1) > (Uz,V2), ist | = @, und falls (u1,v1) = (Uz, Vo), ist | = {(ug,v1)}. Sei
also &€ (ug,v1) < (uz,v2). Dann gilt

Vel & (m<u<w)V(uw=u<w)A(vi<u)V(u<u=w)AV<V))

V((m=u=w)A(vi<Vv< V),
also fur u; < up
| =Jug, up[xRU{ug } X [vq,0[U{uz} x] — 00, V5]
und fir uy = up
I ={ut} x[vi,vo] .

Losung 1.3.
Die Reflexivitat ist trivial nach Definition. Zur Antisymmetrie sei ag---an < bg- - - b,
Zu zeigenistag---an ¥ bg - - - by,
Zunéchst gebe es i < min(n,m) mit

a0:b07"'7ai :biaaH—l < bi+1 .
Gébe es j < min(n.m) mit

ap = by, ...,aj =bj,aj11 > bjy1,
dann folgte i = j: Denn wére i > j, so wére i > j+1, also aj+1 < bj;1, Wider-
spruch! Analog fir i < j. Damit wére i = j, was nicht sein kann. Ware n > m und
ap = by, ...,am = by, so folgte wegen i +1 < m, dass a;+1 = bj;1, Widerspruch! Also
in diesem Fall ag---an % bo - - - bm.
Sei nun n < mmit ay = by,...,a, = by. Damit gibt es kein j < n= min(n,m) mit
aj+1 > bj41. Ebenso ist nicht n > m, also folgt auch in diesem Fall ag - - -an % bg - - - b

und < ist anti-symmetrisch.
Sei nun

aOanjbObijOCp

gen, so dass man (E annehmen kann, dass
a0---a < bp---bm<co---Cp.
Es gebe zunéchst i < min(n, m) mit
ao = bo,...,a =bj, 811 < bt .
Gibtes j < min(m, p) mit
bo = Co,...,bj =Cj,bj11 < Cjy1,
so setze k = min(i, j). Dann gilt
ap=by=cp,...,ax=by=cx.
Ist j <i,sofolgtk= jund k+1<i,also

a1 =byrs <Ckr1, sodass a1 < Ckii -
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Istj>i,soistk=iundk+1< j+1,also
A1 < bryr <G, sodass  ayr < Ciya -

In jedem Fall ap---an < Co---Cp.
Ist andererseits m< p und by = g, - - - , bm = €m, S0 folgt mit i < m= min(m, p)

aOZbOZCO""’ai:bi:Ci7ai+l<bi+l:Ci+l7

also auch in diesem Fall ag---an < Cp - - Cp.
Nun sei n < mund ag = by,...,a, = by. Fallses j < min(m, p) mit

bo = Co,...,bj =Cj.bj+1 < Cj41
gibt, so ist entweder j < noder n < j. Imersten Fall folgt j +1 < n, also
aOZbo:Co,...,aj :bj :cj,aj+1:bj+1 <Cj+1.
Im zweiten Fall istn < j < min(m, p) < p, alson < pund
ap=by=cp,...,an=by=cp.

In jedem Fall ag---an < Co- - Cp.

Fallsm< pmitby = ¢p,...,bjm=cmist, folgtn < m< p, alson < pund
aO:bOZCO;---,an:bn:Cn;

so dass auch in diesem Fall ag---a, < Co---Cp gilt. Damit ist < transitiv und somit

eine Ordnung.

Bleibt zu zeigen, dass < total ist. Seien ay,...,an,bo,...,bm € A beliebig, so dass

ap---an A by---bm. Zu zeigen ist, dass agp---an > by---by. Da die Worter ungleich

sind, gibtes ein i < min(n.m) mit a1 # bj11, oder es gilt n# mund ag = by, ...,by =

bm.

Im ersten Fall sei i E minimal mit dieser Eigenschaft, so dass ag = by,...,a = b;. ES

kann nicht a1 < b1 gelten, also folgt aus der Totalitdt der Ordnung < auf A, dass

a+1 > bjy1. Dannistag---an > bg- - - b,

Im zweiten Fall kann nicht n < mgelten, also ist n > m. Damit ist auch in diesem Fall

ag---an > bO"'bm-

Losung 1.4.
Filr x € K ist X2 > 0. Denn entweder ist x > 0 oder x < 0. Im ersten Fall folgt x2 =
X-X > X-0=0. Im zweiten Fall ist x < 0. Dann ist —x > 0, denn wéare —x < 0, wirde
0 =040 > x+ (—x) = 0 folgen, Widerspruch! Also ist dann —x > 0, und es folgt
X2 = (=X)-(—=x) > 0.
Ist x € K\ {0}, so gilt x? # 0 (Nullteilerfreiheit), also x> > 0.
Seien nun x,y € K mit x> +y? = 0. Wire x # 0, so wiirde x? > 0 folgen. Da y? > 0,
folgte

X+ >0+ =y >0, also X*+y >0,
Widerspruch! Damit ist x = 0. Ebenso fiir y. Damit ist x =y = 0 und die Behauptung
bewiesen.
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Losung 2.1.

(i) Es gilt mit Dreiecksungleichung
d(x,y) <d(x,a)+d(ay) =d(x,a)+d(y,a) <r+r=2r.
(if) Seien x,y € M;[a] U Mg[b]. Falls x,y € M;[a] gilt, folgt mit dem ersten Teil
d(xy) <2r <2r+2s=2(r+5s).

Ebenso, wenn x,y € Mg[b]. Sei nun x € M,[a],y € Mg[b]. Sei c € M;[a] N
Ms[b]. Es gilt mit dem ersten Teil und der Dreiecksungleichung

d(x,y) < d(x,c)+d(c,y) =d(x,c)+d(y,c) < 2r+2s=2(r+s) .

Ebenso im umgekehrten Fall. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Losung 2.2.
Esgiltd(a,b) >0.Seialso0 < r < % -d(a,b). Wére M,[a] N M, [b] # @, so wiirde mit

c € M;[a] " Mg[b] folgen
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) <2r <d(a,b), Widerspruch!

Also ist M¢[a] "M, [b] = @.

Losung 2.3.

(i) Sei zunéchst
0 =d(x1,%), (Y1,¥2) = di (X, Y1) + da (X2, ¥2) -

Dann gilt 0 = di(x1,Yy1) = da(X2,y2). Denn wdre etwa di(xg,y1) > 0, so
folgte wegen da(X2,Yy2) = 0, dass di(X1,Y1) + d2(X2,y2) > 0, Widerspruch!
Aber da di,d> Metriken sind, folgt x; = y1 und xo = y».

Weiter gilt

d((x1,%2), (y1,¥2)) = d1 (X1, Y1) + o (X2, y2) = di(y1,X1) +da (Y2, X2) =d((y1,Y2), (X1,%2)) -



2. LOSUNG

Schlielilich
d((x1,%2), (z1,22)) = 01 (X1, 21) + o (X2, 22) < 0k (X, Y1) + (Y1, 21) + Ao (X0, 22)
< di(Xg, Y1) +d1(Y1,20) + A2 (X2, ¥2) + 02 (Y2, 22)

= d((a, %), (Y1,¥2)) +d((y1.¥2), (21,22)) -

Damit ist d eine Metrik.
(if) Eine rechtwinklige, gleichseitige Raute mit Zentrum (az,ay) und Seitenlénge

V2-r.

Losung 2.4.
Es gilt

2 2
10 0 1 1-1 0
(o 1) +<—1 0) :< 0 1—1):0'

Nach Aufgabe 4, Blatt 1, kann C somit kein total geordneter Korper sein.
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Losung 3.1.

(i) EsgiltNs.r Ms(a) =M[a]. Dennseix € M,[a] und s > r. Dann giltd(x,a) <
r <s, also x € Mg(a) und somit M[a] C Nsor Ms(@). Sei umgekehrt x €
Ns>r Ms(a). Dann gilt d(x,a) < s fur alle s > r. Ware d(x,a) > r, so wére
g:=d(x,a) —r > 0. Dann wére

€ €
r-i—E >r, also d(x,a)< r+§ <r+e=d(x,a),

Widerspruch! Damit d(x,a) < r und x € M;[a].
Es gilt auch U, .sM([a] = Ms(a). Denn sei x € |J;.sMr[a]. Dann x € M;[a]
fur ein r < s. Es folgt d(x,a) < r < s, also x € Mg(a). Sei umgekehrt x €
Ms(a). Dann gilt d(x,a) < s. Mite :==s—d(x,a) > 0 gilt
S>5— ; = % - (s+d(x,a)) > % (d(x,a) +d(x,a)) =d(x,a),
alsox € MS_%[a] und somit Ms(a) C Uy sMr[a].
(i)
(@) Esgilt]0,1] C Un>1]0, %] und fiir alle n > 110, 1] ]0,1], also

1
U]07 ﬁ] =10,1] .
n>1
(b) Offenbar N1 [—2,0[C [—1,0[. Sei —1 < x < 0. Es gibtein n > 1 mit
X < —%, 50 dass X & Ny>1[— £, 0[. Es folgt

1
n>1
(c) Offenbar gilt 0 € N,51[—2, 2]. Sei x # 0. Dann ist |x| > 0. Es gibt ein

n>1mit|x| > 2 dh x¢[—2, 2] Damit ist

N=laal=0o

n>1
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Losung 3.2.

(i) DaR(0)=]—rr[undR[0] =[-r,r], folgt mitly=]—n—1,n+1] fir alle
n > 1 wie in Aufgabe 1 (i)

Nh=[-1,1].
n>1
(ii) Analog zu (i) nimmt man J, = [+ — 1, —% + 1], so dass wie in Aufgabe 1 (i)
folgt
Uah=]-11][.
n>1
Losung 3.3.

(i) Seien (an), (bn),(cn) € M. Es gilt (an) + (bn) = (an+bn) € M. Somit ist M
unter + abgeschlossen. Zudem

((an) + (bn)) +(cn) = (an+bn)+(cn) = ((an +bn) + Cn)
= (an+ (bn+cn)) = (@n) + (bn+cn) = (an) + ((bn) + (cn)) -
Also ist + assoziativ. Weiter
(an) + (bn) = (an+bn) = (bn+an) = (bn) + (an) ,
also ist + kommutativ. Mit 0 := (0) € M gilt
(an) +0=(an) +(0) = (an+0) = (an) -
Damit hat + das neutrale Element 0. SchlieRlich
(an) + (—an) = (an—an) = (0) =0,
so dass M eine abelsche Gruppe ist. Fir ein Skalar A € R definiere
A-(an) = (A-an) .
Esqiltl-(an) = (1-an) = (an) und
A-((an)+ (bn)) =A- (an+bn)
= (A-(an+bn)) =(A-an+A-by)
=(A-an)+(A-by)=A-(an)+A-(bp) .

Ahnlich priift man, dass (A +1) - (an) = A+ (an) + 1+ (an) und A~ (4- (an)) =
(A- 1) - (an). Damit ist M ein Vektorraum.
(i) Esgilta,—an=0,also (ay) ~ (by). Gelte (an) ~ (bn). Es gilt

bn—an: —(an—bn) — —0:0,
also (bn) ~ (an). Gelte (an) ~ (bn) und (bn) ~ (cn). Dann folgt
an—Cn: (an—bn)+(bn—Cn) —)0+0:0 .
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Damit ist (an) ~ (cn) und ~ eine Aquivalenzrelation.

Losung 3.4.
Es gilt (an) ~ (bn) < (an) — (bn) € N = {(cn)|cn — 0}. Reicht zu zeigen, dass N ein
Untervektorraum von M ist, denn dann ist M/N = M/ ~ ein Vektorraum.
Offenbar 0 € N. Seien (an), (bn) € N und A € R. Es gilt
)\an+bn—))\0+O:0,

also A - (an) + (bn) € N. Damit ist N ein Untervektorraum.
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Losung 4.1.

(i) Sei(a,) C M, a, — a.DaU offen ist, gibt es ein € > 0 mit M¢(a) C U. Es
gibt ein ng € N mit

d(a,an) <

Es folgt fir n > ng: d(a,an) < €, also ay € M¢(a) C U. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

(i) Man nehme an, dass U nicht offen ist, d.h., es gibt a € U, so dass fir alle
€ > 0ein b e M existiert mit d(a,b) < €, aber b U. Fiir jedes n > 1 gibt es
damit a, € M\ U mitd(a,a,) < i.

Die Folge (a,) konvergiert gegen a. Denn sei € > 0 und ng > % Firn> ng
gilt L < ¢, also

firallen>ng.

N m

1
d(a,an)<ﬁ<s.

Damit a, — a. Nach Voraussetzung gilt a, € U fiir fast alle n, ein Wider-
spruch zur Konstruktion der Folge! Somit ist U offen.

Losung 4.2.

(i) Esgilt(3) — 3und

Dt _1
‘0-1— | =2 0
nach Vorlesung. Also gilta, =3 — (’n—?n — 3 als Summe zweier konvergen-
ter Folgen.
(i) Esgilt ;37 — 0. Ware (a,) — &, so wiirde

n= +i—>a+0—a
| N

folgen, so dass (n) konvergieren wiirde. Ist aber € > 0, so gilt furn>a+¢
la—n=n—a>¢,
ein Widerspruch zur Konvergenz!
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(iii) (an) ist keine Cauchfolge, denn |a,+1 —an| = 2 fiir alle n € N. Damit kon-
vergiert (an) nicht.

Losung 4.3.

(i) Esgilt
n+14  1+5
e 7.1 '
7+n-n°  S4o-1

Es gilt £ — 0, also als Produkt 3 — 0 und als Summen 1+ 13 — 1, % +
11— —1+#0. Als Quotient gilt

1+4 1
= =1,
L+io1 "1
(if) Analog zu (i) folgt
=n", (=" 1
+ = + —-+0+-=1
n 1+n? n $+1 1
(iii) Ebenso folgt
n+1 n 1+l 1 11 1
. 3: 1 1 —)E-IZE_
2n—1 1+n 2—=¢ 3+l
(iv) Es gilt wie oben
n?+1 1, t+w¢,., 1
- (3+3)="1-T(34+2)—=0-(3+0)=0.
n
Losung 4.4.
Sei € > 0. Setze
€ €
o =min|g, , >0.
( 2(e+ o) 2(8+IIXII))

Es gibt ng € N mit
la—ap/ <& firallen>ng

und es gibt ein mg € N mit

IXx—Xn|| <& fiirallen>mg.
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Dann gilt fiir pg = max(ng.mp) und n > po:
llor-X—ap - Xn|| < [|o-X—ap - X|| 4+ [[0n - X— O - Xn||
= | — | - [|X]| 4 [otn] - [|X = X]]
= |o—an[- (e+Ix]]) + (lon —af +[a]) - [[x = %]

e+ X+ e+ ) g =

N

__ &
= 2(e+[IXI))
Damit folgt die Behauptung.
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Losung 5.1.
Sei (an) C M eine Folge. Genau ist (a,) eine Cauchy-Folge, wenn sie schlieRlich kon-
stant wird, d.h. falls es a € M gibt mit

an=a firfastallene N.

In der Tat: Dass die Bedingung hinreichend ist, ist klar. Sei also (a,) Cauchy. Dann
existiert ng € N mit

1
d(aea) < 3
Inshesondere gilt d(an, an,) < % fir alle n > ng. Damit ist d(an, an,) = 0, also an = ap,,
so dass die Behauptung mit a = ap, folgt.

Offenbar konvergiert eine schlielich konstante Folge. Da jede konvergente Folge
auch Cauchy ist, folgt mit dem obigen, dass (a,) genau dann konvergiert, wenn (ay)
schlieBlich konstant ist, genau dann, wenn (an) Cauchy ist. Insbesondere ist (M, d)
vollstandig.

furalle k,I >ng .

Losung 5.2.
e ; -1 1
Sei ¢ in 1 stetig. Da == = 1— = — 1, folgt, dass

n—1
an=0("=1) o1 =a.
Umgekehrt gelte limy,_« a8y = a. Sei (by) € N mitb, — 1. Es gilt limy_e & (bn) = ¢(1).
In der Tat: Sei € > 0. Es gibt ein ng > 1 mit
d(a,an) <e¢ furallen>ng.
Da n—lo > 0, existiert ein ky > 1 mit

1
|1—by| <n— furalle k> kg .
o

Sei k> ko. Fallsby =1, gilt d(¢(1),d(bx)) =d(a,a) =0 < €. Fallsb, = |—|_1 mitl > 1,
so gilt by < 1und
1 -1 1
— > —_ = _—_— = =,
s 1-b=1-— |
Damit folgt | > ng, also
d(9(1),¢(b0) =d(aa) <t.



5. LOSUNG

Damit folgt limg_,. ¢ (bk) = $(1). Also ist ¢ tatsdchlich in 1 stetig.

Losung 5.3.

(i) Seien x,y € R. Da beide Seiten der Gleichung invariant unter Vertauschung
von x und y sind, seine ohne Beschrankung der Allgemeinheit x > y. Dann
gilt

1 1
S(XFY = [X=y]) = S (X+y+x—y) =x=max(xy) .
(if) Seien f und g stetig. Dann smd f +gund f —gstetig. Da |-| : R — R stetig
ist, folgt, dass |f — g stetig sind. Dann ist auch

1 .
max(f,g) = E(1‘ +9+|f—g|) stetig.

LOsung 5.4.

(i) Fur f(x) =x3—2und g(x) = x?+1 gilt: f und gsind stetigund g(x) >1>0
fur alle x € R. Daher ist

f )
= — stetiq.
0] g g

(if) Wie in (i) sieht man, dass ¢ in allen x # —1 stetig ist. Allerdings ist ¢ nicht
in —1 stetig. Falls [x+1| < 3, giltx< —3, also [x—1| > 3, also
1
0(=1)—o(X)|=¢(x) >3 firalle x# -1, |x+1| < 5

Damit kann ¢ nicht in —1 stetig sein.

(iii) Wie in (ii) sieht man, dass ¢ nicht in 1 stetig ist.

(iv) Offenbar ist ¢ in x # 0 stetig. Weiter gilt limp_,. a2 = 0 = limp_ye(—ap) fiir
alle Folgen (an) — 0. Sei also (an) — 0. Sei € > 0. Es gibt ng € N, so dass

3| <& firalle n>ng.
Auch gibt es mg € N, so dass
|—an| =lan| <€ furalle n>my.
Dann gilt
[6(0) —d(an)| = |d(an)| < max —an| |a2|) <& firalle n>max(ng,mp) .
Also gilt limpLo $(ay) = 0= ¢(0). Damit ist ¢ auch in O stetig.
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Losung 6.1.

(i) Seie>0.Esgibtng,my e Nmitd(b,b,) <efurallen>ngundd(c,cy) <€
fur alle n > my. Sei m> 2max(np, mp) + 1. Falls m= 2n, gilt

d(am,b) =d(bn,b) < €.
Falls m=2n+1, gilt
d(am,b) =d(cn,Cc) <.

Damita, — b=rc.

(if) Es gilt d(b,c) > 0. Sei @ > € > 0. Es gibt np,myp € N mit d(b,b) < %
fur alle n > ng und d(c, c,) < § fiir alle n > my. Sei m> 2max(no, mo) + 1.
Sei m= 2n. Dann gilt mit Dreiecksungleichung

d(am,am+1) = d(bn,cn) > d(b,c) —d(bn,b) —d(cn,c) >2e—e=¢.
Sei m=2n+ 1. Dann gilt analog
d(am,am+1) = d(bn+1,¢n) = d(b,c) — d(bny1,b) —d(cny,€) >2e—e=€.
Also ist (an) keine Cauchyfolge, insbesondere nicht konvergent.

Losung 6.2.

Die Folge (an) is monoton wachsend und beschrénkt, denn aus ani1,bn+1 € Iny1 C
In = [an,bn] folgt an < anr1 < by und byyg < by, so dass durch Induktion by < by.
Damit auch an < by fur alle n € N. Also konvergiert (a,) gegen a= sup,an € R. Sei
ke N. Da an < by fiir alle n > kK, ist by eine obere Schranke fur (an)n>k, also a < by,
da a die Kkleinste obere Schranke ist. Weiter a > ay. Damit ist a € l,. Da k beliebig war,
folgta € N, In.

LOsung 6.3.
Sei f stetigundi 1. Sei x e U;j und € > 0. f ist in x stetig, also existiert & > 0 mit
dx(x,y) <0 = dy(f(x),f(y)) <e firalleyeX,

inshesondere fiir y € U;. Damit ist f \Ui stetig.
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Sei f‘ui stetig fur allei € I. Sei x € X. Es gibti € | mit x € U;. Da U; offen ist, gibt es
o > 0 mit X5, (x) C U;. Sei € > 0. Da f‘ui stetig ist, gibt es &; > 0 mit
dx(x,y) <& = dy(f(x),f(y) <e firalleyeU;.
Sei 6 :=min(8y, ;) > 0. Seiy € X, dx(x,y) <. Dannisty € X5,(x) C U; und
dy (f(x), f(y)) <e.

Da y beliebig aus X war, folgt, dass f stetig in x ist. Da x beliebig war, folgt, dass f
stetig ist.

Losung 6.4.

(i) Die Folge (™-2) = (1— 2) ist wachsend: Denn fiir m> ngilt 2 < 2, also
—2 > —2 Sje ist nach oben beschrankt durch 1. Also gilt
-2 . 2
supn—: Iiml—-=1.
n>1 n n—oo n

(i) Firay=(—1)"- (1—3) gilt |ag| = 1 — > wachsend (wie (i)). Zudem
aon>0>ap1 flralle neN.
Damit ist inf,a, = inf,apn.1. Die Folge agni1 = # — 1ist fallend und nach
unten beschrankt durch —1, also konvergent mit

. . .1
|rr1]fan = |ﬂfa2n+1 = r!;rgoﬁ -1=-1.
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Losung 7.1.

(i)

(i)

(i)

Esgilt1> "1 =1-1> 0undsomitM; C [0,2]. Damit st M beschrankt.
M3 ist jedoch nicht abgeschlossen, da M1 5 ”;1 — 1 & M. Insbesondere ist
M3 nicht kompakt.

Esgilt2 > % > 1, also My C [0,2] und somit beschrénkt. Weiterhin ist
M3 abgeschlossen, denn [0, 1] ist abschlossen, und ferner ist

2

n“+1
N:{l}u{ = ‘ n> 1}

abgeschlossen. In der Tat: Es reicht zu zeigen, dass R\ N offen ist. Sei also

agN.Dannistazlunde:= 228 > 0. Daa, = % — 1, gibtesng € N

mit |1 —ap| < € flr alle n > ng. Sei

1 .
d:= E-mm(|a—a1\ seees]@—any-1]) >0

und r :=min(g,d) > 0. Sei b € R mit |a— b| < r. Dann gilt fur alle n > ng
lb—an|>|1-a—|a—b[—[l—an >3e—e—e=e>0,
firn< ng
lb—an| > |an—a —[a—b[>20-06=3>0
und schliellich
lb—1>[1—a—|a—b|>3c—e=2¢>0.

Damit ist b ¢ N, also Ry[a] C R\ N. Das heifl3t, N ist abgeschlossen und
somit auch M.
Da M3 beschrénkt und abgeschlossen ist, ist My kompakt.
M3 ist offenbar nicht beschrankt und somit auch nicht kompakt. M3 ist aber
abgeschlossen. Denn sei (a,) C M3 eine gegen a € R konvergente Folge.
Dann ist (an) nach oben beschrénkt durch ein R> 0. Es gibt ein np € N mit
no+ 1 > R > ng. Damit folgt
No 1
aecA=J [n,n+ﬁ] firallekeN.

n=1
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Die Menge A ist als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abge-
schlossen, also gilt a € A C Ms. Da (a,) beliebig war, folgt, dass M3 abge-
schlossen ist.

Losung 7.2.

(i) Seis=sup(—X).Esgilts> —X,also —s< X, d.h. —s< inf(X). Seinunt <
X eine weitere untere Schranke. Dann ist —t > —X, also —t > sup(—X) =s.
Es folgt t < —s, so dass —s die groRte untere Schranke von X ist. Also

—sup(—X) = —s=inf(X) .

(i) Fallss>MUN, folgts> M und s> N, also s> max(sup(M),sup(N)) =:m.
Insbesondere gilt dies fiir s=sup(M UN). Wére malso eine obere Schran-
ke von MUN, so ware es die kleinste. Sei alsoa€ MUN. Dannistae M
oder a € N. Also gilt a < supM < m oder a < supN < m. Somit in je-
dem Fall a < m. Damit ist m> M UN und es folgt sup(MUN) = m=
max(sup(M),sup(N)).
Jetzt folgt

iNf(MUN) = —sup(—M U —N) = —max(sup(—M),sup(—N))
=min(—sup(—M), —sup(—N)) = min(inf(M),inf(N)) .

Losung 7.3.

Sei (an) C Uj—; Kj. DaNunendlichistund {1,...,n} endlich, gibtesein 1 < j <n, so
dass an € K fir unendlich viele n. D.h., es gibt eine Teilfolge (an, ) von (an), so dass
(an,) C K;. Da Kj kompakt ist, existiert eine Teilfolge (ankj) von (ap, ), die konvergiert.
(ank]_) ist eine Teilfolge von (a,). Da (a,) beliebig war, folgt die Behauptung.

Die Aussage gilt nicht fur unendliche Vereinigungen. Denn sei M nicht-kompakt (ins-
besondere unendlich), etwa M = N. Dann gilt M = (J,cv{@} und fiir alle a € M st
{a} kompakt, da endlich.

Losung 7.4.

Sei (sn) C Skonvergent gegen s € R. Dann ist (s,) beschrénkt durch ein R > 0. Sei
x € X. Esgiltfirallene N s, > X, also s € [x, R]. Damit folgt s€ [x, R]. Da x beliebig
war, folgt s> X, so dass s€ S Da (sn) beliebig war, folgt, dass Sabgeschlossen ist.
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L6sung 8.1.

(i) Sei ke N. Setze

(i)

xk:{l-l-% ‘ n>k,ngerade} und

1
Y, = {—1— = ‘ n>k,n ungerade} .
Es giltY, <X, und somit
SUP,s k@ = SUP(X, UY,) = max(supX,.,supY) = supX, .
Da die Folge 1+ % fallend ist, folgt

1+%  kgerade,
S =
UP X {1+W11 k ungerade.

Damit ist

limsup(— )( ) mfsupxk |nf1+%<

n— oo

Da 1+ %( ~ 1 nach Archimedes und Grenzwertsétzen, ist diese Folge be-
schréankt, insbesondere nach unten beschrankt. Die Folge ist fallend, also
folgt mit dem Konvergenzsatz fir monotone Folgen

1 1
i — n =1 —_— =
imsun(-1)"(1+ ) = fim 1+ 5 =1.

Damit folgt

liminfa, = — limsup—(— )(1+%):—1,

N—c n—oo

da der limsup der Folge —a, ebenfalls 1 ist.
Wie oben sieht man

1
limsupb _|nf1+— 1.
mSPbn 2K

Weiter limsup,,_,,, bn = —1. Dann folgt liminf,_, b = 1.
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(iif) Setze d, = sup an und g = sup,, bn. Da (a) und (bn) beschrankt sind

und die Folgen (d,) und (e, ) fallend sind, konvergieren sie mit
lim,d, = irlgfdk und lim g = irllfek .

Dad,,eg > 0, istauch (d, - e ) fallend. Mit den Grenzwertsatzen folgt
irllf(dk- g) = lim (d,-¢) = lim d, -lim, g = limsupd, - limsupe, .
k k

Aber es gilt (wie in (i)

{ak- by k gerade,

papanBn 3,101 kungerade

n=n

Damit

limsupc, = limsupa, - limsupb,=1-1=1.
N—ro0 n—oo n—oo

Ahnlich gilt auch
liminfc, = —limsupay - (—bn) = limsupay, - Iiminfbn =1-(-1)=

n—o n—soo n—soo

LOsung 8.2.
Sei € > 0. Es gibt ny € N, so dass

d(an, am) <
Weiter gibt es m, € N, so dass

faralle nnm>n, .

N ™

& ..
d(a,aj(k)) <§ furalle k>m, .
Setze k, = max(n,,my). Sei n > k,. Dannist j(n) > n >k, > ny, also

=E£.

N ™

€
d(a,an) < d(a,aj(n)) +d(aj(n),an) < >+
Da € > 0 beliebig war, gilt a, ~ a.

Ldsung 8.3.

-1.

(i) Seien a, € X eine Cauchy-Folge und € > 0. Es gibt > 0, so dass

dix,y) <o = d(f(x),f(y) <e firalle x,yeX.
Es gibt n, € N mit
d(an,am) < & flralle nnm>=n,.

Seienn,m> n,. Dann giltd(an, am) <, alsod(f(an), f(am)) <&.Dag>0

beliebig war, ist (f(an)) eine Cauchy-Folge in'Y.
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(ii) Die Folge a, = % €]0, o[ ist eine Cauchy-Folge, denn sie konvergiert in
R. Es gilt f(an) = n? und diese Folge konvergiert nicht in R, da sie nicht
beschréankt ist. Da R vollstandig ist, ist sie also auch keine Cauchy-Folge.
Damit ist f nicht gleichmalig stetig nach (i).

L6sung 8.4.
Man nehme an, dass (an) nicht gegen a konvergiert, d.h. es gibt ein € > 0, so dass fur
allen, e N

d(an,a) > €& fireinn>n,.

Sei j(0) > 0 mit d(aj(o),a) > €. Nunseien 0 < j(0) < j(1) < --- < j(n) konstruiert,
so dass
d(aj(k),a) >¢ firalle 0<k<n.
Dann gibtes j(n+1) > j(n) + 1 mit d(aj(n+1),a) > €.
Nach Konstruktion ist (aj(m)) eine Teilfolge von (ay), so dass
d(a
Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (aj(i(k))) von (aj(m)), die konvergiert. Da

(aj(i(k))) eine konvergente Teilfolge von (an) ist, ist ihr Grenzwert a. Damit gibt es
Ny € N mit

m»d) > € furalle meN.

d(aj(i(k)),a) <e firalle k>n,,

ein Widerspruch zur Konstruktion von (aj(m)). Damit ist a ~ a.



SS 2002: UBUNGEN ZUR VL MATHEMATIK 11, LOSUNGEN ZU BLATT 9

L6sung 9.1.

Eine Menge K C M ist genau dann kompakt, wenn endlich. Denn offenbar ist diese
Bedingung hinreichend. Andererseits konvergiert eine Folge in M nach Aufgabe 1 von
Blatt 5 genau dann, wenn sie schlie3lich konstant wird. Sei also K unendlich ist. Es
gibt eine Folge a, € K, so dass fiir alle n,m e N mit n# mgilt a, # am.

In der Tat: sei a; € K beliebig. Ist n € N und sind bereits a,,...,a, ;,an gegeben, so
dass a, # g flralle k#1, k,1 <n, so gilt

#{aoy---aan}:n<°°7

also existierta,,, ; € K\ {ay,...,an}. Damit ist eine solche Folge durch Induktion kon-
struiert.

Offenbar wird keine Teilfolge der Folge (an) schlieRlich konstant. Damit konvergiert
keine Teilfolge von (&), so dass K dann nicht kompakt ist.

Eine Menge C C M ist genau dann zusammenhéngend, wenn #C < 1, d.h. wenn C
entweder leer oder einpunktig ist. Denn offenbar ist diese Bedingung hinreichend. Sei
andererseits #C > 2. Dann existiert x € C und U, = C\ {x} # @. Da jede Teilmenge
von M offen ist, sind U; = {x} und U, und nicht leer, aber

somit ist C dann nicht zusammenhangend.

L6sung 9.2.

(i) y iststetig. Zudem ist [0, 1] zusammenhéngend. Denn seien U,,U, C [0,1]
offen mit U, NU, = & und U,;,U, # @. Seien a = supU,; und b = infU,.
Es gilt a,b € [0,1]. Es gilt a < b oder a > b. Ohne Beschrankung der All-
gemeinheit sei a < b. Dann gilt b > 0, sonst wére U; C {0}. Ebenso folgt
b < 1, sonst wére U, C {1}. Firr jedes 0 < &€ < b gilt aber b— § < b, also
b—£ ¢ U,. Damit R, (b) ¢ U,. Da U, offen ist, folgt damit b ¢ U,. Eben-
so folgt a¢ U;. Sei a < x < b. Dann ist x ¢ U; UU,, aber x € [0,1]. Somit
ist [0,1] # U, UU,. Da U, U, beliebig waren, ist [0, 1] zusammenhéangend.
y([0,1]) ist also auch zusammenhéngend.

(ii) SeienUj,U, C M offen, U;,U, # @ und M =U, NU,. Seien x; € U;, | =
1,2. Es gibt einen Weg y in M mit y(0) = x; und y(1) = X,. Damit ist x; €
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y([0,1]) NU; # 2. Da y([0,1]) C U; UU, und nach (i) zusammenhangend
ist, folgt

@ #y([0,1])nU;NU, CU; NU, .
Da U, und U, beliebig waren, ist M zusammenhangend.

LOsung 9.3.

(i) Dies ist der offene zweite Quadrant, verschoben um (—1,2). M ist zusam-
menhéngend. Seien (X,Y), (u,v) € M. Definiere
y:[0,1] = R? | y(t) = (1 —t)x+tu, (1 —t)y+tv).
y ist stetig, und fur allet € [0,1] giltt,(1—t) > 0, also
(I-t)x+tu<(l-t)+t=1 und (1-t)y+tv>2(1-t)+2t=2.

Damit ist y(t) € M. Also ist y ein Weg in M. Da y(0) = (x,y) und y(1) =
(u,v), folgt, dass M wegzusammenhdngend und nach Aufgabe 2 insbeson-
dere zusammenhéngend ist.

(iiy Mistdie Vereinigung der offenen KugelnU, = R?((—1,0)) und U, = R?((1,0)).
Es giltU,,U, # @. Ware x € U; NU,, so wiirde folgen:

2 >d(x,(—1,0)) +d(x,(1,0)) > d((-1,0),(1,0)) = /(-1 -1)2+ (0-0)2 =2,
Widerspruch! Also ist U; NU, = @ und M somit nicht zusammenhangend.
(iii) M ist zusammenhangend. Sei U; = R2[(—1,0)] und U, = R3[(1,0)]. Seien
X,y € U; UU,. Falls X,y € U,, so setze
y(t) = (1 —t)x+1tx
y:[0,1] — R? ist stetig und
d(y(t),(=1,0) = [A = t)x+ty— (t+ (1 -1))(=1,0)]
<[[Q=t)x=(1-1)(=1,0)| + [ty —t(=1,0)]|
= (1=-9[x= (=10 +t[ly-(-1,0)[ S 1 -t+t=1.
Damit ist y([0,1]) C U; C M, yalso ein Weg in M mit y(0) = x, y(1) =Y.

Analog, falls x,y € U,.
Fallsx € U; undy € U,, sei

CJ@=2t)x t<
y(t)_{(2t—l)y t>

y:[0,1] — R ist stetig, da die Einschrankungen auf [0, 1] und [3,0] stetig
sind. Da 0 € U; NU,, sieht man wie oben, dass y([0,1]) C M. Daher ist y ein
Weg in M mit y(0) = xund y(1) =y. Analog, wenny € U, und x € U,. Damit
ist M wegzusammenhéngend und nach Aufgabe 2 zusammenhangend.

I

NN~
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M ist zusammenhéngend. Denn seien X,y € M. Es gibt mne N und r,s€
[0,1] mitx= (r,nr) und y = (s,ms). Setze

1-2t)x t<3,
vty =4 =2 :
(2t—1)y t>1.
y:[0,1] — R ist stetig, da die Einschrankungen auf [0, 1] und [3,1] stetig
sind. Fiirallet < 3 gilt1>1—2t>0und
(1-2t)x=((1-2t)r,n(1—-2t)r)e M.
Ebenso firallet > 3: 0 < 2t —1 < 1 und
(2t—1)y=((2t—1)s;m2t—1)s) e M.

Nun gilt y(0) = x und y(1) =y, also ist M wegzusammenhangend, also
zusammenhangend.

L6sung 9.4.

(i)

Sei € > 0. Falls d, ((x;,¥4), (%,.Y,)) < &, folgt

dy (Pr (X1, Y1)5 Prx (X, ¥5)) = dy (Xq, %) < max(dy (Xq, %), oy (Y1, Y7))

(i)

(iii)

= dz((x1,¥1), (%, ¥2)) <€

und analog far pry .

Es gelte (Xn,Yn) ~ (X,y). Da pry nach (i) inshesondere stetig ist, folgt x, =
Pry ((%n,¥n)) ~= pry (X, y) = xund analog fur Y. Gelte umgekehrt x, ~» x und
Yn ~ Y. Sei € > 0. Es gibt n, € N, so dass

dy (X, Xn) < & firalle n>n,.
Es gibt ebenso m, € N, so dass

dy(Y,yn) < & firalle m>m,.
Dann folgt

dy (X1, Y1), (%o, ¥2)) = max(dy (X1, %), Ay (¥1,Y,)) < €
fir alle n > max(ny, my). Somit gilt (Xn,yn) ~> (X,Y).
Sei (Xn,Yn) eine Folge in Z. Da X kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (xj(m))
von (X,) und ein x € X, so dass Xj(m) ~* % Da Y kompakt ist, gibt es eine
Teilfolge (yj(i(p)))_ von (yj(m)) und ein y €Y, so dass yj(i(p)) ~ Y. Es gilt
Xi(i(p) ™ X als Teilfolge einer konvergenten Folge. Nach (ii) folgt

(i Yidicey) ~ (69 -

Dies ist eine konvergente Teilfolge von ((Xn,Yn)). Da ((Xn, Yn)) beliebig war,
ist Z kompakt.
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L6sung 10.1.

(i) Betrachte g: [a,b] — R, definiert durch g(x) = f(x) —xfir alle xe R. g ist
stetig und
g(a)=f(a)—a<0 sowie g(b)=f(b)—b>0
nach Voraussetzung. Nach dem Zwischenwertsatz gibtes x € [a, b] mit g(x) =
0. Also f(x) =g(x) +x=x.
(i) Seih:[0,1] — Rdefiniert durch h(x) =x—g(x). hist stetig, und da g(0),9(1) €
[0,1], gilt

h(0) = —-g(0) <0 sowie h(1)=1-g(1)>0.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es x € [0,1], so dass h(x) = 0, so dass
g(x) = x—h(x) = x.

L6sung 10.2.
Firxe R, x# 0, gilt

on+1 1o on+1 < K
p(X) =x"""-(1+ XA =T 14 X4 .
( ) ( kZOak ) ( k:—zl—Znak+l+2n )
Mit

-1
qx) =1+ > B 1,00 X< firalle x#£0
k=—1-2n

gilt nach Archimedes
nIg)nmq(m) =1 und rI!‘inmq(—m) =1.

Sei 3 > & > 0. Dann gibt es ein m, > 1, so dass fiir alle m> m,
1-g(m)|<1-¢ und |1—qg(-m)|<e¢.
Es folgt

amy) =& und g(—my) >1-e>¢.
Also

p(—my) = —mg" . g(-m) < —e < 0 < e < Mg g(my) = p(my) -
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Da p stetig ist, gibt es nach Zwischenwertsatz x €] — m,, my[C R, so dass p(x) = 0.

L6sung 10.3.

(i)

q(n) =gq;_y(m—j+1) falls n=

(i)

Sei fur alle n € N g, : N — A, ein surjektive Abbildung. Definiere
m(m+1)
2

Dies ist wohldefiniert, denn fiir alle n € N gibt es genau ein me N und genau
ein 0 < j <m, so dass

+j,0<j<meN.

_ m(m+1)
mji— o
In der Tat: Sei n € N. Nach Archimedes gibt es genau ein m e N, so dass

m(m+1) <n< (m+1)(m+2) ’
2 2
also kannman j =n— W wahlen. Es gilt weiterhin

(m+1)(m+2) mm+1) meil,
2 2
so dass die Darstellung eindeutig ist.
qist surjektiv. Denn sei a€ A. Dann gibtes k€ N mita e A,. Da g, surjektiv

ist, gibtes | € N mit g, (I) = a. Also folgt

A(Nyrkr1) = G(k+1=(k+1)+1) =q () =a.
Somit ist g surjektiv und A abzahlbar.
Ware A abzahlbar, so ware

AU([0,2]NQ) =[0,1]
abzahlbar, ein Widerspruch!

n=n +].

L6sung 10.4.
Angenommen, 2N sei abzahlbar. Sei q: N — 2N eine Abbildung. Definiere ¢ € 2N

durch

¢p(n)=1—q(n)(n) furalle neN.

Gébe es me N mit q(m) = ¢, so wiirde also

¢(m) =1-q(m)(m) =1—¢(m)

gelten, ein Widerspruch! Also gibt es kein solches mund q ist nicht surjektiv. Damit
ist 2N {iberabzahlbar.
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L6sung 11.1.
Fir h > 0 gilt
f(0+h) —f(0) h

Sei R> 0 beliebig. Dannist h:= R—2 > 0 und fir alle 0 < i < hgilt
f(04H)—f(0)

h
Damit konvergiert der Differenzialquotient fur h — 0 nicht und f ist nicht in 0O diffe-

renzierbar.
Andererseits gilt fur

WIN

2 2
=h"3>h"3>R.

g: [0,00[— [0,00[: x+—= X |,
dass g stetig ist. AuBerdem f(g(x)) = x=g(f(x)) fur alle x € [0, c[. Damit ist g bijek-
tiv mit g1 = f. Da g stetig, injektiv und auf einem Intervall definiert ist, ist f = g~ *
stetig, und die Behauptung ist bewiesen.

L6sung 11.2.
f ist als Polynomfunktion differenzierbar mit

f/(x) = —3x% — 12x+36 = —3(x? +4x— 12) = —3((x+2)? —16) .
Daher gilt f’(x) genau dann, wenn x = 2 oder x = —6. Da der Leitkoeffizient von f’
—3 < 0 ist, folgt
f/(x) < 0 fur alle x € [—10,—6[U]2,5] und f'(x) > O furalle x€]—6,2].
Auf den entsprechenden Mengen ist f also streng antiton bzw. streng isoton. Also ist
max f([—10,5]) = max(f(—10), f(2)) = max(57,57) = 57
und
min f ([—10,5]) = min(f(-2), f(5)) = min(—71,-78) = —78..
Da f stetig ist, ist f([—10,5]) ein Intervall nach dem Zwischenwertsatz. Da [—10, 5]
kompakt ist als abgeschlossenes und beschranktes Intervall (Satz von Bolzano-Weier-

strass) und f stetig ist, ist f([—10,5]) C R kompakt, insbesondere abgeschlossen und
beschrankt. Es folgt

f([~10,5]) = [min f ([—10,5]), max f ([—10,5])] = [~78,57] .
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L6sung 11.3.
f ist als Polynomfunktion differenzierbar mit
f/(X) = 4 — 4x% — 20x— 12 = 4(x® — x> — 5x—3)
=4(x—3) (X +2x+1) = 4(x—3)(x+1)2.
Daher ist f/(x) = 0 genau dann, wenn x = —1 oder x= 3. Da lim,_, ., f'(X) = %o,

folgt
f'(x) <0 firalle x< —1

und
f'(x) >0 furalle x> 3.

Es gilt f/(0) = —12 < 0, also gilt
f'(x) <0 firalle —1<x<3.
Denn ware f/(x) > 0 flir ein —1 < x < 3, so gabe es y €] — 1, 3[ mit f’(y) = 0 nach

dem Zwischenwertsatz, ein Widerspruch zu dem obigen. Damit ist f streng wachsend
auf [3, 0] und streng fallend auf | — oo, 3].

LOsung 11.4.
Sei zunachst f in o differenzierbar. Dann existiert

f(0+h) — (o)

- . - . ,
I = o fm, = —— = O
Definiere firallexe U
R f'(o0) x=o0,
g(x) = (©)
g(X) X#o.

Dann gilt Q|U\{0} =g. Sei x, €U eine Folge mit x, ~~ 0. Man kann ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass x, # o fir alle k € N. Es gilt

lim g(x) = lim g(x) = '(0) = g(0)

nach dem obigen. Da (x,) beliebig war, ist § in o stetig. Offenbar ist § auch in allen
Punkten auf3er o stetig. Also ist § eine stetige Fortsetzung von g.
Umgekehrt sei § eine stetige Fortsetzung von g. Dann existiert

lim FCEN=TO) _ iy g0 = lim (¢ = 4(0) .

h—0 h 0£X—0 0#£X—0

f ist nach Definition der Differenzierbarkeit also in o differenzierbar mit f'(0) = §(0).
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L6sung 12.1.

(i) Seiena,be 1, a< b. Nach dem Mittelwertsatz gibtes a < £ < b mit
f(b) - f(a)=1'(¢) (b—a)>0,

sodass f(a) < f(b). Daaund b beliebig waren, ist f streng monoton wach-
send.
Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel

fF ROR:Xx—X

zeigt, denn f/(0) = 0, obwohl f streng monoton wachsend ist.
(i) Seiena b el, a< b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein a < { < b mit

f(b) —f(a)='(§)- (b—a) <0,
so dass f(b) < f(a). Da aund b beliebig warem, ist f monoton fallend.

Hier ist auch die Umkehrung richtig. Denn sei f monoton fallend und o € I.
Es gilt

. f(o+h)—1f(0)
o) —
r(o) _o<“hrﬂ>o h
da f(o+h) < f(o) fur alle h > 0. Da o beliebig war, folgt die Behauptung.

<0,

L6sung 12.2.
Weil limay 525 = o, gibtes £ > 0 mit

i >a flralle 0<y—a<ce.
y—a
Definiere die Funktionen h,i : [a,a+ €] — R durch
1 o 1
hy)=1(,=5) i0=9(,=,)
fur alle y €]a,a+ €] und h(a) =i(a) = 0. Dann sind h,i wegen der Bedingung (i) in a
stetig und nach Kettenregel in |a, a+ [ differenzierbar mit

£/ %a ,%a
o) = - <y<—y a)2 T = ‘?y(—y a)2
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fur alle y €]a,a+ €[. Insbesondere gilti’(y) # 0 fir y €]a,a+ €[, da dann y_ia > aund
man die Bedingung (iii) anwenden kann.
Sei (y,) Cla,a+ £ eine Folge mity, ~ a. Setze x, = Tl—a €la, o], Es gilt x, ~» o0, also

o O _ e PO 0
Ty g g0

Da (y, ) beliebig war, existiert

Nach dem Satz von de I’Hospital folgt
/
tim ") _ i O
a<y—ai(y) a<y—ai/(y)

Sei nun x, ~ o. Fir hinreichend groBes k gilt x, > max(e, 1), also y, = a—i—% €
la,a+ e[. Weiter y, ~ a. Also

CAT A B 0

lim - = .
koo g(X ) kowi(y) e d(X)

Da die rechte Seite unabhéngig von (x,) ist und (x,) beliebig war, folgt die Behaup-

tung.

L6sung 12.3.
Definiere f : R — R durch

X2

s x>0
f(x) =< 2 Z
) {—% x<0.

Offenbar ist f in R\ {0} differenzierbar mit f’(x) = |x| flir alle x # 0. Weiter gilt

uw—fm):{% y>0
y—0 -

Alsoist f in 0 differenzierbar mit f/(0) = 0. Damit f differenzierbar mit f’ = ||.

f’ ist aber nicht in 0 differenzierbar, denn obwohl limp_; (_:) =0 ist, gilt

—1)n -\ )

( n) _0

so dass diese Folge nicht konvergiert. Der Differentialquotient besitzt in 0 also keinen
Grenzwert, so dass f nicht zweimal differenzierbar ist.

—0 fury—0.
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L6sung 12 .4.

(i) Esgiltfirallene Nundxe R

Kl k—
() () = & T X7 NSk,
) 0 n>k

Denn (9 (x) = xX und falls n > 0, so dass die Formel fiir dieses n gelte, folgt

n q Kl i ki n—
f(+1)(x):$(mxk :(k—n)-(k_n).(k_n—l)!-xk 1
. O S YEY
(k—(n+1))!

falls n+1 < k. Falls n+1 > k, ist f(™ konstant, also f("1) = 0. Damit ist
die Formel bewiesen.
Das n-te Taylorpolynom um 0 ist also

n f(i)(o) - 0 n<k
Y (x—0) = ’
J.; j! (x=0) X n>Kk.
(if) Mit der Formel aus (i) ist das n-te Taylorpolynom um 1

n f(J)(l) ~ j_min(k,n) Kl N k K PPN
2 = 2 e (oD =X Z)H(i) =

j=min(n,k

(iii) Esgiltfurallex#0undneN

fM(x) = (=1)"-n! 1

T
Denn es gilt (9 (x) = L und falls n > 0, so dass die Formel fiir n gilt, folgt
d 1

fMHD (%) = d—X(—l)”-n! o
=(-1)"nl-(=n-1)- n]—-|—2 = (=)™ (n+1)!- % ,
X X
also ist die Formel bewiesen. Da n-te Taylorpolynom um —1 ist also
n o f0)(-1) n | 1= (x+1pnt

j; i -(x+1)j:—j;)(x+1) ——

wobei die letzte Gleichung nur fir x # 0 gilt.
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L6sung 13.1.

(i) Farallen> 1qilt
n+n>n’+1,

also —m n+1 Damit folgt fir alle k > 1

k n2 k n2 k 1
2)3 1= 2 122)—1‘
=L =R =Rl

Wenn die Reihe 57, n3”—il also konvergieren wirde, wirde nach dem Ma-
jorantenkriterium auch die harmonische Reihe konvergieren, Widerspruch!
. . o 2
Also divergiert 37 o .
(i) Seia,= L5 fiiralle ne N\ {0}. Dann gilt
am1 n" (n+1)-n!_( n )n
~ (n+ 1" (n+1) nt \n+1l

() "< (4] -G g
3

da die Folge [( + }n>1 nach Vorlesung streng isoton ist (Bernoulli-
Ungleichung). Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe also
absolut.

(iii) Muit der geometrischen Reihe folgt

i - 2 > 9 2 /,-3 1 9 1
S (=5 A S ()

LOsung 13.2.

i) Falls [x| > 1, istfurallen>?2
3

an| = 3 X" > oo -3=2,

n+l
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also (an) keine Nullfolge. Somit divergiert die Reihe in diesem Fall. Sei also
0 < |x| < % und setze

0:=3[x €]0,1[ und s::%—1>0.

Dalimpe0l+ A 2) = 1 und diese Folge fallend ist, gibt es n, € N mit

n+2)

1 1 £
=1-{1+——=)| <5
n(n+2) ‘ ( +n(n+2))‘ 2

also 1+ qeoy < 5 + 3 fiir alle n > ny. Dann folgt

n+2)
(n+l) 32, x| 1 1 5

1+ ——)-3X<z4+=-<1.
n-(n+2)-371. [x" = ( +n(n+2)) Xsz+3<

Damit konvergiert die Relhe nach dem Quotientenkriterium und das Kon-
vergenzintervall ist | — 3, 3

‘ A1

(i) Sei \x|>0undan_ . Es gibt n, € N mit ny > [x|. Dann gilt fur alle n> n,
a| XX X ( 1>—” X
= |14+ = <——<1.
‘  (n+1)-(n+1)"|x" n+1 h ny+1 <

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe absolut. Das Konver-

genzintervall ist somit R.
(iii) Fur |x| > 1 sei € = |x| — 1 > 0. Mit der Bernoulli-Ungleichung folgt

— (_1)n 2n+1 1 2n+1 1
lan| = X = (1+¢) (1+(2n+1) £)>2e>0,
so dass (an) keine Nullfolge ist und die Reihe divergiert. Sei also 0 < |x| < 1.
Dann gilt
243
n- |x 1
\a““ = = (1) <<,

(n+1)-x n
so dass die Reihe mit dem Quotientenkriterium absolut konvergiert. Das
Konvergenzintervall ist somit ] — 1,1].

LOsung 13.3.

Die Folge (v/n+1—4/n) ist streng monoton fallend. In der Tat, fur alle n € N gilt
(2vn+1)° =4n+4=2n+2+2(n+1) > 2n+2+2/n(n+2) = (VA+2—n)°,

weil (v/n(n+2))° = n?+2n < N 4+ 2n+1= (n+1)2. Also folgt

vn+l—yn>vn+2—-vn+1.
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Offenbar ist die Folge durch 0 von unten beschrénkt. Es folgt

(Vn+1-vn)-(vVn+1+yn) e — 1

|nf vn+1 = I|m
( —V= Vn+14+4/n Se M4y
Denn sei € > 0. Dann gibt es ny € N mitn, > %2. Fur alle n> ny gilt
L < ! <€
vn+l+yn o 2ym o
- - - n - - 1 _
Da € > 0 beliebig war, gilt tatsachlich limp_c ooy 0.

Da die Folge fallend ist, gilt zudem

sup(vn+1—yn)=v1-/0=1.

neN

LOsung 13.4.
Sei (xj(m)) eine konvergente Teilfolge von (x,). Sei k € N. Fur alle m> k gilt
Xm < SUPp i Xn -

Da j(k) > k, gilt insbesondere X (k) < SUPs X Da (xn) beschréankt ist, gibt es ein
M > 0 mit —M < x, < M fiir alle n € N. Da M also eine obere Schranke ist, folgt flr
die kleinste obere Schranke

SUPsXn S M-

Aulerdem ist — < M, so dass

%k
SUPpci Xn — Xj(k) € [0,2M] .

Da k beliebig war und die Folge (Supngan)k konvergiert, weil sie fallend und be-
schrénkt ist, folgt

limsupx, — I|m 1 Xj(m) = lim (sup,; Xn — Xj(k)) € [0,2M] .
n—oo k—o0 -

Insbesondere folgt die Ungleichung.

LOsung 13.5.
Betrachte die Funktionen g: [a,b] — R und h: [a,b] — R, definiert durch

g(x) = f(x)—f(c) und h(x)=x-—c
fur alle x € [a, b]. Sie sind stetig und in |a,b[\{c} differenzierbar. Es gilt
)I(l_r:lg(x) =f(c)—f(c)=0= c—c:)l(mh(x) .
SchlieRlich ist h(x) # 0 fur alle x # ¢ und
W(x)=1+#c flralle x#c.
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Aullerdem existiert

/
im 9% _ jim #(x
cAx=e (X)) ctxoe
nach Voraussetzung. Somit kann man die Regel von de I’Hospital anwenden: Man hat
Existenz und Gleichheit von

T O T T B O N [ I

. /
cAxox  X—C  cixach(X) cxoch/(X) c;LIXrEc F-

Nach Definition ist f somit in c differenzierbar mit
f'(c)= lim f'(x).
C#X—C



