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Kapitel 1

Funktionenriaume

1.1 Normierte Riume und Banachriume

Grundkérper K = R vollstandiger, total geordneter Korper, archimedisch
Grundkérper K = C Korper der komplexen Zahlen, vollstéandiger Korper

Sei E R-Vektorraum (R-VR), £ > u, v, w

EXE - E RxE— E
u, v > u+v a, v — av (,a-Vielfaches* von v)

Vektor-Axiome
Fiir alle o, f € K und u,v € E gilt (neben (E,+) abelsche Gruppe)

(i) alu+v)=au+av

(iii) af

Bv) = (af)v

v

)

(ii)) (a+ B)v=av + Pov
)

) 1o

(iv

Definition

Norm auf R-VR E: BELL R, = {a e R | a >0}
v —||v]| (||v]] = Norm/Lénge von v)

Folgende Axiome miissen gelten:

(i) (o[l =0

(ii) |p]|=0<=v=0
(iii) [|aw|| = la|r - ||Jv]|E ,Homogenitéit*
(iv)

llu+ || < ||ulle + |]v||e »Dreiecksungleichung* Z
v
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Einheitskugel

(E,|| - ||) normierter Raum, r > 0 ,Radius“

E 0l ={veE ||| <r} abgeschlossene r-Kugel

E.(0)={veE ||| <r} offene r-Kugel

Fiir r = 1: E41[0], E1(0) abgeschlossene / offene Einheitskugel
Proposition: E.(0)=7-FE1(0) ={rv | v e E(0)}

Beweis: Benutze Axiom 3 (Homogenitét) O
Beispiel

E =R, dim E=1,a € E =R, so gibt es nur eine eindeutige Norm |«
Rif0) ={aeR | |a| <1} =[-1,1]
R.(0)={a€eR ’ la] <r} = (=rr)

Beispiel

E=R?% v=(z,y) = (vg,vy) = (v1,02)
(x,y) = (2,0) + (0,y)

R?=C, (z,y) = (x,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) =z +yi =2 +iy i
i = (0,1)

Verschiedene Normen auf E = R?2

Maximums-Norm ||(z,9)||c = maz(|z|, |y|)

1-Norm [(z, )|l = |z| + |y]

2-Norm (Euklid) [|(z,9)|la = /22 + 3% = \/Jz[2 + [y]?
I[(z, y)

1
p-Norm z,Y)llp = 12P + [ylP = [|z[P + |y|P] (1<p<o0)
Einheitskugeln
Y
1
cx M2yl =maz(lz] |yl) <1 = |z[ <1 und [y] <1
-1 1 R2[0] = {(z,9) | 2] < 1} N {(z,p) | [yl <1}
-1
oo-Norm (Quadrat
(Quadrat)

1-Norm (Karo) [|(z,y)[[1 = ||+ [y|
E: 0<z,0<y Einheitskugel:  +y <1 -
,Rand“ der Einheitskugel: t +y=1<=y=1—-x

/
2-Norm (Kreis) 1-Norm (Karo)




1.1. NORMIERTE- & BANACHRAUME

Definition

Einheitssphére:
SE\[0] ={ve E ||| =1} = E1[0] \ EiJ0[ ={ve Ei[0] | v ¢ E1(0)}
Die Elemente heiflen Einheitsvektoren.

(E,|| - ]) normierter Raum, d: E x E — Ry

d(z,y) = |z —y| Metrik auf F
(i) d(z,y) =0
(ii) d(z,y) =0<=z =y
= (E, d) metrischer Raum
(ili) d(z,y) = d(y, )
(iv) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Sei (vy,) Folge in E, d.h. N—FE
0<n — o,
Definition
(i) (vp) Cauchy :<= Ve > 03ng € NVp,g>ng : |lvp —v4]| <€
(ii) vy, ~ v konvergente Folge :<= Ve > 03ng € NVn > ng : |lv, —v|| < e
v= lim v, =: Voo

Es gilt (in jedem metrischen Raum)

(vn,) konvergente Folge = (v,,) Cauchy-Folge
Definition

(E,|| - ||) vollstindig <= jede Cauchy-Folge ist konvergent

(i) normiert
(E,|| -|]) Banachraum <=
(ii) vollstindig

Beispiel: (R, | -|) Banachraum (1-dimensional)

Beweis: |-|: R — R4 Norm, Bolzano-Weierstrass: R vollsténdig
Proposition: (E1,||-||1) und (E2, || - ||2) normierte Réume

= FE = F; X E3 5 (v1,v3) mit v; € Ey, v € Fy versehen mit der Norm
[(v1, v2)]] == max(||v1|]1, [|v2]]2)

Falls £, E5 vollstdndig = FE vollstédndig.

Beispiel: £y = (R, |- |) = B, = E =R x R = R
R? Banachraum beziiglich ||z, y||co = max(|z|, |y|)

Bemerkung: Allgemeiner gilt

, 1
(R?, || - [|,) Banachraum, [|(z, )|, = {/|z[P + [y|P = (j[" + [y[")?
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Beispiel: (R, || - ||,) Banachraum, n-dimensional

I 1
(1, 22, oo n)lp = (J22 [P + |22]? + .. 4 [2n|P) 7

Proposition: F Banachraum (beziiglich Norm || - ||)

Sei F' C E Untervektorraum
Falls F' abgeschlossen => F' Banachraum (néimlich vollstéindig)

Beweis
Untervektorraum: u,v € F = u+v e F, aue F (¢ €R), 0 € F

abg.
FT B Jede Folge F3v,~vEE=vecF

abg.
Sei F' Eg FE, E Banachraum, z.z. F' Banachraum
Sei F' 3 v, Cauchy-Folge = v,, € E Cauchy-Folge = da E vollstindig:

. Fabg.inE .
JueE, vy~v,dh. Jv=lim v, € B =2"veF, v,~vinF o

n—00

Proposition
Sei E Banachraum, r >0 (z.B. r = 1)

= abg. r-Kugel E,[0] = {v € E | |jv|| < r} ist vollstéindig (als Menge)
r-Sphéire E,[0] \ E,(0) = {v € E | ||[v|| = r} ist vollstéindig (als Menge)

abg. abg.
Beweis: F,.[0] SR [0] \ E-(0), nach Voraussetzung E vollstindig
— E,[0] vollstindig, F,.[0] \ E.(0) vollstindig O

Beispiel: (R?, ]| - ||o) vollstindig

A

R2[0] \ Sphére von Radius r ist auch vollstandig.

g (Folgenkonvergenz im Rand)

-r r

1.2 Funktionenriume
Sei X Menge (z.B. X =n, X =N, X =[a,b], X =R ...)

F(X,R)={f| f: X— R Funktion} = R¥
z— f(x)

Proposition
F(X,R) ist Vektorraum (im allgemeinen oco-dimensional) beziiglich der

punktweisen Addition (fy + f2)(x) := fi(x) + fa(x)
punktweisen Skalarmultiplikation: (af)(z) := af(x)

Beweis: z.z. (fi+ f2) + f3 = fi + (fa+ [f3)
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Funktion f ist eindeutig durch Werte f(x)(z € X) bestimmt.
Sei x € X beliebig aber fest:

[(fr+ f2) + fal(2) = (fr + f2) (@) + f3(2) = [f1(2) + fa(@)] + fs(z) =
= f1(x) + [fa(2) + fs(z)] = fr(2) + (f2 + fs) (@) = (fr + (f2 + f3))(2)

(R, +) assoz.

Da z beliebig war = (f1 + f2) + fz = f1 + (f2 + f3) U

Beispiel:
X=n=1{0,1,....,n—1}, F(n,R) =R" = VR aller n-tupel (z1,...,z,), z; € R
Beispiel: X =N, F(N,R) = RY = Vektorraum aller Folgen
(£U07.Z‘1,{132, ), r; ER
(z0, 1,22, -.) + (Yo, Y1, Y2, ) = (To + Yo, T1 + Y1, T2 + Y2, ...)
Beispiel: X = [a,b], F([a,b],R) stetig

T2t
unstetig
Definition

Sei f,, € F(X,R) Funktionenfolge, f € F(X,R),
fn~ f punktweise Konvergenz <= Vz € X : f,(z) ~ f(z)
(f = lim f,, punktweise)

n—oo

Aquivalente Definition

for~o fie=Vee X Ve>03nyg=ng(x) Vn > ng:
Beispiel:
X =100,1], fn:[0,1]] — R, fu(z)=2" (1<n)
fn konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen f : [0,1] — R
. 0 : <1
wobei f(:n){ 1 w1
f unstetig in x =1

Beispiel:
X =R, fn(x) = 2™ Funktionenfolge; f,, nicht punktweise konvergent, genauer gilt:

x € R\ (—1,1] = (fn(x))nen divergent, ndmlich
x>1= f,(x) — o0, wichst unbeschrankt
x < —1= f,(z) alternierend

1.3 Raume beschriankter Funktionen

Definition X Menge (ohne Metrik)
f:X — Rbeschrinkt < I M >0Ver e X :|f(2)| <M
M ist eine obere Schranke der Menge {|f(z)|: x € X} ,,Absolut-Schranke*

kleinste Absolut-Schranke =: sup.ex|f| = supx|f] = ||f]|co — Supremumsnorm
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Beispiele:
M Absolut-Schranke
M’ Absolut-Schranke
suppqp)| f| = kleinste Absolut-
t Schranke
a b ]
Y
M Absolut-Schranke
suppa,p)| f1
\ keine Absolut-Schranke,
/\ obwohl obere Schranke
0| . X fur f
a b
/ —supiap|f|
Bemerkung:

supx|f| = kleinste Absolut-Schranke, erfiillt —supx|f| < f(z) < supx|f|Vx € X

Beispiel
Y
% O0<z<1
flz)y=< 0 x=0
1 s 1 1<
K X = 1<z<0
unbeschrénkt
Satz
B(X,R) ={f: X — R | f beschriinkt} ist ein Banachraum
(unendlicher Dimension falls nicht endlich)
Beweis

2z (i) B(X,R) Vektorraum
(ii) || -]l Norm auf B(X,R)

(iii) normierter Raum (B(X,R), || ||co) vollstindig
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ad(i)
f1,f2 S B(X,R) =AM, My >0Vzr e X : |f1($)| < M, , ‘f2($)| < M,

= f1 + fa : X — R punktweise

((fr+ )@ = [file)+ f2(2)] < [fi(@)|+ [f2(2)] < My + Mo = M
Definition von f; + fo A—Ungleichung fiir | - |

= M := M; + M, Absolut-Schranke von f; + fo
= f1 + f2 beschrénkt, analog «f; beschrinkt
= B(X,R) C F(X,R) Untervektorraum

ad(ll) 7.7. ||f1 + f2Hoo S Hfl”oo + HfZHoo (A_UngleiChung fiir || : ||00)
Setze My = || filloo, M2 = [|f2]loo

= M, Absolut-Schranke von f; (sogar die kleinste)
M, Absolut-Schranke von fy (sogar die kleinste)

% My 4+ My Absolut-Schranke von f; + f2 (nicht notwendig die kleinste)
= ||f1 + f2]loo = kleinste Absolut-Schranke von f; + fo < My + My =
= [|f1lloc + [|f2[lo
= |[fi + folloo < |[filles + [|f2]lo0
ad (iii)
Sei f,, € B(X,R) Cauchy-Folge beziiglich || - ||,
Ve>0dng Vp,qg>no: ||fp _fq”oo <e
supzex|fp(z) — fo(z)| < e = Vr e X [fp(x) — fy(z)| <e

Sei z € X fest

= Ve >03no Vp,q>no:|fpx) — fy(z)] <e
— fn(x) € R Cauchy-Folge (angewandt an festem Punkt )
= 3 lim f(2) = fo(z)€R, f: X — R

—
R vollstandig

bisher bekannt:  f,, beschrinkt, ||fp, — f4lloo <€ Vp,q > ng,
foolz) = lim fo(z) eR f: X —R

2.2. (i) f beschrinkt

(ii) Sei e >0 == 3ng Vp,q>no Vo € X :|fy(x) — fo(z)| < 5
Seiz € X = f(z) ~ fool(x)
— 34 =q(@) = [foo(x) = f4(z)] < 5 Vg =q(2)
= foo (@) = fp(@)| < |foo (@) — fo(@)| + | fo(x) = fp ()]
~0, g— <

o o)~ Hp@)| <54 5=

Da z beliebig: supzex|foo(x) — fp(x)] <eVp>ng
= ||foo - fp”oo <eVp2>ng
= fp ~ foo beziiglich || - ||
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(i) fso beschrinkt
setze: e =1 = 3N Vp > n1:|[|foo — fpllo <1

[|foo = frill <1 = foo — fn, beschrinkt
foo — fn, beschrankt, f,,, beschriankt g foo = (foo — fny) + fn, beschriinkt

(i) fn ~ foo in B(X,R)
— vollsténdig O

Definition
fn a2 f gleichmiflige Konvergenz
<= Ve>03dngVn>noVe e X :|fu(z)— f(x)| <e

B(X,R) vollstindig
beziiglich
gleichméBiger
Konvergenz

1.4 R&aume stetiger Funktionen

(X, d) metrischer Raum, kompakt
X C R kompakt <= X beschriankt und abgeschlossen

Extremwertsatz (Stetige Funktionen nehmen Extremwerte an)

f: X — R stetig
= Jxg € X, 21 € X sodass f(xg) = maxzex f(z); f(z1) = mingex f(x)

f(x0)

b
f(x1)

Korollar
X kompakt, f: X — R stetig —

[ beschréinkt und [|f|loc = supsex|f(2)| = mazzex!|f(2)| = max(|f (o), |f(21)])

Proposition:

C(X,R) ={f: X — R | fstetig} ist Untervektorraum von B(X,R)

Proposition: (gleichmiBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz)

foro f s foo f
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Stetigkeit bleibt bei punktweiser Konvergenz nicht erhalten.

. ktweis .
[ stetig, fn pumgyetse f == f stetig

Beispiel

fn(x) = 2™ : [0,1] — R Polynome, daher stetig auf [0,1] = X

fn ~ [ punktweise auf [0,1],  f(z)= { (1) : i f 1

f unstetig in x =1

Satz (Gleichmiflige Konvergenz erhilt Stetigkeit)
(X, d) metrisch

fana>f, fn stetig = [ stetig
Beweis
Da f, ~=>f

Seie>0=3ng¥n >neVe € X : |fu(z) — f(z)] < §

=Va € X, |fy(2) — f(2)] <5 (¥)a
Sei 0 € X. Da f,, stetigin o= 3§ >0Vzr € X,
d(x,0) <02 |fng (%) = fro(0)] < 5 (x)

z.z. f stetig in o: Sei z € X, d(z,0) < ¢:

[f(@) = £(0)l < [f(&) = fno ()| + | fno () = fg (0)| + | fng (0) = fo (0)] < €

(x)2<3 ()< 3 (x)o<%§

Erlduterung Hier wurde zwei mal die Dreiecksungleichung angewandt:
[f(@) = fro (@)] + [fno (x) = fro (0)] + [fno (0) — £(0)]
= f(CL') + [fno(x) - f’ﬂo(x)] + [fno(o) - fno(o)] - f(O)
=f(@)+0+0—f(o) = f(z) — f(0)
= |f(x) = fO) < [f (@) = [ (2) + fro () = fro (0)| +fno (0) — f(0)]
< @)= fng (@) |+ fng (2) = Frg ()]
S1f(@) = fro (@) + [fro (%) = frg (0)] + | fro (0) = £(0)]

Da € > 0 beliebig = f stetig in o
Da o € X beliebig = f stetig auf X

Korollar: 2" Ab-f
Satz
abg.
X kompakt, z.B. X = [a,0] = C(X,R) & B(X,R),
also C(X,R) vollstéindig, Banachraum
Satz

Beweis: Sei C(X,R) 3 f, &> f € B(X,R) =5 f stetig,
d.h. f € C(X,R), d.h. C(X,R) abgeschlossen
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Beispiele gleichméBiger Konvergenz

Funktionenreihen f,: X — R, f, € F(X,R)

n-te Partialsummenfunktion: s, = > fi € F(X,R), s,(z) = Y fi(x)
i=0 i=0
Definition

fn = [ gleichmiBig auf X <= s, ~=>f
i=0

< Ve>03dngVn>ny Ve e X: ’f(:n)— o filz)| <e
=0
n (o]
symbolisch | Y fi &a=>>" f;
i=0 i=0
Definition
> fn = f punktweise auf X (<= s, ~ f
n=0
= VxEXV5>OHnOVnZn0:’f(m)— > filx)| <e
i=0

fn €C(X,R), f = fn gleichmiiBig auf X = f € C(X,R)

n=0

Beweis: Alle f; stetig (1 >0) = s, =), fi €C(X,R),
=0~~~
stetig
sp A f 22 F € C(X,R) -

Definition

o0
Sei fr, : X — R, " f, konvergiert normal <

n=0
0 [es)
> supx|fal = 22 [|fnllee <400
n=0 n=0

n
Bemerkung: a,, > 0= s, = >_ a; T, $n < Spy1
i=0

o0
Man sagt Y a, < +00 <= (s,) nach oben beschrinkt, also konvergent.
n=0

Umformulierung:

> fn konvergiert normal <= (Z [l fi”oo) nach oben beschrinkt
i=0

n>0
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Satz (Normale Konvergenz = absolut und gleichmé#fige Konvergenz)

o0
>~ fn konvergiert normal
n=0

o0
= (i) Y. fn(z) konvergiert absolut
n=0

= (it) 3f € F(X,R), > fn = f gleichméBig auf X
n=0
Beweis:

Nach Voraussetzung gilt > ||fnllco < 400, wobel || fr|lco = supzex|fn ()]

n=0
1. Schritt Konstruiere Grenzfunktion f fiir § fn:
Sei x € X: . . "
3 1@ £ 5 [Ifulloe < o0
[fn(@)] < [ fnllee

— , Zahlen“reihe > f,(z) konvergiert absolut

n=0

— 3 f(z) = ifn(x), FiX—5R

2. Schritt Zeige Y fn = f gleichméBig

n=0
Seie>0,da > [|falloc < +oo=3ng: 3 |[|fallc <e
n=0 n=no

oo oo
[anzo, s=> a,=Ve>03ng: >, an=5— Y, A =8—8p, <€

n=0 n=ng neEng

Sei z € X beliebig, aber fest =

[ee] [ee] [ee]
‘f(w) - ; @)= 2 fa@)| < X |fa@)| < X2 llfalle <€
neno n=no n=no n=no
no—1 00
Da z beliebig war = supx ‘f - OZ ful <e = > fn = f gleichmiiig auf X
n=0 n=0

a

Normale Konvergenz

X Menge, fn : X — R; sup-Norm || fp |l = supzex|fn(z)] >0
>~ fn konvergiert normal :<= > || fnlloo < +00

n=0 n=0

Satz
oo o0
Z | frlloo < 00 é Z fn konvergiert absolut und gleichméfig
n=0 n=0

Korollar

(X, d) metrischer Raum, alle f,, stetig, > ||fnllco < +00

= > fn: X — R stetig

n=0



12 KAPITEL 1. FUNKTIONENRAUME

Beweis

k
k € N fest, k-te Partialsumme s = Z fn stetig auf X

= (sy) konvergiert gleichmiflig auf X gegen f = Z In
= [ stetig (gleichméflige Konvergenz erhélt die Stetlgkelt) 0O

1.5 Potenzreihen
Sei a,, € R Koeffizienten, d(z,y) = | — y|; fn(r) = apz™ Monom
o0
Definition formaler Ausdruck: Y a,z™ Potenzreihe (um z¢ = 0)

Allgemeiner: f,(z) = a,(z — x0)"™, x nahe bei zg
Lemma von Abel

o0
Sei w > 0 mit Y a,w™ konvergiert (nicht notwendig absolut)
n=0

&)

Sei 0 < r < w. Dann konvergiert die Potenzreihe Y a,z™ normal auf X =
n=0

[—r,r] = R,[0].

Beweis

Da Y a,w™ konvergent in R = a,w™ ~» 0 (Nullfolge, also beschrinkte Folge)

n=0
= 3IM>0Vn>0:|a,w"| <M
Sei nun r < w beliebig aber fest, Vo € X = [—r, 7]
Fal@)] = lana™| = [an] - [27] = lan] - |2l < Jan| -7 < 2L - y7 = M(Z)"

—~  ——

\n lz] < r lan|w™ < M
= fnllee = supeex|fu(z)l < M()
0

:>Z||fn||oo§ ZM(%7:M§O(5)”:M1,%_

geometr. Reihe fiir g = = <1

< 0

Also > fn = > ana™ konvergiert normal auf [—r, 7]

Bemerkung: f(z) = a,a™ Monom, X = [—r,r] Intervall beliebig, Rand
0X = {77'37'} = 3uPX|fn| = SupéX'fn|
Definition: Potenzreihe f(z) = > a,z", Konvergenzradius 0 < R < 400,

eindeutig bestimmt durch:

o)
(i) |z| < R: ) anz™ konvergent
n=0

(ii) |z| > R: Z anz™ divergent
(iii) |z| = R : unbekannt

Lemma von Abel

Sei R > 0, evtl. R = 400

o0
= > a,a" konvergiert normal auf [—r,r] Vr < R
n=0
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Beweis Sei R >0 und »r < R
= w:= £ (falls R < +00)
if R = +o0o0 wahle w >r

+2

= w< R ( } } } )
Def. von R X - -r 0 T ’
= 7 > a,w" konvergiert -R R
Abel r<w T&?O
=" Y a,z™ normal konvergent auf [—r,r]
n=0
O
oo
Bemerkung: f(z) = > a,z™ Potenzreihe, X = [—R, R] abgeschlossenes Konver-
n=0

. - .
genzintervall, Rand von X 6X = {—R, R} hauls supx|f| = supsx|f| Mazimums-
PriINzip

Beispiele

R =1, (-1,1) offenes Konvergenzintervall

(1) s
geometrische Reihe nzo " = =
(2) —
log(l+z) =3 &L gn

dquivalent

3)

(4)

Satz

o0
f(z) :== > apa™ ist stetig auf offenem Konvergenzintervall (—R, R)
n=0

Beweis

I = (=R, R) offenes Konvergenzintervall [R = +o0, I = R]
z.z.: [ stetig auf I

Lokale Eigenschaft sei b € I beliebig aber fest

z.z.: [ stetig in b

= |b|< R
=3r, |b|<r<R



14 KAPITEL 1. FUNKTIONENRAUME

= f(z) = ). anz™ konvergiert normal auf [—r, ]
n=0

= f stetig auf [—r, 7]

= f stetig in b wegen R,_;(b) C [—r,7]

da b € I beliebig = f stetig auf I

1.6 Riume differenzierbarer Funktionen

Definition

offen

X C R, [zB. X =(a,b)]
f: X — R diffbar in 0 € X :<= es gilt eine der folgenden #dquivalenten Eigen-
schaften

() lim SO — o) e R

T~0; TFO

[Jede Folge = = x,, ~» 0 hat einen Limes [an)=f(0) £ (o)

f@)—flo) .
(i) g(z) = { o D xFo
f'l0)=g(0) = x=o0
definiert eine Funktion g, die stetig in o ist.

(iii) Ve> 03 >0Ve e X, |t —o| <d: |f(x)— flo) — f(o)(x —0)| <elz — o

(iii) <= Approximation durch lineare Funktion (Gerade)

y2 = f(0) + f(0)(z — o) Tangente in o
v = f(z)

X 1 —y2| = [f(x) = fo) = f'(0)(x — 0)| < efz — o
Beweis (iii) = (ii)
Es gelte (ii1):

Ve>036>0VreX,|lx—o|<d: |f(x)— flo) — f(0)(x —0)] < elx— o]

Sei z # 0 = W — f’(o)‘ < ¢ (Division durch |z — ol)
= |g(z) — g(0)| < & = g stetig in o

Proposition: f diffbar in 0 = f stetig in o
Korollar Der Raum aller diffbaren Funktionen
D(X,R)={f: X — R f diffbar in jedem 0 € X}
(f diffbar auf X)
ist Untervektorraum D(X,R) C C(X,R), D(X,R)

d.h. f, g diffbar auf X = f + ¢ diffbar auf X
f diffbar auf X = cf diftbar auf X (c € R)
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Mittelwertsatz (MWS)

offen
X C R, f:X — Rdiffbar
z,y € X mit [z,y] (Segment) = {tx+ (1 —t)y [0<t <1} C X
(
{

Dann gilt [f(x) — f(y)| < |2 =yl supzeoylf'(2)]
—_———

<+o0

| |
T T T

X X t y

~

Beweis
E x < y = f stetig auf [x,y] (sogar diffbar), diffbar auf (z,y)
Nach klassischem MWS (siehe Mathe II):

fy) — f(=)

Jo<t <, =fltz+ 1 —-t)y) = f(2)
y—x N————— ——
=z zwischen z,y Steigung der Tangente

Steigung der Sekante

= fy) — f(z) = (y —2)f'(2)
— 1F) = F@)] =y —al- |7 < ly—a]- s |fw)
unbekannt we[z,y]
bekannt
f'(z)
f(y)
f(z) W) =f)
- X

T zYy

Satz (von der gleichmiifigen Konvergenz)

Seien f, : X — R diffbar, f, ~ f: X — R
mindestens punktweise
Es gelte fir f) : X — R: fl ~>h, h: X — R
z = fr(x)

Dann ist f diffbar und f/'(z) = h(x) Va € X

Formal gilt %(nliigo fn)(x) = lim %(x)

n—oo

Beweis

Wegen f), ~>h:Ve>03dmeNVn>mVee X :|fl(z)—h(z)| <e
Daher gilt: £,(z) — f1,(2)] < |£(2) — h(@)| + [h(z) — Fi(e)] < €+ = 22
Sei 0 € X, z.z. f diftbar in o und f'(0) = h(o)

Da X C Roffen ist =36 >0, X DRslo] =[o—d,0+ 5] =1

Benutze Mittelwertsatz:
Vo el gilt:

|(fa(@) = fa(0)) = (fin(@) = frn(0))| = |(fu(2) = fin(@)) = (fu(0) = fm(0))]

<le—ol- sup [f4(2) = ()] < o —of -2¢

z€|[x,0]

Veel=[o—0d0+0]:

| (fa(@) = fa(0)) =(fm(x) = fm(0))] < & — o] -2¢
N—— N——

~ f(z) — f(o) wegen fn ~ f unabhéngig von n
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= (f(@) = £0)) = (fn(2) = fm(0))| < 2¢ ]z — o
[an Folge, ap, ~ a, |an| < M = |a| < M}
Da f,, diffbar in o
= 3§ <dVzeX, [z—o| <& :|fm(x) = fi(o) — fl.(0)(x —0)| < ez — o]
= VazeX, [z—o <& :|(f(x) = f(o) — h(o)(x
< |(f( - )_(fm ) = fm(o )|+|(fm - (0)) fin(o $_0)|
+|f{n(0)(9€—0)—h(0)(w—0)\
<2¢elz —of +elz — ol +|f5,(0) = h(o)] - & — o] < de |z — o
[Bisher: Vn > m : sup|f, —h| < e = Vo€ X Vn>m|fi (o) —h(o)] <e=
|[fn(0) = h(o0)] < €]
AlsoVz e X, |z —o| <¢ :|f(z)— f(o) — h(o)(x —0)| < 4e |z — o
Da Ableitung eindeutig = (i) f diffbar in o
(i) f'(0) = h(o) O

Anwendungen dieses Satzes

Satz
X C R offen, z.B. offenes Intervall;
fn: X — R diftbar, f/, : X — R

z = fr(z)

o0 o0
Es gelte Y f, konvergiere punktweise gegen F und > f/ konvergiere normal
n=0 n=0

= (i) F= i fn diffbar auf X (i) F' = § 1
n=0 n=0

Beweis
F,=> fr: X — Rdiffbar, Vaz € X : F,(z) = > fr(z))
k=0 —

Weiter gilt: F), = Z fi, A~ H = Z 1
=0 =0
[normale Konvergenz = absolute und gleichméflige Konvergenz|

Nach Satz = (i) F = lim F,, diffbar (ii) F' = H =lim F), -

Formal schreibt man: < > fn) =>4 df = (gliedweise Differentiation von Reihen)
n=0

falls normal konvergent

Beispiel

3 anx™, fn(x) = apz™ Monome,

=0
Fo(z) = fu(x) = Y. apz® n-te Partialsumme (Polynom)
k=0 k=0
F(x)= X falx), H(z) = 3 fi(z) = ¥ kapa" " = 3 kapa* !
k=0 k=1
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Bekannt: Sei R = Konvergenzradius und r < R normale Konvergenz
S .
= )_ fn konvergiert normal auf I = [—r,r] (¢ % )
n=0 R T 0 r R
Es gilt
>~ f], hat gleichen Konvergenzradius R = ) f; konvergiert normal auf [
n=0 n=0
Satz
Sei Y a,x™ Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 (0 < R < 400)
n=0
Dann gilt:
(i) > na,z™ Potenzreihe mit gleichem Konvergenzradius R’ = R
n=1

(ii) > apa™ diffbar auf X = (=R, R) und

n=0

oo oo
4 apr" = na,x™ ! (gliedweise Diffbarkeit
dz 0 |

n= n—=

Beweis (i) Allgemein gilt die ,,Cauchy-Hadamard“-Formel

1
B= lim {/|ay,| = limsup |a,

w>0

[lim b, = lim sup by, = groBter Hiaufungspunkt von (b,,),

Haufungspunkt b = lim b;

50 J(n)
d.h. Tim b, = lim by,

Teilfolge,

und maximal mit dieser Eigenschaft

z.z. R = R, dquivalent 4; = & wegen 4 = lim {/|nay|

Es gilt:
1 1 ES 1 n n
Inan| = nlan| = |nan|™ = (nlan|)= =nv - lan|= = In {/]an|
~1
1 - - . —_— 1 1
= lim {/n|a,| = lim {" n- \"/|an|} = ( lim 3 n)( lim \”/|an|) = 1-§ ==
(i)
F(z)= > folz) = > apz™ diffbar auf X = (—R, R)
n=0 n=0
Sei 0 € X beliebig, aber fest L 1 L
\ T T T B }
— 37 < Rmit |o| < r RT % 0 I R
o0
= 3" na,2" ! konvergiert normal auf [-r,r], da R' = R
n=1
Satg F(z) = Y apz" diffbar auf (—r,7) und % (z) = 3 na,a™!
n=0 n=1

Da o € (—r,r) = F diffbar in o und gliedweise Differentiation im Punkte o -
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Die Cauchy-Hadamard-Formel kann hiufig ersetzt werden durch den einfacheren

Satz (elementare Berechnung des Konvergenzradius)

Sei > a,z™ Potenzreihe (um 0) mit a, # 0.

n=0

Angenommen ~ L= lim 1921l € [0, +o0]

A Tan]

An41
a

n

dann gilt R = 1 € [0, +oc]

Der Beweis folgt aus dem Quotientenkriterium:
L<l = Y b,<+4
b, >0, "“ML:> L=1 = 7
L>1 = > b, =400 (Divergenz)

O
Beispiel 1
Zx—lw,anzl,%z =1, R=
£ am= % nan 1—%(@)
n=0
_ a -1 _ -2 _ 1
=nl-—2)7 =)0 -2)"- (-1) = 5
duBere Ableitung innere Ableitung
o0
d.h. ﬁ = Z nx"il, |x| < 1
n=1
Beispiel 2 (Satz)
S n
61:20%,R:+oo:> (i) e*:R — R diffbar
n—=
d _
(ii) fe*=¢e"
Beweis
DaR=+00= X =(—R,R) =(—o0,00) =R
d / d 5] o ) d n
n=0 n=1
gliedweise Differentation
> Z ~o=Dm (n_)zz(n—mxn_ =2 r=¢"
n=1 n=1 n=1 m=0
m=mn-—1 0

Die folgenden speziellen Funktionen sind besonders wichtig:

(i) Fur |z < 1 =R,

@) = tog(1+ ) = 3 L e
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(ii) Fiir |z| < 00 = R,

oo n

f(a) = exp(a) = 3 =

n!
n=0

s _ - (_1)m 2m—+1
f(x) =sin(z) = nZ:O amr " t

m

)

x2m

fla) = cosla) = 3 {50

n=0

Bereits gezeigt

00

d 1 __ n—1 _

de 1—z — Zl nw T (1-=x)2
n—=

i exp(z) = exp(x)

4 sin(z) = cos(z)
% cos(z) = —sin(x)

Als Korollar ergibt sich sin?(x) + cos?(z) = 1, denn die linke Seite hat Ableitung
=0.

Proposition Fiir |z| < 1 gilt

L log(1+2) = 1-%95

Beweis

Gliedweise Differentiation —> %log(H—x) = % > ( "= ) % [(717):7135"]

X

- - - - n=1 n=1
— 1 (= 2L ’I’L{En_l — 1(_1)11—11.71—1 — ZO(_l)mxm
n= n= m=
m=mn—1
= io: (—x)m = 1 = 1 = L
o 1—(—=z) 1—(—z) 14z O

Hohere Ableitungen Fiir |z| < 1 gilt

f@)=15=0-2)7",

Fa)=(D0-n2 - La-a) =02
N a“@_

dx
4 4 innere 2Ablei‘cung; s s
" _ / _ —2 _ — _ _
A e R E R R
fW (@)= £-(1—2)"' =nl(1—2)""! (Beweis durch Induktion)

Alternativ: f*)(z) = k!(1 — 2)7%=' (k > 0 beliebig, aber fest)

duflere Ableitung

f) = ¥ o= ik
fi@)= ¥ nan?
n=1
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" (x) = n(n—1)(n —2)z" 3

1 (@) =

LA

(n—

n(n = 1)(n—2)(n—k+ a5 = 5 2oan=h = k(1 - 2)~1k
k n==k

3
I

Proposition Fiir |z| < 1 gilt
1k S nl onk _ S (n .k L .
(1-2) = > Bk & => (k) x Binomische Reihe
n==k n==k

Dabei (Z) = k'(nnilk)' Binomialkoeffizient



Kapitel 2

Integration

2.1 Riemann-Integral

. |

X Menge, X = [a,b] C R abgeschlossenes Intervall
abg.
Fiir X = [a,b] betrachte alle Teilintervalle I - [a,b]

N7/

I=s,1] Ir = ljs) =t — s = Lénge des Intervalls
Definition

Partition Z von X ist endliche Menge von abgeschlossenen Intervallen I C X, die
paarweise disjunkt sind und X dberdecken

0

disjunkt hhel=hLNI= { einpunktig

Uberdeckung |X = |J I
Ier

Explizit: X = [a, b], naive Partition a < t; < tg < ... <tp_1 <b; Iy = [tg—1, k]
- =~ =~
=to =tn
Beispiel: IZ {11,12713,14} = {14,13,12711}
1 Iy |
to=a t1 to t3 b=14

Uberlappung: I, NI 1 = ty, [, N1 =0 falls |k — 1] > 2

oo n
Uberdeckung: |J Iy =L UL U..UI, =a,l]
kf

=1

21
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Bemerkung
(1) X = [a,b] kompaktes Intervall e C(X,R) C B(X,R), f € C(X,R) stetig
f(wo) =min f < f(w) < max f = f(z1)

(2) f:X — R monoton = f € B(X,R), f(a) < f(z) < f(b)
Definition f € B(X,R), Z Partition von X
Obersumme (/) = X (sup f11) I

Iez
Untersumme Zz(f) => (ir}ff|1) Ay

IeT
Explizit
Iy =[t-1,ts], 1<k<n Sr(f) =3 (th—tk1)- sup f
k=1 [tkfl,f,k]

y A

=0 S0
47
a tl tg tg b g a tl tg t3 b g

Il 12 13 I4 Il I2 I I4

Riemann-Integral

I C X abgeschlossene Teilintervalle; X = [a, b] abgeschlossenes Intervall (fest)

Partition Z = endliche Menge von Intervallen I € 7 mit zwei Eigenschaften:

. ' Lhnly = 0
(i) Uberlappung: I1,I; € T = { ILinl, = {Punkt}

(ii) Uberdeckung: X = |J I, dh. Ve € X 3T €Z:x €1
IeT

Z Partition, f: X — R beschrénkt (z.B. stetig oder monoton)

Obersumme: fz(f) = > ly-supf=ly -supf+li -supf+..+1 -supf
Iez I I Iy I,

Untersumme: Y _(f):= > I;-inf f
= Iez 1

Definition

Seien Z und J zwei Partitionen von X = [a, b].
T ist feiner als 7 (T < J)<—=VIeZ3IJeJTmitleJ

Is
Konkret
S1 tl S S3 tQ S4 t3 S5
——— F——t —+— I<J
j a tl t2 t3 b
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j = {[a, tl], [tl, tg}, [tg, t3}, [tg, b]} 4 Intervalle
T ={[a, s1], [s1,t1], [t1, 2], -, [$5, D]} 9 Intervalle
I = [tl,SQ] C [tl,tg] =J

Proposition

=< definiert eine Ordnungsrelation auf der Menge aller Partitionen:
I<7T; I<7T<7"=7I<71" I<JudJ<I=—71I=J

Definition

Z,J zwei Partitionen —> gemeinsame Verfeinerung von 7 und J:
IAT={INnJ:I€1,JeJ}
INT<I, TAT=JT

wieder Intervall

Konkret
LL I, LI I I Is
T s sas s
a ot ts ts ty b
K K2Ks Ky KsKe Kr KsKo Ko K
| Ji | Jo | J3 | Jy | J5J
Imj:{lmmjn "oz 12 }:{Kl,...,Ku}

Proposition

SeiZ < J =7 = J Z, disjunkte Vereinigung, wobei Z; Partition von J ist.
JeJg

Genauer git T, ={I e J:IC J}
Beweis

I;:={IeJ | I C J} Partition von Z; wegen Z < J gilt: VIeZ3Je J=1C J,

dh.Iel;=7I= U Z,
JeJg O

Zur obigen Zeichnung;:
Iy, ={Ki, Ky, K3} Ij,={Ky4Ks} I5={Ke K7} I; ={Kg, Ky, Ko}

L, ={Ku}
1y, Partition von J; u.s.w.

Proposition

T<J = S5 < Tolh) wd .00 2 £, ()
dquivalent: ZJ < ZI <Y<Y 7

Beweis fiir Obersumme

i <sup f
cJ J
: J— e N\ la \
I=xJ=I=UIy=3;()=>Xlbsuwf= 3 3 lrsupf
Jeg Iez I JeJ 1€l I

< S supf > = lJSUszij(f)
Jeg J

Jeg J 1€y
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wegen . Iy =1y also fz §f7

IeZ O
Analog fiir Untersumme.
Korollar
jede Untersumme < jede Obersumme VZ,J Partitionen Zz(f) < SJ f)
Beweis

IANT <L, ITAT=<T .
= 3,0, DT <0

Proposition f € B(X,R). Dann existieren
= [f:=inf) ,(f) —  Oberintegral
[f:=sup >,(f) —  Unterintegral

md Y ()< [F< <L)

Beweis

Seien Z, J Partitionen = }°_(f) < fj(f)

Sei J beliebig aber fest —- i 7 obere Schranke von

{ZI 1T beliebLg} =>,2 sngI = if

also gilt: [f <>,

Sei J beliebig —> ff untere Schranke von {ij T beliebig}
= [f<ufy, =]f=[f<[f

Oberintegral Tf = i%f ij(f) > [f=sup Zz(f) Unterintegral
L I =

Definition
b

f integrierbar < [f = [f=: [f= [ f(z)dz = [ f(z)dr «— Integral
b = X

a

Explizit: Tf =inf > l;-supf
J jeg J

Bemerkung;: rfla}(l,] = mesh J = Schrittweite von J — 0
_— €

Satz (,Konvergenz-Kriterium* fiir Integrierbarkeit)

[ ist integrierbar mit Integral S = [ f <

V€>O3PartitionI:fI(f)—eSSSZI(f)—i-e

Beweis
”ﬁ“
Sei f integrierbar und S = [ f
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Sei € > 0 beliebig, aber fest. Wegen S = Tf =[f
S—e=[f—e=sup Z (f) — € keine obere Schranke aller Untersummen
- J —=J

kleinste obere Schranke aller Untersummen

—> 3 Untersumme ZJ (f)y>S—¢
—Jo

S+e=[f4e= igf Zj(f) + ¢ keine untere Schranke aller Obersummen

grofte untere Schranke aller Obersummen
= 3 Obersumme Y/ (f) < S+e¢
Setze T = Jo A J1 = {JoNJ1 | Jo € o, J1 € J1} Partition
=) —e<y(f)—e<S<)y, (+e< (f)+e

0 —~

—~
< =<9

Damit ist ,,—“ bewiesen.

S+e
T S 3 Untersumme Zjo(f) >89 —¢
J11 J12 ! 3 Obersumme fjl(f) <S+¢
_// I = jo A \.71

alJy Jio 5 Jg b

“

77<:

Es gelte: Ve > 03Z mit 3 ,(f) —e<S <Y (f) +¢
bhangi BN )71
a angig von & * k%

z.z. f integrierbar und [ f =S

Da€>0beliebigwar,5—>0:>0§S_7f§5_if
:>if=Tf:>fintegrierbarundS:Tf:if:ff

Daher ist ,,<=“ bewiesen.

Definition

I(X,R) = {f € B(X,R) : f integrierbar} Menge aller beschrénkten und integrier-
baren Funktionen auf X = [a, b]

Satz
(i) Z(X,R) ist R-Vektorraum, genauer Unterraum von B(X, R)
(ii) [:Z(X,R) — R ist linear (Linearform)
fo—=Jf
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Beweis z.z.

(i) f1,fo integrierbar = f1 + fo integrierbar und [(fi1 + f2) = [fi + [ f
Summenregel

(ii) f integrierbar und o € R = af integrierbar und [af = o [ f

(i) e > 0 = f integrierbar

:>311m1tZI 1—£<ff1<z fi)+ £
= 37, mit Zzg(fz) —-5< /e SZIQ( 2)+ 5

Setze T =11 A1y

Yrlfitfo)—e= Z Iy Sup(fl +f)—e< X lI(SUp(fl) +Sup(f2)) =

IeT
A-Ungleichung fiir sup-Norm auf [

>l bup(fl)*’ >l bup(f2) e=> 7 (f)+27(f2)—e < Xop, (f1)+27, (f2)—
—

IeT IeT
I<T,I<1Is

(Soth) - 5)+(Satr)—5) < A+ £ < (X, () +5)+(2,, () +5) =
2 )+, (fo)+e <y (f)+2 (f2)+e= IEG:III n;f(f1>+12631h inf(fo) +e <
> lfmf f1+f2)+5_zz(f1+f2)+€

1€

Da ¢ beliebig = (i) f1 + f2 integrierbar
() [(fit )= [ o+ [ Fo .

Beweis von (ii) analog.

Positivititsregel

(i) f integrierbar und f >0 (f: X — Ry) = [ f>0 [Positivitiit]
(ii) f1, fo integrierbar und fi < fo = [ f1 < fo [Monotonie]

Beweis

(i) Sei Z Partition
=>;I(f)=I;Ilfi\r;f/f20ﬁif=sgpzz<f) >0=[f=[f>0

f integrierbar
>0 a

(ii) Summenregel f := fo — f1 = fo + (—f1) integrierbar und f > 0
:>ff2—ff1:f(f2—f1)(2)0

Aquivalente Formulierung: 7 (X,R) L R positive Linearform



2.1. RIEMANN-INTEGRAL

Korollar
f integrierbar = (b — a) [ianlf](f) <[f<(b-a) ?ug(f)
f2 = sup(f)
f f1 =inf(f)
sup(f) - (b a) ,,
inf(f) - (b— a)
L ()
a b

Beweis

fi(z) == 1§1(f(f) konstante Funktion

f2(x) := sup(f) konstante Funktion
X

27

= f1, f2 integrierbar als konstante Funktionen und f; < f < f5 (als Funktionen

auf X, punktweise), d.h. Vo € X : igl(f(f) = fi(z) < f(z) < fa(z) = sg{p(f)

Fiir konstante Funktionen gilt [ ¢ = ¢(b — a), wihle 7 = {X}.
(b—a)inf(f) = Th<sf<[f= (b—a)sg{p(f)

Korollar

f integrierbar = |f| : X — R integrierbar und U f’ < [1f]
z — |f(z)|

(= Integralversion der Dreiecksungleichung) [la; + ... + an| < |a1] + ... + |ax]]

dquivalent gilt: — — [|f[ < [ f < [If|

Beweis
(i) f integrierbar = |f| integrierbar (spéiter)

(ii) punktweise: —|f| < f <|f|= = [|f| < [ f < [If]

Satz Stetigkeit des Integrals

Sei f,, : X — R integrierbar und f,, A= f (glm. Konvergenz) —-
(i) f integrierbar

(ii) ffn“’*ff

Formal: f(lim fu(x))de = lim}fn(x)dx

dquivalent:
abg. f
I(X,R) C B(X,R) und Z(X,R) oy R
stetig
Beweis

Sei f,, &= f und alle f,, integrierbar,
z.z. (i) f integrierbar (i) S= [ f=1lim [ f,

d
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[ fn = ffm\—U !<f\fn fm| < (b—a)sup|fn — fl
llncar p051t1v positiv X

gleichméflige Konvergenz

= Ve >03ne Vm,n > nol|fn — fimllee < 555
(Cauchy-Kriterium fiir Supremumsnorm auf X)

:>|ffn ffm|< —a)|lfn — .fm”oog(b_a)(bfa):g
= [ f» € R Cauchy-Folge

= 3S=Ilim[f,eR

R vollst.

Behauptung: f integrierbar und [ f =S
Seie>0=3ngVn>ng |[ fn, —S5|<e ([ fn~S)
dni1 Vn > mn S;P|fn*f|:”fn*f”oo§ﬁ (ffn@S)

setze n := max(ng,ny)

() (+%)
= ‘j)fh __‘S‘ < 57||fh _'jW|oo <:449€a

[ integrierbar = 37 mit (x x *;ZI fn)—e< [ fu < 2, (fn) te

— 5 3s<ffn—2a(*2* S () © XN ST © Salf) +e

(k)

< ffn+25<5’+3€
= 85-3<Y () <2(f)<S+3e

=3 ,(f)-3<85< 2, (f)+3e
Da ¢ beliebig = f integrierbar und [ f = S

Lemma
fig € B(X,R) beschréinkt Dann gilt:

=, .
21— allss 3 fint(r)  ins(o)
——— X X
Abstand von f und g

sup(f) = sup(g)
X

Beweis

(*)
M :=||f —gllo = Vx € X :|f(x) —g(z)| <M
—M < f(x) —g(x) <M

= f(z) < M + g(x) < M + sup(g) obere Schranke von f(x)
X

g(z) < sup(g)
X

= sup(f) < M + sup(g)
= sup(f) —sup(g) < M, sup(g) —sup(f) < M
= -M< bup(f) —sup(g) < M = |sup(f) —sup(g)| <M

*3%k

(i) Wiederhole Schritte fiir inf, oder
(i) \(ir)lf(f) — inf(g)| = |=sup(—f) — (= sup(—9))| = |sup(—g) — sup(—f)|
< (=9) = (=Hlloo = IIf = 9lloo 0
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Korollar

7 Partition —

> =3, <l gl -0 = [ (- X o)

Beweis
'Zz(f) - ‘ le <sup - sup ) le sup - sgp(g)‘
Iez IeT
Lemma b ¢
<le\|f gl < ||f = gllo - ZZI
IeT Iez
<Hf lloo

alternativer Beweis von (**) fiir stetige Funktionen f, f,

Seien f, f, € C(X,R), Z Partition so gilt

If - anLb Z )= () <

Beweis

e 2 If = falloo(b — @) = sup|f - ful (b Z (If = fal)

{X}>

>y (f- f) 2 D =D (fa)

()

(x) Wihle z,, mit f(z,,) = sup(f). Dann gilt
I

Sl}p(f) - Sl}p(fn) < f(@m) = fulzm) = (f = f)(@m) < Sl}p(f — fn)

Analog fiir Untersummen.
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2.2 Integrierbarkeit stetiger und monotoner Funk-
tionen

Seien X = [a,b] und n > 1, Z,, = dquidistante Partition.
th=a+2%k (0<k<n, ken)

I, = [tg, tg41], mesh = |Z| = max|]| 2=2

to I fl [1 t2 [2 ts I L

Bild einer dquidistanten Partition:

. b—a b—a
a =3¢ 4 4 I b

Satz

Sei X = [a,b] und f: X — R stetig = f integrierbar

abg. abg.
abstrakt: C(X,R) T Z(X,R) T B(X,R)
stetig integrierbar beschrankt
Beweis

f stetig auf X = [a, b] kompakt = [ gleichm#Big stetig,
dh.Ve>03>0Va,ye X: |z —y|<d=|f(z) — fy)|<e

Bemerkung  gleichmiiflig stetig = Cauchy-Bedingung

Ve>030>0VeeXVyeX: jz—yl<d=|f(z)— fly)|<e
an ~» Cauchy: Ve > 03ng Vp>ng Vg>ng: lap —aq < e

Zu zeigen f integrierbar, d.h. z.z. if = Tf (: s = ff)7
d.h. dquivalent: Ve > 0 3 Partition Z mit 0 < Tf — if < iz(f) — Zz(f) <e

Seie>0=3>0VeecXVycX:|z—yl <d=|f(z)— fly)] <

f glm. stetig

Archimedes: 3n € N, n > & 19

6 ''n — b—a
—> 7,, dquidistante Partition mit n Intervallen

Sei I €T, (
[f(@) = f(y

[tkytk+1])=>\l\ A< d=Vryel:|z—y[ <6
= = sup(f) - mf( ) = f (Thax) = f (Tnin) < 555
f stetig I

S0 )~ Z, (= (s -t ) <55 T lr= i -y =
—_—

)| < o2

" I€Z, 1€Z,
1=
<v=a b—a

Da5>Obeliebig:>7f—i:02>ifsz

Beispiele (Integral stetiger Funktionen)

fm"da:—n:; (y >0,n>0)

y
bfmdx:%, {xQdng

zum Vergleich: ,,diskrete* Summen S k%= w Z k=" nH)

1
Spesialfall: y =1 [ a"do = ;2
0
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Satz (Integrierbarkeit von Potenzreihen)

Sei f(x) = > apa™ Potenzreihe mit Radius R > 0 (Bemerkung: f unbeschrinkt
n=0
auf (—R, R))
Dann gilt VO <y < R :
(i) f integrierbar auf [0, y]

n+

Y 00 1

(i) F(y) = [ f(z)de = 3 an’sy = aoy + Yy? + 2y® + . Potenzreihe in y
0 n=0

(iii) F hat Konvergenzradius R

Beweis folgt aus allgemeinerem Satz:

Satz
Sei f, : X — R integrierbar, Y f,, normal konvergent (d.h. > sup|f,| < +00)
n>0 X

= f= > f, integrierthar und [ f= > [ f»
n=0 n=0

symbolisch: [ iofn(x) dr = ioffn(x) dx

Beweis

n
Summenregel: s, = > f; n-te Partialsumme
i=0

— s, integrierbar und [s, = [ > fi=> [ fi
i=0 i=0
Konvergenzregel: s,, == f (wegen normaler Konvergenz)

n o0
— f integrierbar und [ f = lim [s,= lim > [fi=> [fi
n—00 n—oo /[ i=o

Satz Durchschnittswertsatz (DWS)
f stetig auf X = [a,b] (= f integrierbar),

b
Durchschnittswert ;- [ f(z) dx
a

8 —o

= Jo € [a,b];1

f(z)dz = f(o)
b

dquivalent: [ f(z)dz = (b—a)f(o)

Beweis

ZWS

EWS } — DWS

Nach EWS gilt, da f stetig
Jrg € X dx; € X mit f(xg) = n}}nf (= i§ff), flxy) = m)?xf (= sipf)
— (b= a)f(a0) = (b~ a)minf < [ £ < (b—a)max f = (b~ a) ()
X
JEEICD

X

= fa0) <

»Zwischenwert® fiir f

Z£>SE|0€X:f(0):ﬁff:ﬁfbf(ac)d:n
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Satz

f + X — R integrierbar (nicht notwendig stetig) und beschrinkt auf X = [a, b],
d.h. 3 allg. Intervall [¢,d] D f(X), z.B.: ¢ = igl(f fyd=supf
X

Sei g : [¢,d] — R stetig
= go f: X — R integrierbar ,Kettenregel fiir Integrierbarkeit*

X =[a,b] L f(X) Cle,d =R
\\w‘—/

gof
Beweis

g stetig auf [¢,d] = g gleichmiBig stetig auf [c, d]
= Vn>030<d<nVy, y2 € e, d], [y1 —y2| <6 = |g(y1) —g(y2)[ <

f integrierbar = 3 Partition Z von X mit > ,(f) — ;I(f) < 62

T=JU(Z\J) wobei

j:{IEI}supfirIlffgé} , I\j:{IEI|supfir}ff>6}
I I

zeige (x): sel I € T ,gut”

:>supf—ir11ff§5 = V1,20 € I|f(z1) — f(z2)] <6

I
= |g(f(21)) —g(f(z2))[ <n  =>supg—inf g <y
g glm. stetig F() f(I)
Fiir T\ J gilt

6 <sup f —inf f
T I

—_———
d- > U< > lU(supf—inf f) < > li(sup f —inf f)
IeT\J IeT\J I 71 IeT I I
= > lsupf— 3 lrinf f=37,(f) — X _(f) <o
IeT ez
IeI\T
=3 790 f) =X (90 f) = X Li(sup(go f) —inf(go f)) = 3 li(sup(g) — inf (9))
IeT I I IeT  f() f(
= > lr(sup(g) —inf(9))+ > I (sup(g) — inf(g))
Iez  f{) fa) IeT\J F(I) f(1)
(*)<n <sup g—inf g <2 sup|g|
<n- 3 li+2suplgl- 35 Lr<n(b—a)+2-suplg|- I
IeT [e,d] IeT\J [c,d] <

=nb—a+2suplg|) =¢
gegeben € > 0, wihle n = m

Also gilt: Ve > 0 3T mit Yz(go f) =X (9o f) <e

Da ¢ > 0 beliebig = g o f integrierbar
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Anwendungen

Proposition

Seien f, f1, fo intergrierbar, dann gilt:

(i) |f|: X — Ry integrierbar und | [ f| < [g]
z— |f(z)]

(ii) f1, fo: X — R integrierbar

(iii) max(f1, f2) : X — R integrierbar
z — max(f1(z), f2(z))
min(fy, f2) integrierbar

Beweis
(i) 9(y) = ly|
= g: R— R, stetig = |f| =] |of=go f integrierbar

(ii) g(y) =¥
= g=R — R, stetig = f?=()?0 f = go f integrierbar

= fifoe= %((

(iii)
max(f1, f2) = 3(f1 + f2 + |f1 — f2|) integrierbar

AN T/
int int int.wg.(i)

fi+ fo)? — fE—f2 ) integrierbar (binomische Formel)
—_— A~ AN

int. int int

Beispiele

1,zeQnJo,1]

Dirichlet-Funktion x(z) = { 0,z€0,1\Q

X nicht integrierbar; |x| = x nicht integrierbar

. 1, zeQnN0,1]
/(@) "{ 1, z€[0,1]\Q

f nicht integrierbar; |f| integrierbar

Lebesgue

f integrierbar <= | f| integrierbar

Satz

f: X — R monoton = f integrierbar (und beschrinkt)

Beweis (Teleskopsumme)
(E: f monoton wachsend = f(a) < f(z) < f(b) f(a) = I[nibr]lf = [inlf] f

F(b) = max f = sup f
[a,b] [a,b]

33
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Seie >0

A 3 mit (b— )f(b) fa) < ¢
= 7,, dquidistante Partition von [a, b]

=Y (-2, (H= Igf’%" (sup f —inf f) = boa 5 (sup f — in f)

IeT
= 2 5 Goup £~ int ) [fa-+ B0 - ) = flat 5o - )]
=2(f(b) - fla)) <e (Teleskopsumme)

Da ¢ > 0 beliebig = f integrierbar

Beispiel Teleskopsumme

n—4 éﬁo(f(a+’T(b—a))—f(a+4(b—a)))
— fla+'5%) — f(a) k=0
+fa+20-a) ~ fla+ib-a) [k=1]
+Fat 30 -a)—fla+ip-a) k=2
+ f(b) = fla+ 3(b—a)) [k = 3]

2.3 Integration und Differentiation

Proposition

f:a,b] — R integrierbar und a < ¢ < b =

i) f‘[a,c] integrierbar, f‘[c’b]integrierbar

b c b
i [f=[f+[f
Beweisskizze:

Wihle (geniigend feine) Partitionen Z, welche ¢ enthalten. Sei Z beliebige Partition
= 37. <7, T, enthéilt c = 7, =7, UZ"

mit Z." Partition von [a, c], Z.” Partition von [c, b]
=%, (N =%y (o) +Zrr (i)
Analog fiir Obersumme.

_— if = if’[am] +if|[c,b] und analog fiir Oberintegral T

Definition

Sei f integrierbar auf X = [a, b], seien x1 € X, 29 € X

o 25 ff|[x1,$2] falls 1 < T2

0 falls x1 =

[r@a=[r=1"., 1=

71 " - [f= —ffhmm] falls 1 > o
zo
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Bemerkung f
o xrq
[>0,z1>00= [f=—[f<0
xry T
\ e
Proposition T2 — 1

x3 T2 x3
(%) [ integrierbar auf [a,b], z1,20,23 € X = [ f=[f+ [ f

T X1 o
Beweis

Fiir 1 < xo < x3 bereits gezeigt: [x1, x3] = [£1, x2] U [z2, 23]

T3 1 T2 3 T2 T2
Fallsas3<l‘1<$21ff:—ff7 ff+ff:ff_ff
x1 T3 x1 xTo x1 x3

7.7.. — flf = f2f— fzf dquivalent z.z.: ff: f2f+ flf
(23, 22] = [23,21] U [21, 22] .
Satz

[ integrierbar auf X = [a,b], Stammfunktion F(z) = [ f fir z € X
= F: X — R ist gleichmifig stetig auf [a, b]

Beweis

Seien z,y € X : |F(y) — F(z)| =

Yy x
[f=Jf
nach (x) (Monot.)
Setze M :=sup |f| =Ve>0: 6= >0
[a,b]
=Veye X,z —y|<d=|F(a) - Fy)|<M-jlz—y|=M-d=c¢

——
<é O

Yy
ff‘ <ly—a| -suplf]
T [avb]

1. Hauptsatz

f : X — R integrierbar, 0 € X, F(z)= [ f, f stetig in o =

(i) F(z) diffbar in o <F(m) = aff) Differentiation o Integration

=Identitéit
(i) F'(0) = f(0)

Formel - fz f=f(z)

Beweis
fstetigino=Ve>03>0VzeX, |z —o0| <d:|f(x)— flo)] <e
Dann gilt V|z —o| <6 : | F(z) — F(o) — f(o) (x —0) | =

—_— N —

Ay Az

vermutete Ableitung



