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Im Renthof 5: 4. Stock Treppenabsatz

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren:

d∗ :

{
X ×X → R
(p, q) 7→ min(1, d(p, q))

Man beweise, dass (X, d∗) ebenfalls ein metrischer Raum ist.

Aufgabe 2 (Verschiedene Metriken in R2: 11 Punkte).

a) Man zeige, dass die folgenden Abbildungen d : R2 × R2 → R jeweils Metriken auf
R2 definieren und beschreibe die Epsilon-Kugeln.

Maximums-Metrik

d((x1, x2), (y1, y2)) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|)

Manhatten-Taxi-Metrik

d((x1, x2), (y1, y2)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|

French-Railroad-Metrik

d((x1, x2), (y1, y2)) =

{
dEu(x, y) falls (x1, x2)und(y1, y2)linear abhängig
dEu(x, 0) + dEu(y, 0) sonst

wobei dEu(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 die euklidsche Metrik ist

b) Wie erklären sich die Namen der “Manhatten-Taxi” und “French-Railroad” Metrik?

c) In welchem Punkt unterscheidet sich die French-Railroad-Metrik grundlegend von
den anderen beiden?

Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei X = N = {1, 2, 3, . . .} mit der Abstandsfunktion

d(m,n) =


|n−m| falls n 6= 1,m 6= 1
√
m falls n = 1,m 6= 1
√
n falls n 6= 1,m = 1

0 falls n = m = 1

Ist (N, d) ein metrischer Raum?

b/w



Aufgabe 4 (3 Punkte). Man beweise die beiden folgenden Ungleichungen für beliebige
x ∈ R, x ≥ 0, n ∈ N:

a)
1 + nx ≤ (1 + x)n (Bernoulli Ungleichung),

b)
n(n− 1)

2
x2 ≤ (1 + x)n.
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