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Aufgabe 22 (4 Punkte). Seien (X,d,) und (Y, d,) vollstindige Rdume. Man zeige, dass
dann auch das kartesische Produkt der beiden Rédume vollstindig ist.

Aufgabe 23 (4 Punkte). Geben Sie ein Beispiel eines vollstédndigen metrischen Raumes
X sowie einer Abbildung f : X — X derart an, dass d(f(z), f(y)) < d(z,y) fir alle x # y
gilt, jedoch f keinen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 24 (444 Punkte). Sei M die Menge aller beschrénkten Folgen reeller Zahlen.
a) Sei d(x,y) = sup{ |z, —yn| : n € N}, wobei x = (2,)22, und y = ()5, zwei
beliebige Elemente aus M sind. Man zeige, dass d dann eine Metrik auf M ist.

b) Ist die abgeschlossene Einheitskugel

K(0,1) ={z € M,d(x,0) <1} (wobei 0 € M die Folge (z,);"; mit z,, = 0¥n € N ist)
in (M, d) kompakt?
¢) (Zusatzaufgabe +4 Punkte) Man zeige, dass (M,d) vollstindig ist.

Hinweis: Man zeigen zuerst, dass, falls z*¥ = (2F)> k= 1,2,3,... eine

n=1»
Cauchy-Folge von Elementen aus M ist, fiir jedes fixierte ng auch z! 22 a3

rio> Longr T+
eine Cauchy-Folge reeller Zahlen ist.

Aufgabe 25 (4 Punkte). Sei D > 0. Fixiere eine beliebige positive Zahl zy und definiere

1 n D
Tpn = = | Tn-
2 ! Tp—1

Man zeige, dass z,, gegen v/ D konvergiert. Was folgt daraus fiir die Vollstindigkeit von
Q7




